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PRÉFACE. 


APre’s  tous  les  Traités  que  j’ai  mis  au  jour  fur  prefque  toutes 
les  parties  des  Mathématiques , on  feroit  fans  doute  furpris 
de  voir  paroître  des  nouveaux  Elémens  de  ma  façon,  fi  je  ne 
rapportois  les  motifs  qui  m’ont  engagé  à entreprendre  ce  travail. 
Lorfque  je  compofai  mon  Cours  en  cinq  Volumes  /M-40.  mon 
deffein  étoit  d’écrire  pour  l’inftru&ion  du  Public  en  général,  ôc 
par  conféquent  pour  toutes  les  profeflions  ôc  les  états  aufquels 
les  Sciences  Mathématiques  peuvent  être  de  quelque  fecours  ; 
de-là  cette  cfpece  de  diffufion,  ou  pour  mieux  dire,  ces  longs 
détails  dont  il  ne  m’étoit  pas  poflible  de  me  difpenfer  dès  que 
je  voulois  me  rendre  utile  également  à tous.  Aujourd’hui  mes 
vues  font  bien  différentes  > les  perfonnes  pour  qui  principalement 
je  me  fuis  attaché  à cet  Ouvrage,  font  des  Militaires  deftinés  à 
un  Service  qui  demande  des  connoiffances  particulières  ôc  beau- 
coup de  fçavoir.  On  conçoit  d’abord  aifément  qu’il  faut  ici  du 
choix  dans  les  matières , qu’il  en  eft  beaucoup  que  je  dois  palTer 
fous  filence,  ou  ne  traiter  que  légèrement , ôc  d’autres  au  contraire 
que  je  ne  fçaurois  trop  éclaircir.  A quoi  ferviroir,  par  exemple, 
de  faire  de  grands  difeours  ôc  de  longues  dilfertations  fur  les 
nouvelles  Méthodes,  ôc  le  calcul  différentiel  ôc  intégral?  les  belles 
ôc  fubtiles  recherches  que  l’on  fait  aujourd’hui  furies  différentes 
courbes , qui  font  le  principal  objet  de  ces  calculs,  fur  les  dilférens 
ordres  de  ces  courbes,  fur  la  route  que  prennent  leurs  branches, 
fur  leurs  points  d’inflexion  ôc  de  rebrouilement,  fur  les  points 
fimples  & multiples,  fur  leur  reôlification  , ôc  fur  la  quadrature 
des  efpaces  qifelles  renferment,  font  des  connoiffances  aulfi 
Inutiles  à des  Guerriers , que  le  feroit  la  découverte  d’un  nouveau 
Tome  /.  a 


Digitized  by  Google 


ij  P R £’  F A C E.  • 

Satellite  autour  de  Jupiter,  ou  de  quelque  calcul  qui  fixeroit  le 
retour  périodique  d’une  Comète.  Ces  fortes  de  fujets  n’ont  rien 
de  commun  avec  le  bien  que  les  Militaires  doivent  procurer  à 
l’Etat,  & l’on  peut  fort  bien  fans  eux,  parvenir  à la  gloire  ôc  aux 
récompenfes  que  méritent  l’application  à fon  devoir  & les  belles 
avions. 

Il  n’en  efl  pas  de  même  des  calculs  ordinaires , de  la  Géométrie » 
de  la  Trigonométrie,  de  l’ufage  qu’on  fait  de  cette  Science  fur 
le  terrein,  du  Nivellement,  de  la  Mefure  des  furfaces  planes, 
de  leurs  rapports  entr’elles,  de  leurs  changemens,  de  leurs  divi- 
fions , de  la  Mefure  des  folides , du  Toifé  des  furfaces  & des 
folides,  de  celui  des  bois,  des  ferions  coniques,  de  la  fcience 
du  mouvement,  de  la  Méchaniquc,  de  la  connoiflance  des 
Machines , des  propriétés  des  fluides,  & entr’autres  de  celles  de 
l’air  & de  l’eau.  C’eft  fur  les  principes  de  la  plupart  de  ces  chofes 
qu’eft  fondé  le  grand  Art  de  la  Guerre , & s’il  efl  permis  à quel- 
ques Officiers  de  n’en  avoir  que  des  legeres  notions,  il  en  efl 
beaucoup  au  contraire  qui  ne  fçauroient  remplir  leurs  portes  avec 
dirtinftion  & honneur , s’ils  négligeoient  d’en  acquérir  de  profon- 
des & folides  connoiflances.  La  plupart  des  manoeuvres  militaires 
fe  font  avec  beaucoup  de  promptitude , il  faut  fouvent  fe  décider 
fans  avoir  le  tems  de  faire  de  longues  reflexions  : comment 
voudroit-on  qu’un  homme  fuperficiel , & qui  ne  fe  feroit  pas  fait 
un  ufage  de  rtjavoir  fe  retourner  félon  les  occurrences,  put 
prendre  le  parti  convenable , à moins  que  le  liazard  ôt  la  fortune 
n’y  euflent  la  meilleure  part. 

L’Etabliffement  des  cinq  Ecoles  d’Artillerie,  & les  avantages 
que  fEtat  en  retire,  font  aujourd’hui  connus  de  tout  le  monde. 
On  fçait  que  ces  Ecoles  font , pour  ainfi  dire , autant  de  pepinieres 
d’où  fortent  grand  nombre  d’Officiers  en  qui  la  fcience  & la 
valeur  femblent  fe  difputer  à l’envi  la  gloire  de  les  rendre  utile* 
au  fervice  de  leur  Prince,  & au  bien  du  Royaume;  l’élogp-que 
j’entreprendrois  d’en  faire  ici , feroit  certainement  ao-defîous  de 
l’idée  que  j’ai  de  leur  mérite , & de  celle  que  toute  l’Europe  en 


Digitized 


PREFACE.  iij 

a conçue  depuis  long-tems.  Or  dans  ces  Ecoles  où  Meflieurs 
les  Commandans  prennent  un  extrême  foin  que  les  Officiers 
foient  inftruits,  8c  faflent  des  progrès  dans  les  parties  des  Ma- 
thématiques qui  conviennent  à leur  état,  il  a été  réglé  que  l’on 
enfeigneroit  un  même  Cours , afin  que  les  Officiers  ôc  les  Cadets 
des  cinq  Bataillons  de  Royal-Artillcrie,  qui  fe  tranfplantent  de 
trois  en  trois  ans  d’une  Garnifon  à l’autre,  ne  fuflent  pas  retardés 
dans  leurs  Etudes  par  les  changemens  de  Méthodes , Ôc  les  diffé- 
rentes maniérés  d’enfeigner.  Cependant  comme  ce  Cours , de 
l’aveu  même  de  fon  Auteur,  n’a  pas  toute  laperfeûion  qu’il  au- 
roit  pù  lui  donner,  s’il  avoit  eu  le  loifir  d’en  faire  une  fécondé 
Edition;  que  la  plupart  des  matières  y font  traitées  d’une  maniéré 
trop  refferrée  & trop  fëche , qui  ne  laiffe  point  entrevoir  les  ufages 
aufquels  elles  peuvent  fervir,  6c  qu’il  s’en  trouve  grand  nombre 
d’autres  qui  demanderoient  des  démonffrations  plus  nettes  & 
plus  exaétes , il  n’eff  pas  furprenant  que  les  Profeffeurs , fans 
vouloir  déroger  au  fage  Reglement  qui  a été  fait,  mais  unique- 
ment pour  mieux  répondre  aux  intentions  de  l’Auguffe  Prince 
qui  leur  a confié  l’inftruétion  de  fes  Officiers,  fe  foient  toujours 
crus  obligés  d'ajouter  à cet  Ouvrage  les  réflexions  6c  les  com- 
mentaires qui  peuvent  en  corriger  les  défauts,  6c  procurer  l’a- 
vancement de  ceux  à qui  ils  ont  l’honneur  de  montrer. 

Il  feroit  affez  inutile  en  effet  d’entaffer  Theoreme  fur  Theoreme, 
fi  l’on  ne  faifoit  voir  l’ordre  6c  l’enchaînement  qu’ils  ont  entr’eux, 
l’étendue  des  conféquences  qu’on  en  peut  tirer,  6c  l’application 
qu’on  en  peut  faire  à grand  nombre  de  fujets  utiles  ôc  intéreflans; 
c’eft  à quoi  ne  font  pas  affez  d’attention  la  plûpart  des  perfonnes 
qui  étudient  les  Mathématiques , 6c  fouvent  même  les  Maîtres 
qui  les  enfeignent.  On  fçait  par  cœur  toutes  les  Propofitions 
d’Euclide,  grand  nombre  de  celles  d’Archimedc,  de  Pappus 
6c  d’Appollonius,  on  lit  dans  les  Ouvrages  des  Modernes,  on 
fe  fait  gloire  de  fçavoir  que  Pythagore  facrifia  cent  Bœufs  aux 
Mufes,  pour  avoir  découvert  la  47e.  d’Euclide,  qu’Archimede 
tranfporté  6c  hors  de  lui-même,  d’avoir  trouvé  en  entrant  dans 
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PREFACE., 
le  Bain , le  moyen  de  réfoudre  la  queftion  que  le  Roy  de  Syracufe 
lui  avoir  propofée,  en  fortit  tout  nud,  ôc  courut  comme  un  fou 
par  les  rues , en  répétant  : je  l'ai  trouvé , je  l'ai  trouvé,  ôc  cent  autres 
traits  hiftoriques,  qui  marquent  de  l’érudition;  mais  avec  toutes 
ces  belles  connoilfances , qu’on  vienne  à propofer  un  Problème 
qui  malheureufement  ne  fe  trouve  point  dans  les  Auteurs  qu’on 
a lus,  on  s’y  trouve  tout  aulli  embarraffé  que  s’il  s’agiffoit  d’un 
métier  qu’on  n’auroit  jamais  fait.  > 

Pour  fe  mettre  à couvert  de  ce  reproche,  on  ne  manque  pas 
de  dire  que  l’efprit  d’invention  n’eft  pas  donné  à tous,  6c  qu’il 
n’appartient  qu’à  certains  génies  heureux  6c  tranfeendans  de 
s’élever  au-deflus  de  ceux  qui  nous  ont  précédé.  Ceci  pourroit 
être  vrai  à l’égard  de  certaines  découveftes  extraordinaires  qui 
demandent  une  fagacité  6c  une  contention  d’efprit  dont  tous  les 
Géomètres  ne  font  peut-être  pas  capables,  quoique  doués  d’ail- 
leurs de  beaucoup  de  talens.  Mais  qu’en  général  la  moindre 
Propofition  que  l’on  n’aura  pas  vû  dans  les  Ouvrages  de  ceux 
qui  ont  écrit  avant  nous , nous  étonne  ôc  nous  arrête  tout  court» 
c’eft  une  erreur  qui  ne  peut  provenir  que  de  la  mauvaife  façon 
dont  on  s’avife  d’étudier.  Le  propre  des  Mathématiques,  eft 
d’étendre  les  lumières  de  l’efprit , de  le  perfectionner,  6c  de  le 
rendre  inventif.  Tout  homme  qui  a allez  de  génie  pour  com- 
prendre les  démonftrations  que  cette  Science  employé,  en 
auroit  certainement  allez  pour  en  failîr  la  Méthode,  ôc  s’il  n’arrive 
pas  à tous  ceux  qui  s’y  appliquent  de  parvenir  jufques  là,  c’eft 
qu’on  étudie  d’une  façon  plutôt  hiftorique  que  judicieufe,  ôc 
qu’on  s’imagine  avoir  tour  fait,  lorfqu’au  bout  d’un  certain  tems 
on  a amalfé  dans  fon  efprit  un  tas  mal  arrangé  de  Proportions 
& de  Problèmes  dont  on  ne  connoît  les  tenans  6c  les  aboutiftans, 
qu’à  travers  un  nuage  rempli  d’obfcurité.  Il  ne  s’agit  donc  pas 
ici  d’aller  avec  précipitation,  ni  de  faire  de  grands  pas,  qui..*ie 
mènent  à rien;  c’eft  à l’ordre  6c  à la  liaifon  des  matière^ qu’il 
faut  être  attentif  autant  ôc  plus  qu’aux  matières  même , ôc  pourvu 
qu’on  fe  gêne  à marcher  avec  cette  précaution , on  éprouvera 
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bien-tôt  que  la  Géométrie  ôc  les  Mathématiques  offrent  un  vaffe 
champ,  où  il  eft  permis  à tout  homme  qui  veut  travailler  de 
partager  la  gloire  d’une  riche  moiflon. 

Ces  maximes  que  je  n’ai  jamais  perdu  de  vûe  dans  les  exer- 
cices Mathématiques  de  l’Ecole  de  laFere  où  j’ai  l’honneur  de 
profelTer,  ont  eu  tout  le  fuccès  que  je  pouvois  en  attendre , on  y 
a vît  grand  nombre  d’Officiers  ôc  de  Volontaires  dans  l’efpace 
de  fept  ou  huit  mois,  faire  des  progrès  qui  après  une  étude  de 
quelques  années,  auroient  pû  paroître  étonnans,  6c  s’élever  au- 
tant au-deflus  des  Géomètres  ordinaires,  que  ceux-ci  fe  croyent 
fupérieurs  aux  fimples  Artiftes  quifuivent  une  pratique  aveugle, 
dont  ils  ignorent  la  raifon  : c’eftle  témoignage  qu’en  ont  fouvent 
rendu  Meffieurs  nos  Commandans  6c  nos  Officiers  plus  avan- 
cés , qui  par  une  longue  ôc  férieufe  application , ont  acquis  un 
fçavoir  confommé.  Je  puis  même  dire,  fans  crainte  d’en  être 
démenti,  que  c’eft  à leur  follicitation  que  je  me  fuis  déterminé 
à rédiger  ôc  mettre  dans  un  ordre  naturel  les  differens  Commen- 
taires ôc  les  Supple'mens  que  j’ajoutois  à notre  Cours,  à mefure 
que  l’occafion  s’en  préfentoir,  de  façon  qu’on  trouvera  dans  ce 
^Volume  non-feulement  tout  ce  qui  eft  dans  le  Cours,  mais  en- 
core grand  nombre  d’autres  matières  dont  la  connoiffance  eft 
abfolument  néceftairc , le  tout  expliqué  ôc  démontré  de  la  maniéré 
la  plus  fimple  ôc  la  plus  conforme  aux  fages  vues  que  l’on  a eu 
en  établiffant  nos  Ecoles. 

Quoique  ce  foit  aujourd’hui  un  ufage  prefque  général  de 
mettre  de  l’Algebre  partout,  ôc  de  ne  rien  démontrer  qu’en  em- 
ployant les  réglés  de  ce  Calcul,  il  m’a  paru  cependant  qu’il 
m’étoit  permis  de  ne  me  pas  conformer  à cette  efpece  de  loi, 
pour  des  bonnes  raifons  qu’il  eft  à propos  que  je  rapporte , afin 
qu’on  ne  dife  pas  que  c’eft  par  caprice  ou  par  défaut  de  lumière 
que  je  refufe  d’acquiefcer  à un  fentiment  qui  paroît  avoir  pris 
le  deiïùs.  - 

En  premier  lieu;  EAlgebre  fuppofe  la  formation  des  figures 
iaufqueües  on  l’applique , ôc  la  connoiffance  de  leurs  principales 

a iij 


vj  PREFACE. 

propriétés;  c’eft  parle  moyen  de  celles-ci  qu’elle  parvient  à eni 
découvrir  d’autres  qui  demanderaient  de  plus  férieufes  réfle- 
xions. Il  faut  donc  laiflër  à ceux  qui  commencent,  le  loifir  de 
confidérer  attentivement  ces  figures,  de  déduire  de  leurs  for- 
mations les  propriétés  qu’ils  ont  befoin  de  connoître,  ôc  de  s’en 
tracer  dans  le  cerveau  des  images  familières  6c  nettes,  fans 
lefquelles  il  eft  impoflible  qu’on  puiffe  fuivre  le  fil  d’un  raifon- 
nement  géométrique.  Le  Calcul  qu’on  voudrait  joindre  ici  par 
trop  de  précipitation,  ne  ferviroit  qu’à  les  jetter  dans  un  nouvel 
embarras , non  - feulement  par  les  dénominations  différentes 
qu’il  donne  aux  mêmes  grandeurs,  mais  encore  par  l’attention 
qu’il  faut  faire  pour  ne  pas  commettre  d’erreur  dans  fes  opéra- 
tions. L’Efprit  humain  veut  être  ménagé,  ce  n’eftpas  le  connoître 
à fonds , que  de  lui  propofer  de  plein  faut  tant  de  difficultés  à 
furmonter  à la  fois. 

En  fécond  lieu , la  ftmplicité  des  principes  fur  lefquels  le 
Calcul  Algébrique  eft  fondé,  donne  une  certitude  parfaite  à fes 
réfultats,  mais  elle  ne  fatisfàit,  ni  n’éclaire  l’efprit»  on  fçait  après 
avoir  examiné  fi  l’on  ne  s’eft  point  trompé,  que  les  chofes  doi- 
vent être  comme  on  les  a trouvées  parle  calcul,  fans  fçavoir  les 
raifons  qui  doivent  les  rendre  telles,  6c  deflors  l’efprit  toujours 
curieux  de  connoître  les  caufcs  des  effets  quife  préfententà  lui, 
s’agite  ôc  ne  cefle  d’être  dans  l’inquiétude,  à moins  qu’on  ne  lui 
donne  des  démonftrations  tirées  de  la  nature  même  du  fujet. 
Il  faudrait  donc  pour  le  tranquillifer  avoir  recours  à ces  démon- 
ftrations, 6c  c’eft  ce  qu’on  n’a  garde  de  faire , puifqu’on  n’em- 
ploye  le  calcul  que  pour  ne  pas  fe  jetter  dans  ces  difficultés.  S’il 
eft  vrai,  comme  Wallis,  6c  quelques  Sqavans  de  notre  fiécle 
l’ont  penfé,  que  les  Anciens  ayent  eu  une  Analyfe  aflez  femblable 
à la  nôtre,  pour  faire  les  découvertes  qu’ils  nous  ont  laiffées,  je 
trouve  qu’ils  ont  pris  le  bon  parti  en  fubftituant  à cette  Analyfe 
les  démonftrations  que  nous  trouvons  dans  leur  Ouvrage  ; ils  fe 
font  rendus  plus  intelligibles  6c  plus  convaincans,  ôc  de  plus  ils 
ont  fermé  la  porte  aux  difputes  qui  ne  font  que  trop  fréquentes 
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de  nos  jours  au  grand  fcandale  de  bien  des  gens , & à la  honte 
d’une  Science , qui  autrefois  unique  dépofitaire  de  la  vérité  entre 
les  Sciences  humaines  ne  peut  maintenant  fe  garantir  des  préju- 
gés & des  opinions  qui  tirannifent  les  autres.  Un  Auteur  au- 
jourd’hui entreprend  de  traiter  un  certain  fujet,  & y employé 
une  certaine  Méthode;  fon  calcul  fait,  il  tire  de  fon  réfultat  les 
conféquences  qu’il  croit  pouvoir  en  déduire,  & nous  donne  ces 
conféquences  & ce  réfultat  comme  autant  de  vérités  dont  on  ne 
peut  douter.  Un  autre  dans  le  même  tcms  s’applique  à la  même 
queftion , mais  par  une  autre  voye , fon  réfultat  6t  fes  conféquences 
font  différentes  ; grande  difpute  là-defTus , on  répond , on  réplique, 
les  Ecrits  fe  multiplient,  & la  difficulté  loin  d’être  éclaircie, 
s’embrouille  de  plus  en  plus.  D’où  peuvent  venir  ces  fortes  de 
difputes  dont  il  feroit  aifé  de  donner  des  exemples  récens  ; c’eft, 
s’il  m’eft  permis  de  dire  mon  avis,  qu’en  pareil  cas  les  uns  ni  les 
autres  ne  cherchent  point  à réfoudre  la  queftion  par  la  voye 
qui  feule  pourroit  la  terminer.  Si  les  calculs  font  juftes  & exacts, 
fi  les  conféquences  qu’on  en  tire  ne  font  pas  forcées , tout  ce 
qu’on  avance  doit  pouvoir  fe  déduire  des  propriétés  de  la  figure 
fur  laquelle  on  travaille.  Pourquoi  donc  après  le  calcul  ne  pas 
chercher  dans  cette  même  figure,  ce  que  l’on  a crû  trouver  dans 
fes  opérations  ? ce  feroit  fans  doute  le  moyen  le  plus  naturel,  ou 
même  l’unique,  de  donner  une  entière  évidence  à la  décou- 
verte qu’on  a faite , & de  faire  naître  dans  l’efprit  de  tout  le 
monde  une  parfaite  conviftion. 

Ceux  qui  font  du  fentiment  qu’avant  les  nouvelles  Méthodes , 
il  n’y  avoit  d’autre  voye  d’invention  que  la  fynthèfe,  par  la  raifon 
qu’on  ne  trouve  aucun  veftige  de  calcul  dans  les  Ecrits  des  fiécles 
paffés , difent  ordinairement  que  les  Anciens  ne  travailloientr 
qu’à  force  de  tête,  & c’eft,  à mon  avis,  le  plus  bel  éloge  qu’on 
puilTe  leur  donner.  En  effet,  s’ils  ne  font  parvenus  aux  connoif- 
fances  que  nous  admirons  dans  leurs  Ouvrages,  que  par  les 
principes  les  plus  (impies  de  la  Géométrie , ôc  par  une  fuite  de 
longs  raifonnemens  qui  cependant  ne  les  ont  jamais  jettés  dans 
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l’erreur,  je  ne  vois  rien  qui  marque  mieux  l’élévation  de  leur  génie,' 
& rien  aufti  qui  foit  plus  humiliant  pour  nous , que  l’étonnement 
où  nous  fournies  à la  vue  de  leurs  productions.  Ne  vaudroit-il 
pas  encore  mieux  ne  travailler  qu’à  force  de  tête,  que  de  ne 
travailler  qu’à  force  de  calcul , ôc  de  fe  repofer  fur  nos  opérations 
jufqu’au  point  de  fentir  un  efpece  d’engourdiflement,  lorfqu’on 
exige  que  nous  fafiions  ufage  de  notre  raifon?  C’eft  anéantir  le 
but  des  Mathématiques  que  d’en  agir  ainfi , & pour  peu  que  le 
goût  du  calcul  fe  perpetue , on  verra  que  cette  belle  Géométrie 
que  l’on  difoit  fi  utile  à la  perfection  de  l’efprit,  ne  fera  plus  qu’un 
art  dans  lequel  il  ne  s’agira  pour  réufiîr  mieux,  que  d’avoir  acquis 
une  plus  grande  habitude  de  calculer. 

Ce  que  je  viens  de  dire  touchant  l’ufage  immodéré  de  l’Algcbre 
que  l’on  fait  dans  les  Mathématiques,  efl  appuyé  fur  le  fentiment 
des  plus  grands  Géomètres  de  notre  fiécle.  On  ne  refufera  cer- 
tainement pas  ce  titre  à Mefiieurs  de  Fermât  & Newton  , ni  la 
gloire  d’avoir  été  de  grands  Calculateurs  chacun  dansfon  efpece. 
Cependant  M.  de  Fermât  dans  une  Lettre  écrite  à un  fçavant 
Anglois,  demande  qu’on  donne  la  folution  des  Problèmes  géo- 
métriques qu’il  propofe,  à la  façon  d’Euclidc  6c  indépendam- 
ment de  l’Algebre,  ôc  fi  l’on  veut  fçavoir  quelle  en  eft  la  raifon  ; 
c’cft , dit-il,  de  peur  qu’on  ne  laifle  périr  infenliblement  l’élégance 
des  conftruCtions  6c  des  démonftrations  dont  les  Anciens  étoient 
fi  jaloux.  Cette  Lettre  fe  trouve  dans  le  fécond  Volume  des 
Oeuvres  Mathématiques  de  Wallis,  page  8yp.  M.  Newton,  au 
rapport  de  Pemberton  fon  Commentateur,  s’eft  fouvent  repenti 
d’avoir  trop  tôt  pafié  à la  Géométrie  de  M.  Defcartes , ôc  à la 
leCture  des  Traités  analytiques  des  Modernes , lorfqu’il  commen- 
çoit  à étudier  les  Mathématiques,  ôc  c’eft  fans  doute  pour  cette 
raifon  que,  quoiqu’il  eut  compofé  beaucoup  d’Ouvrages  algé- 
briques, qui  ont  extrêmement  enrichi  nos  Méthodes  av-afit  de 
travailler  à fes  Principes  Mathématiques  de  la  P h lofophiSréaturelle  : 
il  n’a  cependant  employé  dans  celui-ci  que  la  Méthode  des 
Anciens.  M.  Wolf,  l’un  des  plus  grands  Géomètres  que  l’Alle- 
magne 
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Smagne  ait  produit , foutient  que  lorfqu’on  étudie  les  Mathéma- 
tiques pour  cultiver  Pefprit,  & acquérir  la  juftefle  du  raifonne- 
ment , il  faut  s’attacher  beaucoup  à démontrer  à la  maniéré 
d’Euclide;  que  les  démonftrations  analytiques  peuvent  à la  vérité 
conduire  en  quelque  façon  à cette  fin,  mais'qu’il  s’en  faut  de 
beaucoup  qu’elles  ayent  la  même  utilité;  qu’il  paroît  par  quelques 
Ecrits  de  Mdfieurs  Defcartes,  Newton  & Herman,  que  leurs 
raifonnemens  auroient  été  bien  plus  folides , s’ils  avoient  eu  un 
peu  plus  d’ufage  de  la  fynthèfe  ; enfin,  qu’on  ne  doit  pas  regarder 
comme  puérile  ce  qu’il  dit  en  faveur  de  la  Méthode  des  Anciens  » 
puifque  les  plus  grands  génies  auroient  fait  beaucoup  mieux,  s’ils 
s’étoient  un  peu  plus  accoutumés  à cette  façon  de  raifonner.  Je 
n’ai  point  traduit  littéralement  les  termes  de  cet  Auteur,  de  peur 
d’être  trop  long,  mais  on  les  trouvera  en  fubftance  dans  le  cin- 
quième Volume  de  fes  Elémens  de  Mathématique,  imprimé  à 
Genève,  Chap.  2.  de  la  Diflcrtation  où  il  eft  traité  de  la  façon 
d’étudier  cette  Science.  Je  pourrois  rapporter  le  fentiment  de 
grand  nombre  d’autres  Auteurs  Modernes  qui  penfent  à peu  près 
de  même  ; mais  ceci  fuffit  pour  faire  voir  de  quelle  maniéré  il 
faut  ufer  des  différentes  Méthodes  pour  ne  pas  tomber  dans  des 
abus  qui  méritent  d’être  blâmés.  On  peut,  & on  fait  même  bien 
de  calculer,  lorfqu’on  a acquis  toutes  les  connoifTances  néceffaires 
pour  s’en  tirer  avec  fuccès , cette  voye  foulage  l’efprit  dans  fes 
recherches , 6c  abrégé  beaucoup  le  travail  ; mais  après  avoir 
trouvé  ce  qu’on  cherche,  il  faut,  autant  qu’on  peut,  l’appuyer 
fur  de  bonnes  démonftrations,  6c  ne  pas  compter  que  les  opéra- 
tions que  l’on  a faites,  puiffent  tenir  lieu  d’un  raifonnement  qui 
entraîne  l’évidence  6c  la  conviction. 

Au  refte,  je  n’ai  garde  de  penfer  qu’on  doive  bannir  entière- 
ment de  nos  Ecoles  l’Algebre  ôc  la  connoiftance  des  nouvelles 
Méthodes.  Je  fçais  qu’il  y a beaucoup  d’Officiers  très-capables 
d’y  faire  de  grands  progrès , 6c  de  s’en  fervir  même  avec  utilité; 
mais  comme  ces  calculs , fouvent  plus  curieux  que  nécelfaires, 
font  extrêmement  attrayans,  au  point  même  qu’on  a vû  bien  des 
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perfonnes  quitter  tout  pour  s’y  attacher,  je  crois  qu’il  eft  bon 
d’en  parler  fobrement,  ôc  qu’il  vaut  encore  mieux  faire  des  Géo- 
mètres confommés  dans  la  pratique  de  leur  Métier,  que  de  faire 
des  Sçavans  abllraits  qui  prcndroient  du  dégoût  pour  grand 
nombre  de  détails  dont  ils  ne  peuvent  fe  difpenfer.  Mais  il  cil 
tems  de  donner  ici  le  plan  de  mon  Ouvrage. 

Je  le  divife  en  trois  Livres  : le  premier  contient  les  Elémens 
de  l’Arithmétique,  de  l’Algèbre,  de  l’Analyfe,  des  Raifons  , 
Proportions  ôc  Progrellïons  arithmétiques  ôc  géométriques  avec 
un  petit  Traité  des  Logarithmes  ; le  fécond  renferme  les  Elé- 
mens de  la  Géométrie,  de  la  Trigonométrie , du  Nivellement  » 
de  la  Planimétrie,  de  la  Stéréométrie , des  Se&ions  coniques,  le 
Toifé  de  la  Maçonnerie  ôc  celui  des  Bois.  Enfin  j’ai  compris 
dans  le  troifiéme , les  Elémens  de  l’Arithmétique  des  Infinis  , 
ôc  la  Méchanique  générale,  c’eft- à-dire  la  fcience  du  mouve- 
ment, la  Statique,  l’Hydroftatique , l’Airométrie , ôc  l’Hydrau-t 
lique , ôc  un  petit  Traité  de  Perfpective.  Entrons  dans  le  détail. 

La  plupart  des  Volontaires  d’Artillerie  ôc  des  Cadets  de 
Royal-Artillerie,  entrent  dans  ces  Corps  fans  avoir  la  moindre 
teinture  de  l’Arithmétique.  Il  eft  vrai  que  Meftieurs  les  Officiers 
fe  font  fouvent  un  plaifir  de  les  enfeigner,  ôc  que  de  plus  il  fe 
trouve  quelquefois  des  Répétiteurs  à qui  ils  peuvent  avoir  recours  ; 
car  les  Profefleurs  occupés  du  foin  de  leurs  Salles , ne  peuvent 
fuffire  pour  le  détail  des  leçons  particulières,  quelque  bonne 
volonté  qu’ils  puiflent  avoir.  Cependant  comme  ces  Répétiteurs 
ne  font  pas  fiables  dans  nos  Garnifons,  qu’ils  ne  font  pas  toujours 
des  plus  éclairés , ôc  que  nos  Officiers  qui  veulent  bien  fe  donner 
la  peine  d’enfeigner  les  Commençans,feroient  bien  aifes  d’avoir 
un  Ouvrage  tout  fait,  qui  les  exemptât  du  foin  de  chercher  la 
Méthode  la  plus  convenable,  j’ai  crû  qu’il  étoit  à propos  de 
commencer  par  un  Traité  de  cette  Science,  où  je  démontre  de 
la  maniéré  la  plus  fimple,  les  principales  Réglés;  fçavokTAd- 
dition,  la  Souftraétion , la  Multiplication,  ôc  la  DivifTon  fimple 
ôc  compofée^le  Calcul  des  Fra&ions,  l’Extraction  de  la  Racine 
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quarrée  ,&  celle  de  la  Racine  cubique.  Ceux  qui  auront  appris 
ces  Réglés  de  la  façon  que  je  les  ai  traitées,  comprendront 
plus  aifémcnt  le  relie  de  cet  Ouvrage,  à caufe  de  l'uniformité 
de  la  Méthode. 

L’Algèbre  n’ell  autre  chofe  que  la  fcience  qui  apprend  à faire 
les  opérations  de  l’Arithmétique,  en  employant  les  lettres  de 
l’Alphabeth  au  lieu  des  chiffres  ordinaires,  ce  que  l’on  fait  par  le 
moyen  de  certains  lignes  qu’on  a choifi  pour  marquer  l’Addi- 
tion, la  Souftraèlion,  ôcc.  J’en  explique  les  opérations,  je  fais 
voir  la  raifon  qui  a obligé  d’inventer  ce  Calcul , l’ufage  qu’on 
en  doit  faire  pour  réfoudre  les  Problèmes  qu’on  propofe  ; ce  que 
c’ell  que  Problème  déterminé,  & Problème  indéterminé;  la 
maniéré  d’en  trouver  la  folution  ; comment  on  connoît  fi  une 
Equation  eft  du  premier  dégré,du  fécond,  du  troifiéme , &c. 
& la  Méthode  générale  d’en  trouver  les  Racines.  Toutes  ces 
chofes  font  fondées  fur  les  Réglés  de  l’Arithmétique  & fur  les 
principes  les  plus  fimples  des  Mathématiques , tels  qu’ell  celui  de 
dire,  que  fi  à deux  nombres  ou  à deux  grandeurs  égales,  on  ôte 
ou  on  ajoute  des  grandeurs  égales  ; fi  on  les  multiplie  ou  fi  on  les 
divife  par  ces  grandeurs  égales,  les  fommes,  les  refies,  les 
produits , & les  quotients  feront  encore  égaux;  ainfi  elles  portent 
avec  elles  leur  démonftration,  lorfqu’on  ne  les  applique,  comme 
j’ai  fait,  qu’aux  queftions  qui  roulent  fur  les  nombres,  ôc  leur 
étude  eft  très-utile  pour  accoutumer  l’efprit  à faire  attention  à 
fes  démarches  ôc  à les  Amplifier. 

Les  Géomètres  entendent  par  le  mot  de  Raifon , la  compa- 
raifon  que  l’on  fait  de  deux  nombres  ou  de  deux  grandeurs.  Cette 
comparaifon  peut  fe  faire  ou  en^xaminant  la  différence  qui  fe 
trouve  entre  les  deux  grandeurs,  ce  qui  fe  nomme  Raifon  Arith- 
métique , ou  en  obfervant  combien  de  fois  l’une  des  deux  gran- 
deurs contient  l’autre,  ce  qui  fe  nomme  Raifon  Géométrique.  De 
même  fi  après  avoir  comparé  deux  grandeurs,  on  vient  à en 
comparer  deux  autres , ôc  qu’on  trouve  que  les  deux  comparai- 
fons  foient  femblables.on  dit  qu’il  y a proportion  entre  ces  quatre 
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grandeurs,  & cette  proporticncft  arithmétique  ou  géométrique  ; 
félon  que  les  raifons  qui  les  compofent  font  arithmétiques  ou 
géométriques.  Enfin  l’on  dit  qu’il  y a progrefiion  arithmétique  ou 
géométrique , lorfque  plufieurs  grandeurs  rangées  de  fuite , ont 
cntr’elles  la  même  différence , ou  qu’elles  fe  contiennent  par  ordre 
de  la  même  façon.  Ce  que  l’on  enfeigne  là-dcffus  eft  l’ame  non- 
fculement  de  l’Arithmétique,  mais  encore  de  toutes  les  fcicnces 
Mathématiques.  Les  mots  de  Nombre  ou  de  Grandeur  ne  nous 
préfentent  que  des  idées  abflraitcs,  ôc  fi  nous  voulons  en  connoî- 
tre  quelque  chofe  de  plus , ce  ne  peut  être  que  par  le  moyen  des 
rapports  que  les  nombres  ou  les  grandeurs  ont  entr’eux , & à une- 
commune  mefure.  Il  faut  donc  s’attacher  à cette  matière  avec 
beaucoup  d’attention,  à moins  qu’on  ne  veuille  s’expofer  à trou- 
ver dans  la  fuite  des  difficultés  infurmontables  qui  obligeroient 
fouvent  à rebrouffer  chemin.  La  manière  dont  j’ai  traité  ce  fu- 
jet,  l’application  que  j’en  ai  faite  aux  Réglés  de  Trois  direûe 
& indireête,  fimples  & compofées,  à la  Réglé  de  focieté,  à celle 
d’alliage,  &c.  6c  les  queflions  numériques  que  j’y  ai  ajoutées  , 
difiiperont  beaucoup  l’ennui  que  l’efprit  en  fouffre  ordinaire- 
ment, ôt  fi  l’on  veut  en  bannir  toute  abftraftion , ôc  joindre  une 
parfaite  clarté  à une  entière  certitude,  je  confeille  à ceux  qui  s’y 
appliqueront  de  fubftitucr  dans  chaque  Propofition  des  nombres , 
au  lieu  des  lettres  de  l’Alphabeth , ce  que  je  n’ai  pas  toujours  fait, 
pour  éviter  d’être  trop  long* 

Il  fe  trouve  dans  les  Mathématiques  des  grandeurs  qu’on 
nomme  four  des , irrationnelles , ou  incommensurables , parce  qu’on 
ne  peut  exprimer  en  nombre  le  rapport  qu’elles  ont  à des  gran- 
deurs connues;  les  fignes  que  l’on  employé  pour  marquer  ces 
grandeurs  fe  nomment  Signes  fâdicaux,  6c  la  maniéré  dont  on 
fait  les  opérations  de  l’Arithmétique  fur  les  incommenfurables  , 
fe  nomme  Calcul  des  radicaux.  Quoique  cette  matière  ne  foitpas 
d’un  ufage  fort  fréquent,  j’ai  crû  cependant  ne  devoir  pas  l’o- 
mettre, afin  que  dans  les  occafions  qui  peuvent  fe  préfenter,  on. 
n’ÿ  trouve  aucun  embarras;  c’cft  pour  la  même  raifon  que  j’explique 


Digitized  by  Google 


PREFACE.  xiij 

auffi  le  Calcul  des  Expofans  qui  apprend  à fe  palier  quelquefois 
des  fignes  radicaux , d’autant  plus  que  les  réglés  de  ce  Calcul 
font  les  mômes  que  celles  des  Logarithmes  dont  l’ufage  abrégé 
beaucoup  le  travail  dans  le  Calcul  Trigonométrique.  Au  moyen 
de  ce  que  je  viens  de  dire,  on  peut  s'affiner  de  trouver  dans  ce 
premier  Livre,  qui  certainement  n’eft  pas  bien  long,  tout  ce 
qu’il  y a d’cflentiel  à fçavoir  fur  l’Arithmétique  & l Algebrer 
joint  à bien  des  queftions  utiles  & nécefTaires  à l'Artillerie.  Par 
exemple,  j’ai  fait  voir  comment  par  le  moyen  de  la  fimplc  ad- 
dition on  peut  former  facilement  des  Tables  pour  trouver  tout 
d’un  coup  le  nombre  de  boulets  contenus  dans  une  pile,  de 
quelque  figure  quelle  foit ; comment  auffi  on  peut  découvrir  la 
même  chofe  indépendamment  des  Tables,  par  le  moyen  de 
quelques  formules  algébriques  très-fimples  & faciles  à conftruire 
comment  on  peut  connoître  fi  dans  une  piece  de  Canon  qu’on- 
veut  refondre,  l’alliage  a été  bien  fait,  &c. 

C’eft  une  queftion  qui  n’eft  pas  encore  bien  décidée  parmi  les- 
Sçavans  de  nos  jours,  fçavoir,  fi  l’on  peut  traiter  les  Elémens  de 
la  Géométrie  d’une  façon  différente  de  celle  d’Euclide.  Il  eft 
confiant  que  cet  Auteur  n’a  penfé  qu’à  ranger  fes  Propofitions 
de  maniéré  qu’elles  fe  ferviflcnt  de  preuve  les  unes  aux  autres , 

& qu’il  y a très-bien  réuffi  ; mais  à cela  près , il  y a fi  peu  d’or- 
dre dans  les  Matières  qu’il  traite,  qu’il  n’en  faudroit  pas  davantage 
pour  accoutumer  l’efprit  au  défordre  & à la  confufion , comme- 
M.  Nicole  l’a  obfervé  dans  la  Préface  de  la  Géométrie  de  M.  Ar- 
naud. D’un  autre  côté,  il  eft  sûr  auffi  que  M.  Arnaud , le  P.  La- 
mi,  M.  de  Malezieux,  & quelques  autres  Modernes  ont  mis. 
dans  leurs  Ecrits  l’ordre  & l’arrangement  le  plus  naturel  & le 
plus  fimple  qu’on  puiffe  fouhaiter , & de-là  il  fernble  d’abord; 
qu’on  ne  doive  point  héfiter  de  préférer  leurs  Ouvrages  à celui*  > 
d’Euclide , malgré  la  vénération  que  les  Anciens  lui  ont  toujours- 
portée.  Cependant  comme  ces  Mçtffieurs  ont  crû  pouvoir  fe: 
difpenfer  de  démontrer  certaines  chofes  qui  apparemment  leur: 
garoiffoient  tomber  fur  le  bon  fens;  d’autres  Auteurs  non  moins.» 
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célébrés  qu’eux,  ôc  entr’autres  M.  Wolf  dans  le  cinquième  tome 
de  fes  Ele'mens , fe  font  récriés  contre  leur  Méthode  pour  des 
raifons  qui  ne  font  pas  abfolument  à méprifer.  Le  véritable  ef- 
prit  de  la  Géométrie,  difent-ils , eft  de  démontrer  tout  ce  qui  n’ell 
pas  d’une  enticre  évidence,  de  façon  que  tout  homme  raifon- 
nable  qui  voudra  y faire  attention,  foie  forcé  de  donner  fon  ac- 
quiefccmcnt;  les  preuves  qu’on  établit  fur  ce  qu’on  a coutume 
de  nommer  le  bon  J'ens , ne  fçauroient  produire  cet  effet.  Les 
hommes  difputent  tous  les  jours,  6c  ne  s’accordent  prefque  ja- 
mais, quoiqu’il  n’y  ait  aucun  d’entr’eux  qui  ne  s’imagine  que  le 
bon  fens  6c  la  raifon  lui  donnent  gain  de  caufe;  il  faut  donc  des 
raifonnemens  plus  précis  6c  moins  vagues,  pour  parler  en  vrai 
Géomètre,  6c  prendre  garde  que  les  négligences  que  l’on  com- 
mettroit  en  ceci , introduiraient  le  doute  6c  l’incertitude  dans  une 
Science  qu’on  a toujours  regardé  comme  la  feule  qui  puifTe 
bannir  le  pirrhonifmc  du  milieu  de  nos  Sociétés.  Cette  diverfité 
de  fentimens  entre  tant  de  célébrés  Auteurs,  m’a  tenulong-tems 
dans  la  perplexité  fur  le  choix  que  je  devois  faire  d’une  Métho- 
de ; mais  enfin  m’étant  apperçû  qu’on  pouvoir  fort  bien  fuivre 
l’ordre  des  Modernes,  ôc  démontrer  avec  autant  6c  plus  de 
rigueur  qu’Euclide  n’a  fait,  je  n’ai  plus  balancé  de  prendre  un 
parti  qui  doit  faire  marcher  enfemble  la  force  du  raifonnement  6c 
la  beauté  de  l’ordre  naturel.  M.  Wolf  a porté  fon  jugement  avec 
trop  de  précipitation , lorfqu’il  s’eft  avancé  jufqu’à  dire  qu’on  ne 
pouvoit  abandonner  la  marche  qu’Euclide  a tenue , fans  aban- 
donner en  même  tems  la  rigueur  des  démonftrations.  S’il  avoir 
bien  voulu  y réfléchir  plus  mûrement,  l’étendue  de  fon  génie 
lui  aurait  bien  tôt  fait  voir  que  les  négligences  de  nos  Modernes 
ne  font  que  de  légères  taches  qu’on  peut  fort  aifément  effacer 
de  leurs  Ouvrages,  fans  toucher  à l’élegance  de  leur  Méthode. 

-Ce  ferait  après  tout,  une  chofe  bien  étrange,  ôc  qui  marquerait 
bien  la  foiblcfle  de  l’efprit  humain,  fi  pour  raifonner  jufte  il  nous 
falloir  abfolument  palier  des  triangles  aux  lignes , du  compofé 
au  Ample,  6c  prendre  par  conféquent  des  routes  11  oppofées  à 
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celles  que  la  Nature  ne  manque  jamais  de  tenir.  J’ai  été  bien  aife 
de  faire  obfcrver  ceci , afin  qu’on  ne  foit  pas  étonné  fi  je  mets  au 
nombre  des  Propofitions  géométriques  des  chofes  qui  paroiffent 
à bien  des  gens  n’avoir  pasbefoin  d’être  démontrées , parce  qu’ils 
n’ont  pas  trouvé  de  contradicteurs.  Il  eft  plus  difficile  qu’on  ne 
penfe  de  faire  des  Elémens  de  Géométrie,  quand  on  ne  veut 
établir  d’autres  fuppofitions , que  celles  qu’on  ne  peut  abfolumcnt 
concerter;  6c  quoiqu’en  veuillent  dire  les  Partifans  d’Euclide,  le 
huitième  axiome  de  fes  Elémens  qu’on  lui  a toujours  reproché 
avec  raifon , fait  affez  voir  que  fa  Méthode  n’eft  pas  fi  parfaite 
qu’on  ne  puiffe  faire  mieux. 

L’Etendue  en  longueur,  largeur  6c  profondeur,  eft  l’objet  de 
la  Géométrie.  Chacune  de  fes  dimenfions  prifeàpart,  fc  nomme 
ligne  droite  ou  courbe,  félon  quelle  fuit  toujours  la  même  route, 
ou  qu’elle  en  change  à tous  momens  en  prenant  à droite  ou  à 
gauche;  les  grandeurs  comprifes fous  deux  dimenfions  fe  nom- 
ment furfaces,  ôc  celles  qui  font  comprifes  fous  les  trois,  fc 
nomment  fo/ides  ou  corps.  Pour  fuivre  donc  l’ordre  que  je  me 
fuis  preferit , je  confidere  d’abord  les  propriétés  des  lignes  droites 
félon  les  différentes  pofitions  qu’on  peut  leur  donner,  ôc  les 
différentes  figures  qu’elles  peuvent  former  par  leur  rencontre  ; 
j’examine  auffi  les  rapports  qu’elles  ont  entr’elles,  félon  les 
différentes  maniérés  dont  elles  fe  coupent,  6c  de-là  je  paffe  à la 
ligne  circulaire  qui  eft  la  feule  courbe  dont  on  traite  dans  la 
Géométrie  fimple  , à caufe  que  c’eft  la  feule  qu’on  peut  décrire 
avec  le  compas;  j’en  rapporte  grand  nombre  de  propriétés  qu’on 
paffe  ordinairement  fous  filence  dans  les  Elémens;  ôc  ce  qui  m’à 
obligé  d’en  agir  ainfl,  c’eft  que  ces  propriétés  affez  curieufes  par 
elles-mêmes,  6c  faciles  à démontrer,  peuvent  conduire  fans 
beaucoup  de  peine  à la  connoiffunce  parfaite  des  ferions  coni- 
ques que  l’on  a toujours  regardé  comme  la  partie  la  plus  abftraite 
de  la  Géométrie , ce  qui  lui  a donné  le  nom  de  Géométrie 
compofée.  Après  ceci  j’explique  les  principes  de  la  Trigono- 
métrie, c’eft-à-dire , de  la  fcience  qui  apprend  à connoître  les» 
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côtes  & les  angles  d’un  triangle  par  la  connoiffance  de  quelques 
unes  de  ces  chofes.  Je  Tais  voir  l’ufage  qu’on  en  peut  faire  fur  le 
terrein,  pour  lever  des  Plans  & des  Cartes,  & pour  mefurer 
des  diftanccs  acceffibles  ou  inaccefiibles  ; d’où  l’on  peut  juger 
aifément  de  fon  utilité  pour  l’Art  de  la  Guerre , & c pour  les  Sièges 
des  Places  où  l’Alfiegé  ne  permet  jamais  de  l’aborder  de  trop 
près;  enfin  je  termine  ce  qui  concerne  les  lignes  par  le  Nivel- 
lement. 

Les  furfaces  font  ou  planes , ou  courbes  ; les  furfaces  planes 
font  celles  dont  toutes  les  parties  ne  baillent  ni  ne  hauffent  pas 
plus  les  unes  que  les  autres , comme  la  furface  d’un  miroir  or- 
dinaire, d’un  plancher  bien  uni,  &c.  & les  furfaces  courbes 
font  celles  dont  toutes  les  parties  ne  font  pas  difpofées , comme 
il  vient  d’être  dit;  telle  cil  la  furface  d’une  colonne,  d’une  bou- 
le , d’un  pain  de  fucre , &c.  Je  donne  les  réglés  qui  apprennent 
à mefurer  les  furfaces  planes,  à juger  de  leur  rapport,  à leur 
donner  différentes  figures,  fans  changer  leur  grandeur,  à les 
divifer  en  tel  nombre  de  parties  égales  ou  inégales,  dans  telle 
raifon  qu’on  jugera  à propos,  & à connoître  entre  les  furfaces 
qui  ont  un  même  circuit,  quelles  font  les  plus  grandes.  C’eft  à 
l’occafion  de  ceci , que  je  fais  voir  qu’entre  les  Magafins  qui  ont 
un  même  contour , ceux  qui  font  faits  en  quartés  longs , font 
moins  capables  que  ceux  dont  la  figure  eft  quarrée,  que  les  quar- 
rés  contiennent  moins  que  ceux  qui  feroient  faits  en  polygones 
réguliers  d’un  plus  grand  nombre  de  côtés  ; & enfin  que  les 
ronds  ont  beaucoup  plus  de  capacité  que  les  autres , d’où  j’ai  in- 
féré que  pourvu  que  les  Magafins  ronds  foient  propres  aux 
ufages  aufqucls  on  les  deftine,  on  doit  les  préférer  à tous  les 
autres , d’autant  plus  que  leurs  voûtes  étant  moins  expofées  au 
choc  direêt  des  Bombes,  doivent  réfifter  plus  long-tems  à leurs 
efforts. 

J’ai  tenu  à peu  près  la  même  Méthode  à l'égard  des  folides 
& de  leurs  furfaces , qui  comprennent  ce  qui  regarde  les  furfaces 
courbes,  & j’en  ai  dit  beaucoup  plus  fur  ces  matières,  qu’on 
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n’a  coutume  d’en  dire  dans  les  Elémens  où  l’on  fe  borne  aux 
prifmes  , aux  cylindres , aux  pyramides,  aux  cônes,  & à la  fphe- 
re.  Toute  cette  Géométrie  eft  entremêlée  de  grand  nombre  de 
Problèmes  qui  joignent  la  théorie  à la  pratique,  ôc  qui  épar- 
* gnent  àl’efprit  la  contention  trop  forcée,  qu’une  longue  ôc  conti- 
nuelle théorie  ne  manqueroit  pas  de  lui  caufcr. 

Je  fais  fucceder  immédiatement  à la  Géométrie  la  do&rine 
des  feftions  coniques;  Appollonius,  ôc  la  plupart  des  anciens 
Géomètres,  ont  extrêmement  approfondi  ces  courbes,  ôc  ne 
nous  auroient  rien  laifle  à délirer,  fi  la  confufion  ôc  le  défordre 
qui  régné  dans  leurs  Ecrits  ne  dégoutoient  le  Lefteur  de  la  fa- 
tigante attention  qu’il  faudroit  leur  donner.  La  plupart  des  Mo- 
dernes, prévenus  en  faveur  de  l’Algebre,  fe  font  imaginés  qu’il 
n’y  avoit  que  cette  voye  pour  bien  traiter  cette  matière,  ôc  mal- 
heureufement  il  eft  arrivé,  qu’à  l’exception  des  propriétés  de 
l’axe  qu’ils  ont  déduites  aifément  de  la  formation  des  courbes, 
ils  n’ont  pû  parvenir  à démontrer  les  autres  que  par  des  détours 
peu  naturels  ôc  des  calculs  embarraflans , dont  on  eft  rebuté 
d’autant  plus  qu’on  ne  voit  qu’avec  beaucoup  de  peine  la  liaifon 
ôc  l’enchaînement  que  la  Nature  a mifes  enrre  cés  propriétés. 
AI.  Defargues  eft  le  premier  qui  s’eft  apperçû  que  les  feftions 
coniques  étant  formées  par  les  différentes  façons  dont  on  coupe 
un  cône  qui  a pour  bafe  un  cercle,  dévoient  participer  aux  pro- 
priétés de  cette  figure.  Son  Ouvrage  intitulé  : Brouillon  projet  et une 
atteinte  aux  événement  des  rencontres  du  cône  avec  un  plan , a été 
commenté  par  M.  de  la  Hire,  en  un  Volume  in-i j°.  qui  a pour 
titre  : Nouvelle  Méthode  en  Géométrie  pour  les  fe  fl  ions , ôcc.  où 
il  traite  cette  matière  à fonds  : mais  comme  ce  fçavant  Géomètre 
n’avoit  pas  autant  de  talent  pour  s’énoncer,  qu’il  en  avoit  pour 
approfondir  les  fujers  fur  lefquels  il  travailloit , ôc  que  d’ailleurs 
il  a toujours  confideré  les  feâions  coniques  dans  le  folide  où 
elles  fe  forment,  ce  qui  fatigue  extrêmement  l’attention , la  plu- 
part des  Lefteurs  ont  encore  mieux  aimé  fupporter  l’ennui  de  la 
lefture  d’ Appollonius,  ou  furmonter  les  difficultés  du  Calcul,  que 
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de  fe  voir  contraints  à percer  l’impénctrable  obfcurité  de  fes 
Ecrits.  C’eft  ainfi  que  les  décoüvertes  les  plus  intéreffantes  tom- 
bent quelquefois  dans  l’oubli,  par  le  peu  de  foin  que  leurs  Au- 
teurs ont  eu  de  s’expliquer  clairement.  Le  parti  qu’il  m’a  femblé 
devoir  prendre , a été  de  montrer  d’abord  comment  il  faut  couper  • 
un  cône  pour  y former  les  trois  ferions  coniques , & de  quelle 
maniéré  on  y découvre  leur  principale  propriété;  de  faire  voir 
enfuite  comment  on  peut  tracer  fur  un  plan  ces  mêmes  courbes, 

& déduire  de  leurs  formations  grand  nombre  d’autres  vérités 
importantes,  en  n’employant  prefque  jamais  que  les  propriétés 
du  cercle  dont  j’ai  parlé  ci-deffus.  Par  ce  moyen,  l’étude  abftraite 
des  ferions  coniques  fe  change  en  un  efpece  d’agréable  amufe- 
ment  très-propre  à faire  connoitre  l’admirable  fécondité  qui  naît 
de  l’application  des  principes,  & l’enchaînement  naturel  qui  fe 
trouve  entre  les  différentes  parties  des  Mathématiques.  L’expé- 
rience que  j’en  ai  faite  à l’Ecole  de  la  Fere,  parle  avantageufe- 
inent  en  faveur  de  ma  Méthode  ; il  n’eft  aucun  de  nos  Meilleurs 
qui  en  peu  de  tems  n’ait  acquis  beaucoup  plus  de  connoiffances 
fur  cette  matière,  qu’il  n’en  avoit  acquis  par  une  longue  appli- 
cation aux  formules  algébriques  qui,  de  leur  propre  aveu,  leur 
avoient  infpiré  beaucoup  de  dégoût.  Je  ne  m’arrêterai  pas  ici  à 
faire  voir  l’utilité  des  fe&ions  coniques , il  fuffira  de  dire  qu’on 
trouve  ces  courbes  prefque  à chaque  pas , dès  qu’on  veut  pouffer 
fon  étude  au-delà  des  (impies  Elémens , ôc  qu’en  particulier  l’on 
ne  pourroit  rien  flatuerde  certain  fur  l’art  de  tirer  le  Canon  ôc  de 
jetter  les  Bombes  fans  la  connoiffance  de  la  parabole  & de  fes 
propriétés. 

Sur  la  fin  de  ce  fécond  Livre,  j’explique  le  Calcul  du  Toifé 
des  furfaces  & des  folides,  & celui  du  Toifé  des  Bois  dont  l’ufage 
eft  prefque  journalier  dans  la  plupart  de  nos  Arfenaux. 

L’Arithmétique  des  Infinis  dont  je  traite  au  commencement 
du  troiliéme  Livre,  eft  une  exrenfion  de  la  Méthode  des Indivift- 
blés  de  Cavallerius,  & c’eft  elle  qui  a donné  naiflancc  à no» 
nouveaux  Calculs,  je  veux  dire  le  différentiel  & l’intégral  ; l’objet 
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de  cette  Science  appliquée  à la  Géométrie,  eft  de  trouver  la 
mefure  des  furfaces  ôc  des  folides , par  la  connoilTance  du  rapport 
qu’ont  entr’eux  les  Elémens  dont  on  conçoit  que  ces  quantités 
font  compofées  ; fon  étendue  n’eft  pas  à la  vérité  fi  grande  que 
celle  des  nouveaux  Calculs,  mais  elle  a l’avantage  d’avoir  des 
principes  plus  clairs  ôc  plus  commodes  pour  la  pratique,  ôc  de 
plus,  fi  les  nouveaux  Calculs  vont  plus  loin,  ce  n’eft  qu’à  la  faveur 
des  fériés  infinies  qu’ils  employent,  ôc  qui  après  tout,  ne  font 
que  des  approximations.  J’ai  reflerré  cette  matière,  autant  qu’il 
m’a  été  poiïible,  mais  comme  j’y  ai  mis  beaucoup  d’exemples 
qui  en  font  voie  l’ufagc,j’en  ai  affez  dit  pour  qu’on  puiffe  en 
déduire  grand  nombre  de  conféquences  qui  en  feront  fentir  toute 
l’utilité. 

LaMéchanique  en  général,  eft  la  feiençe  du  Mouvement;  elle 
contient  les  réglés  des  différens  mouvemens,  la  Statique,  ou 
l’équilibre  des  corps  folides,  l’Hydroftatique , ou  l’équiblibre 
des  corps  folides  plongés  dans  les  fluides,  l’Airométrie,  ou  la 
connoiffance  des  différens  changemens  qui  arrivent  à l’air,  ôc 
l’Hydraulique,  ou  les  réglés  du  mouvement  des  fluides.  Il  y a 
des  mouvemens  que  je  nomme  réels , parce  qu’ils  exiftent  dans 
la  Nature,  ôc  d’autres  que  je  nomme  mouvemens  fÿftématiques , 
• parce  que  nous  ne  fçavons  pas  s’ils  exiftent  réellement,  ôc  que 

nous  ne  les  connoiflbns  que  par  les  hypothèfes  que  quelques 
Auteurs  ont  faites  pour  expliquer  les  différens  phénomènes  du 
Monde  matériel.  Je  n’entre  point  dans  l’explication  des  mouve- 
mens fiftématiques,  cela  me  jetteroit  dans  des  détails  inutiles  à 
nos  Ecoles , ôc  qu’il  faut  biffer  aux  Aftronomes  ôc  aux  Phyficiens. 
Je  me  borne  aux  loix  du  mouvement  uniforme,  du  mouvement 
uniformément  accéléré  ou  retardé,  du  mouvement  compofé  de 
deux  ou  plufieurs  forces  uniformes , ôc  du  mouvement  compofé 
de  deux  forces,  dont  l’une  eftuniforme,  ôc  l’autre  uniformément 
accélérée , ou  pour  mieux  dire  accélérante.  C’eft  fur  ce  dernier 
mouvement  qu’eft  fondé  l’art  de  jetterles  Bombes,  ôc  l’on  peut 
dire  que  ce  feroit  la  découverte  la  plus  belle  ôc  la  plus  intéreffante 
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qu’on  eut  pù  faire , fi  dans  la  pratique  grand  nombre  d’accidens 
n’en  affoiblifloit  la  certitude.  L’air  réfifte  au  mouvement  du  mo- 
bile avec  différens  degrés  de  force,  caufés  par  les  altérations 
qu’il  fouffre , félon  les  différens  degrés  de  chaleur,  de  froideur, 
de  féchereffe  ôc  d’humidité,  dont  il  eft  fufceptible;  les  Bombes  «pr  m 
ôc  les  Mortiers,  quoique  coulés  avec  beaucoup  de  foin,  ne 
peuvent  être  faits  avec  cette  extrême  jufteffe  qui  empêcheroit 
qu’il  n’en  provînt  aucun  dérangement;  la  poudre  cft  fujette  aux 
altérations  de  l’air,  ôc  de  plus , les  matières  qui  la  compofent  ne 
fe  mêlent  jamais  fi  bien , qu’elle  puifle  être  homogène  ôc  uniforme 
dans  toutes  fes  parties,  ce  qui  produit  des  inflammations  plus  ou 
moins  promptes , ôc  par  conféquent  différens  degrés  de  vitefle 
dans  le  mobile;  la  manoeuvre  quelque  attention  qu’on  ait,  ne 
fçauroit  fe  faire  dans  la  précifion  géométrique;  Ôc  tous  ces  acci- 
dens  venant  à fe  combiner  d’une  infinité  de  façons , produifent 
auffi  une  infinité  d’effets  différens,  que  les  réglés  de  la  théorie 
ne  peuvent  garantir,  qu’aurant  qu’un  Officier  intelligent  ôc  ha- 
bile s’applique  à connoître  ce  qui  les  altéré,  pour  parvenir  plus 
furcment  à fon  but  à travers  de  tant  de  variations.  Une  longue 
pratique,  Ôc  des  épreuves  fouvent  réitérées,  font  ici  d’une  grande 
utilité , mais  il  faut  prendre  garde  que  ces  épreuves  étant  tou- 
jours accompagnées  de  quelques  unes  des  circonftances  dont  on 
vient  de  parler,  ne  ferviroient  qu’à  faire  imaginer  de  vains  fiftê- 
mes,  fi  l’on  ne  partoitd’un  point  fixe  ôc  afluré  qu’on  n’abandonne 
jamais  de  vue.  Pour  n’avoir  pas  pris  cette  précaution,  Rivaut , 
Tartaglia,  Diego  Ufano,  Collado,  ôc  prefque  tous  les  Auteurs 
qui  ont  écrit  fur  l’Artillerie  Ôc  fur  les  portées  des  pièces,  nous 
ont  débité  de  groffieres  erreurs  qui  auroient  peut-être  encore 
aujourd’hui  des  Partifans , fi  M.  Blondel  dans  fon  excellent  Traité 
de  l’art  de  jetter  les  Bombes,  n’en  avoit  découvert  toute  la 
faufTeté;  de  toutes  les  voyes  qui  peuvent  conduire  à la  connoif- 
fance  du  vrai , il  n’en  cft  point  de  plus  fufpeêles  que  celle  des 
expériences,  leurs  effets  fe  montrent  aux  yeux,  mais  les  éaufes 
qui  les  produifent  font  un  peu  plus  enveloppées,  ôc  ne  fe  décou- 


Digitized  by  Google 


P R £’  F A C E.  xx) 

vrent  pas  aifément;  cependant  on  veut  raifonner,  & avoir  la 
gloire  de  la  découverte  ; on  forme  donc  des  conje&ures , fans 
fe  donner  le  tems  d’examiner  toutes  les  circonftances , les  con- 
jeêlures  mènent  au  fiftême,  & le  fiftême  une  fois  imaginé,  on 
l’expofe  aux  yeux  du  Public;  l’adreffe  confifte  à le  préfenter  du 
plus  beau  côté , à diflimuler  ce  qu’il  y a de  foible , & à mettre 
fouvent  fur  le  tapis  le  petit  détail  des  expériences , moyennant 
cela  on  éblouit  les  efprits  peu  éclairés , la  préfomption  fait  les 
fiftêmes , & l’ignorance  trop  crédule  les  adopte.  Mais  qu’arrive- 
t’il?  la  vérité  prend  enfin  le  delfus,  la  chimere  fe  diflipe  ôc  s’é- 
vanouit, & la  confufion  en  relie  à l’Auteur  ôc  à fes  Partifans , 
qui  font  tous  étonnés  d’avoir  été  féduits.  La  Nature  efl  un  efpece 
de  Protée,  bien  différent  de  celui  qu’Homere  nous  dépeint  fi 
agréablement.  Il  faut  la  fuivre  fans  relâche,  éclairer  fes  démar- 
ches, ôc  la  ferrer  de  près»  mais  dès  qu’on  veut  la  garotter,  ôc 
fafiujettir  à des  raifonnemens  toujours  bornés,  elle  s’échappe, 
ôc  par  cent  nouvelles  transformations  elle  femble  fe  faire  un 
plaifir  de  nous  faire  voir,  qu’il  s’en  faut  de  beaucoup  que  nous 
ne  la  faifilfions.  Les  nouveautés  en  fait  d’ Artillerie  font  fouvent 
fi  pernicieufes  à l’Etat,  qu’on  ne  fçauroit  être  trop  fur  fes  gardes 
pour  n’en  produire  que  de  la  bonne  façon. 

Il  fe  trouve  toujours  entre  pluficurs  corps,  ou  entre  les  parties 
d’un  même  corps,  un  point  qu’on  nomme  centre  d’équilibre, 
lorfqu’il  s’agit  de  plufieurs  corps , ôc  centre  de  gravité , lorfqu’il 
efl  queflion  des  parties  d’un  même  corps.  Sa  propriété  confifte 
en  ce  que  les  corps , ou  les  parties  d’un  même  corps , fe  tiennent 
en  équilibre  autour  de  lui,  dès  qu’il  n’a  point  de  mouvement.  Je 
commence  la  Statique,  par  la  recherche  de  ces  fortes  de  points; 
je  fais  voir  leur  utilité  pour  la  connoiffance  des  forces  mouvan- 
tes, ôc  les  avantages  qui  en  proviennent  à la  Géométrie,  depuis 
que  le  P.  Guldin  Jéfuite  a découvert,  qu’il  fufîifoit  de  connoîrre 
le  centre  de  gravité  d’une  figure  plane,  ôc  la  valeur  de  cette  fi- 
gure , pour  connoître  aifément  le  folide  qu’elle  produit , lorf- 
qu’elle  tourne  autour  d’une  ligne  prife  pour  axe  de  mouvement, 
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Cette  Méthode  s’étend  aufli  à la  mefure  de  tous  les  onglets  oU 
prifmes  tronqués,  ôc  c’eft  pour  cette  raifon  que  je  me  fuis  arrêté 
beaucoup  à chercher  les  centres  de  gravité  de  grand  nombre 
de  furfaces  planes.  De-là  je  pafle  à ce  qui  concerne  l’équilibre 
des  corps  qui  font  fur  des  plans  inclinés,  ôc  de  ceux  qui  fe 
foutiennent  avec  des  cordes  ; & je  viens  enfin  à l’explication 
des  differentes  machines.  Je  n*cn  rapporte  qu’un  certain  nombre 
telles  que  font  les  differentes  efpeces  de  leviers , la  Balance 
Romaine , la  Balance  ordinaire , la  Poulie , les  Mouffles , la  Roue 
dans  fon  aiffïeu,  les  Roues  dentées,  la  Chevre,  la  Vis  & le 
Coin  ; mais  ce  que  j’cnfeigne  touchant  la  maniéré  de  calculer 
le  rapport  de  la  puiffance  au  poids  dans  celles-ci , fervira  égale- 
ment pour  le  calcul  des  Machines  plus  compofées , qui  n’en 
font  que  des  répétitions  & des  différentes  combinaifons. 

Dans  l’Hydroftatique,  on  apprendra  à connoître  ce  que  c’eft 
que  la  malle  d’un  corps,  fon  volume,  fa  denfitc,  fa  pefanteuc 
abfolue  Ôc  fa  pefanteur  fpécifique,  comment  on  trouve  les  pe- 
fanteurs  fpécifiques  des  fluides  & des  folides,  ce  qui  fe  pafle 
lorfqu’un  corps  eft  plongé  dans  un  fluide  qui  a plus  ou  moins  de 
pefanteur  fpécifique  que  lui;  de  quelle  maniéré  on  peut  faire 
flotter  un  corps  qui  devoit  naturellement  aller  à fonds , ôc  en 
faire  enfoncer  un  autre  qui  devroit  furnager.  Ces  connoiflances 
font  fort  utiles  pour  l’Art  de  la  Guerre  : on  eft  fouvent  obligé 
de  faire  pafler  une  Armée  fur  des  Ponts  jettés  fur  une  rivicre,  de 
tranfporter  des  Equipages,  des  Canons  ôc  des  Mortiers  fur  des 
batteaux;  il  eft  donc  à propos  de  connoître  ce  que  ces  Ponts 
peuvent  fupporter,  la  charge  qu’on  peut  mettre  dans  les  batteaux 
fans  les  faire  fubmerger,  ôc  le  moyen  de  les  élever  fur  l’eau, 
lorfque  par  quelque  accident  ils  font  coulés  à fonds. 

L’Airométrie  traite  des  propriétés  de  l’air,  de  fa  pefanteur,  de 
fon  reflort,  de  fon  mouvement,  ôc  des  différentes  condensations 
ôc  raréfactions  que  caufent  dans  lui  le  froid,  le  chaud  , l'humi- 
dité, la  fccherefle,  ôc  les  vapeurs  ôc  cxhalailons  qui  fortent  du 
fein  de  la  Terre.  Les  Inftrumens  dont  on  fe  fert  pour  juger  plus 
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aifément  de  la  plûpart  de  ces  chofes , font  le  Baromètre , le 
Thermomètre,  le  Manomètre  & l’Hygromètre;  mais  comme 
c eft  encore  ici  une  matière  de  Phyfique , où  la  variété  des  ac- 
cidens  peut  dérouter  la  plus  fine  théorie , il  faut  être  attentif  à 
ne  rien  flatuer  avec  trop  de  précipitation  fur  la  foi  de  ces  Inftru- 
mens,  ni  des  expériences  qu’on  pourroit  avoir  faites. 

Dans  l’Hydraulique  enfin,  j’explique  quelle  eft  la  nature  du 
mouvement  de  l’eau,  comment  on  peut  calculer  la  dépenfe 
qui  s’en  fait  par  l’orifice  d’un  vafe  ou  par  le  pertuis  d’une  riviere 
ou  d’un  canal  ; de  quelle  maniéré  on  peut  fe  fervir  utilement  de 
l’air  pour  élever  l’eau  au-deflus  de  fon  niveau , ce  qui  renferme 
l’explication  des  Machines  hydrauliques,  & la  façon  de  calculer 
la  réfiftance  que  l’eau  oppofeaux  corps  folides. 

Les  réglés  de  la  Perfpe&ive  font  fi  propres  non-feulement  à 
donner  le  goût  & la  délicarefic  du  deflein , mais  encore  à former 
ce  coup  d’œil  qu’on  eftime  tant  & avec  raifon  dans  les  Gens  de 
Guerre,  que  j’ai  crû  devoir  en  compofer  un  petit  Traité  qu’on 
trouvera  à la  fin  de  cet  Ouvrage.  Je  n’y  ai  rien  dit  d’abfolument 
nouveau , la  chofe  n’étoit  guéres  poftible  ; tout  a été  dit  fur  cette 
matière.  Mais  je  m’y  fuis  attaché  à fimplifier  les  principes , à les 
réduire  en  moindre  nombre,  & à leur  donner  tant  de  clarté, 
qu’il  n’eft  befoin  pour  les  entendre  que  d’avoir  une  légère  tein- 
ture des  Elémens  de  la  plus  fimple  Géométrie.  J’efpere  que 
ceux  qui  liront  cet  Ouvrage  conviendront  aifément  que  je  fuis 
parvenu  au  but  que  je  m’etois  propofé. 

Il  femble  qu’avant  de  finir  ce  Cours  de  Mathématique  j’aurois 
dû  y ajouter  des  réflexions  & des  maximes  fur  la  Conftruclion, 
l’Attaque,  & la  Défenfe  des  Places;  mais  comme  ce  fujet  de- 
mande d’être  traité  avec  une  certaine  étendue,  & que  d’ailleurs 
je  viens  de  donner  au  Public  une  fécondé  Edition  du  Parfait 
Ingénieur  Franfois , où  je  n’ai  rien  omis  de  tout  ce  qu’on  pouvoit 
fouhaiter  là-deifus,  j’ai  crû  qu’il  valoit  mieux  y renvoyer  le  Lec- 
teur, que  de  groflir  ce  Traité  par  des  matières  trop  reflerrées , & 
qui  par  conféquent  n’auroient  pû  être  d’une  grande  utilité. 
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Au  refte,  cet  Ouvrage  eft  bien  éloigné  d’être  un  Abrégé  de 
mon  Cours  en  cinq  Volumes.  Il  s’y  trouve  bien  des  chofes  que 
mon  Cours  ne  renferme  point , de  même  que  le  Cours  en  ren- 
ferme grand  nombre  d’autres  que  j’ai  pafle  fous  filence  dans  ce 
Volume  pour  les  raifons  que  j’ai  rapportées  ci-deffus;  quant  à 
celles  qui  font  communes  à l’un  ôc  à l’autre,  elles  font  traitées 
ici  d’une  maniéré  toute  différente,  ce  qu’on  verra  aifément  dans 
la  Géométrie,  dans  les  fetttons  coniques,  &c.  Un  Auteur  qui 
ne  ccffe  de  travailler,  ne  peut  manquer  d’avoir  des  nouvelles 
idées,  & d’acquérir  des  connoifTances  qu’il  n’avoit.pas  aupara- 
vant. C’eft  donc  ici  un  efpece  de  fupplément  à mes  autres  Ecrits  j 
& ce  fupplément  ne  peut  manquer  d’ctre  d’une  grande  utilité 
pour  ceux  mêmes  qui  auront  lû,  ou  qui  feront  bien  aifes  de  lire 
ces  Ouvrages. 


E L E M E N S 


DES  PRINCIPALES  PARTIES 

DES  MATHEMATIQUES. 

LIVRE  PREMIER; 

i 

Contenant  les  Elément  de  l’ Arithmétique  & de  £ Algèbre. 

CHAPITRE  PREMIER 

Définitions  & Principes. 

'Arithmétique  eft  la  Science  des  Noml 
ou  l’Art  de  compter. 

2.  Cette  Science  étant  extrêmement  néceflaire 
dansl’ufagc  de  la  vie,  il  n’eft  point  de  Nation  qui 
a^asjgi  n’ait  imaginé  des  cara&eres  pour  exprimer  les 

différens  nombres,  & pour  faire  âifément  les 

Calculs  ; mais  ceux  que  les  Arabes  ont  inventé  ayant  paru  les  plus 
commodes , ont  enfin  emporté  le  deflus , & il  y a déjà  long-tems 
que  tous  les  Peuples  de  l’Europe  s’en  fervent  non-feulement  dans 
Tome  I.  A 
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le  Commerce , mais  encore  dans  ce  qui  concerne  les  Sciences 

& les  beaux  Arts. 

3.  Ces  cara&eres  font  au  nombre  de  dix  tels  qu’on  les  voit  ici. 
Les  neuf premiers  expriment  les  neuf  premiers  nom- 
bres, c’eft-à-dire , Un,  Deux,  Trois,  &c.  ôc  s’appel- 
lent Unités,  parce  que  chacun  pris  folitairement  n’ex- 
prime que  des  unités.  Le  cara&ere  6 , par  exemple, 
marque  fix  unités , ôc  ainfi  des  autres.  Le  dernier  ca- 
raélere  o qu’on  nomme  zéro , ne  lignifie  rien  par  lui- 
même,  mais  dès  qu’il  eft  joint  avec  les  autres , il  eft 
d’une  grande  utilité,  comme  on  le  verra  bientôt. 

4.  Lorfqu’on  écrit  fur  une  même  ligne  plufieurs 
des  cara&eres  dont  nous  venons  de  parler,  alors  leur 
valeur  change  félon  le  rang  qu’ils  occupent.  Le  pre- 
mier à droite  vaut  toujours  des  unités  ; le  fécond  en  tirant  vers 
la  gauche  vaut  des  dixaines,  c’cft-à-dire,  dix  fois  plus  qu’il  ne 
vaudroit  s’il  étoit  feul  ; le  troifiéme  devient  encore  dix  fois  plus 
grand , & vaut  par  conféquent  des  centaines , puifque  dix  fois  dix 
font  cent  ; le  quatrième  augmente  encore  fa  valeur  de  dix  fois 
plus,  ôc  vaut  des  mille,  parce  que  dix  fois  cent  font  mille  ; le 
cinquième  par  la  même  raifon  vaut  des  dixaines  de  mille  ; le 
fixiéme  des  centaines  de  mille  ; le  feptiéme  des  millions,  ôc  ainfi 
de  fuite , augmentant  toujours  les  valeurs  de  dix  fois  plus , comme 
on  voit  dans  la  Table  fuivante. 
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Si  on  vouloit  continuer  cette  fuite  au-delà  des  Trillions,  on 
nommerait  les  cara&eres  fuivans , dixaines  de  trillions , centaines 
de  trillions , mille  de  trillions , dixaines  de  mille  de  trillions , cen- 
taines de  mille  de  trillions , millions  de  trillions , dixaines  de  mil- 
lions de  trillions,  centaines  dç  millions  de  trillions,  quadrillions, 
ôc  ainfi  des  autres  à l’infini. 
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y.  Au  moyen  de  ceci,  il  eft  facile  de  fupputer  & d’écrire  tel 
nombre  que  l’on  voudra.  Soit , par  exemple , le  nombre  78  y 67py  3 , 
je  nomme  le  premier  caraûere  à droite  mités , le  fécond  en  tirant 
vers  la  gauche  dixaines,  le  troiftéme  centaines , le  quatrième  mille, 
le  cinquième  dixaines  de  mille , le  fixiéme  centaines  de  mille , le 
feptiéme  millions,  & enfin  le  huitième  dixaines  de  millions , ce  qui 
me  fait  voir  qu’en  revenant  de  gauche  à droite,  le  nombre  con- 
tient fept  dixaines  de  millions , ou  foixante  - dix  millions , huit  mil- 
lions, cinq  cens  mille,  fix  dixaines  de  mille,  ou  foixante  mille, 
fept  mille,  neuf  cens,  cinq  dixaines  d’unités,  ou  cinquante  ôc 
trois  ; d’où  j’infere  que  ce  nombre  vaut  en  tout  foixante  dix-huit 
millions  cinq  cens  foixante-fept  mille  neuf  cens  cinquante-trois. 

Que  fi  le  nombre  propofé  contenoit  un  ou  plufieurs  zéros , cela 
fignifieroit  que  ce  nombre  ne  contiendroit  point  les  quantités 
dont  les  zéros  occupent  la  place  ; par  exemple , dans  le  nombre 
780004,  on  verroit  en  allant  de  droite  à gauche,  que  ce  nombre 
contient  quatre  unités,  point  de  dixaines  , point  de  centaines, 
point  de  mille,  huit  dixaines  de  mille,  & fept  centaines  de  mille, 
& par  conféquent  en  revenant  de  gauche  à droite,  on  diroit  que 
ce  nombre  contient  fept  cens  quatre-vingt  mille  & quatre  unités. 

De  même,  fi  on  vouloir  écrire  le  nombre  trois  millions  fix  cens 
quarante-trois  mille  fept  cens  cinquante-deux,  on  écriroit  d’a- 
bord un  3 pour  les  trois  millions , puis  en  allant  de  gauche  à droite, 
on  écriroit  un  6 pour  les  fix  cens  mille,  tin  4 pour  les  quarante 
mille,  un  3 pour  les  trois  mille,  un  7 pour  les  fept  cens,  un  y 
pour  les  yo,  un  2 pour  les  deux  unités,  & l’on  auroit  3643732 
qui  exprimeroit  le  nombre  demandé. 

Que  fi  le  nombre  propofé  étoit  deux  millions  quarante  mille  trois 
cens  trente  ; on  écriroit  d’abord  un  2 pour  deux  millions , enfuite  en 
venant  de  gauche  à droite,  on  mettroit  un  zéro,  parce  que  le 
nombre  propofé  ne  contient  point  de  centaines  de  mille,  enfuite 
un  4 pour  les  quarante-mille , puis  un  zéro , parce  que  le  nombre 
propofé  ne  contient  point  d’unités  de  mille,  puis  un  3 pour  les 
trois  cens , enfuite  un  3 pour  les  trente , & enfin  un  o , parce  que 
le  nombre  propofé  ne  contient  point  d’unités , &c  l’on  auroit 
20403  30 , & ainfi  des  autres  ; d’où  l’on  voir  que  le  zéro  en  occu- 
pant la  place  des  quantités  qu’un  nombre  ne  contient  pas , con- 
ferve  le  rang , & par  conféquent  la  valeur  de  celles  qu’il  contient. 

Voilà  en  quoi  confifte  tout  l’artifice  des  caractères  arabes , ar- 
tifice qu’on  peut  regarder  comme  l’une  des  plus  belles  inventions 
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de  l’efprit  humain , puifqu’au  moyen  de  dix  caraûeres  très-fimples, 
on  vient  à bout  non-feulement  d’écrire  très-aifément  toute  forte 
de  nombre  , mais  encore  de  les  augmenter,  les  multiplier,  ôc 
faire  en  un  mot  toutes  les  opérations  ncceflaites  dans  les  différens 
cas  qui  peuvent  fe  préfenter. 

6.  Les  nombres  en  eux-mêmes  font  des  idées  abftraites  qui  ont 
à la  vérité  une  valeur  fixe  Ôc  confiante , mais  qui  ne  fignifient  rien 
de  déterminé.  Parexemple , le  nombre  20  vaut  toujours  vingt  uni- 
tés, ou  deux  dixaines,  mais  il  ne  lignifie  pas  plus  vingt  hommes, 
que  vingt  chevaux , ou  vingt  écus , ôte.  C’eft  pourquoi  quand  on 
veut  déterminer  la  lignification  des  nombres , il  faut  nécelfaire- 
ment  écrire  après  eux  ce  qu’on  veut  qu’ils  fignifient  ; pour  dire 
aoloüis,  il  faut  non-feulement  écrire  20,  mais  encore  il  faut 
écrire  le  mot  de  loüis,  ôc  ainfi  des  autres. 

7.  Les  nombres  dont  la  lignification  eft  déterminée  peuvent 
être  ou  de  même  efpece , ou  de  differente  efpece , félon  que  leschofes 
qu’ils  fignifient  font  de  même  nature  ou  de  différente  nature,  p 
écus,  ôc  8 écus  font  des  nombres  de  même  efpece  ;p  écus  ôc  p 
toifes  font  des  nombres  de  différente  efpece. 

8.  L’ufagc  a voulu  qu’on  ait  fait  des  divifions  ôc  des  fou-divi- 
fions  de  certaines  chofes;  parexemple,  on  a divifé  la  livre  en 
20  parties  nommées  fols , ôc  le  fol  en  1 2 parties  nommées  deniers. 
De  même,  on  a divifé  la  toife  en  fix  parties  ou  pieds,  le  pied  en 
12  parties  ou  pouces, *le  pouce  en  12  parties  ou  lignes,  ôc  la 
ligne  en  12  parties  nommées  points,  ôc  ainfi  de  grand  nombre 
d'autres  chofes.  Ces  fou-divifions  fe  nomment fous-efpeces  ; quand 
on  dit,  une  livre  fix  fols  quatre  deniers  , les  fix  fols  quatre  deniers 
font  des  fous-efpeces  de  la  livre. 

p.  Tout  nombre,  foit  que  fa fignification  foit  déterminée  , ou 
qu’elle  ne  le  foit  pas,  eft  ou  entier,  ou  rompu , autrement  dit  fra- 
tfion.  Un  nombre  entier  eft  un  nombre  qui  par  lui-même  ne  nous 
donne  point  l’idée  d’un  tout  dont  il  fafle  partie  ; l’unité  ôc  tous 
les  nombres  au-delTus  de  l’unité  font  de  cette  nature  ; car  quand 
on  dit  par  exemple  2 ou  2 écus , ce  nombre  2 ne  nous  préfente 
l’idée  que  de  deux  unités  ou  de  deux  écus  fans  aucun  rapport  à 
quelque  autre  nombre  dont  ces  deux  unités  ou  ces  deux  écus  faf- 
fent  partie  : au  contraire  le  nombre  rompu »,  ou  la  fraïlion  eft  un 
nombre  qui  porte  avec  lui  l’idée  d’un  tout  dont  ce  nombre  n’eft 
qu’une  partie  ; de  cette  efpece  font  tous  les  nombres  qu’on  nomme 
un  tiers , un  quart , un  cinquième , un  fixicme , ôcc.  car  ces  nombres 
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nous  préfentent  toujours  l’idée  d’un  tout  plus  grand  qu’eux. 

Delà  il  fuit  qu’une  fraâion  proprement  dite  eft  toujours  moin- 
dre que  le  tout  ou  l’entier  dont  elle  eft  partie , ôc  que  fi  quelquefois 
on  fe  fert  de  ces  façons  de  parler,  trois  moitiés , quatre  tiers , ôcc* 
qui  expriment  des  nombres  plus  grands  que  leur  tout  ; ces  fortes 
de  fratf  ions  font  des  fraSions  improprement  dites  ; car  au  lieu  de 
dire  trois  moitiés , on  devroit  dire  à proprement  parler  un  6c  demi, 


autres. 

10.  Les  nombres  fedivifent  encore  en  nombres  [impies  6c  en 
nombres  composés , le  nombre  fimple  eft  celui  qui  ne  contient  que 
deschofes  delamêmeefpece  ;20unitésou2oécus  eft  un  nombre 
fimple,  parce  qu’il  ne  contient  que  20  unités  de  même  nature, 
ou  20  écus  ; de  même  trois  quarts  eft  un  nombre  fimple,  parce 
qu’il  contient  des  parties  d’un  tout  de  même  efpece.  Le  nombre 
tompofe  eft  un  nombre  qui  contient  des  fous-efpeces  ; 20  6c  un  quart 
eft  un  nombre  compofé,  à caufe  qu’il  contient  vingt  unités,  ôc 
un  quart  d’unité  ou  une  fou-divifion  d’unité.  De  même , 20  livres 
4 fols  eft  un  nombre  compofé,  puifqu’outre  les  livres  il  contient 
des  fols,  c’eft-à-dire  des  fous-efpeces  de  la  livte.  Au  refte,  il  faut 
prendre  garde  qu’on  ne  doit  appeller  nombre  compojé , que  ceux 
qui  font  compofés  d’efpeces  6c  de  fous-efpeces , ou  d’unités  ôc 
ôc  de  fractions  de  ces  mêmes  unités;  20  écus  ôc  3 toifes  ne  font 
pas  un  nombre  compofé,  non  plus  que  2qfol$  6c  trois  quarts  de 
toifes. 

1 1.  Les  principales  operations  de  l’Arithmétique  font  XAddi- 
tition,  la  SouJIrafiion , la  Multiplication , ôc  la  Divijion. 

Ajouter,  c’eft  faire  un  tout  de  deux  ou  plufieurs  nombres  de 
même  efpece  5 ce  tout  fe  nomme  Somme. 

Soujlraire , c’eft  retrancher  un  nombre  d’un  autre  de  même 
efpece  ; ce  qui  refte  après  l’opération  fe  nomme  Rejle  ou  Diffé- 
rence , parce  que  la  différence  de  deux  nombres  inégaux , n’eft 
autre  chofe  que  ce  qui  refte , lorfqu’on  a retranché  le  plus  petiç 
du  plus  grand. 

Multiplier , c’eft  prendre  un  nombre  adtânt'de  fois  qu’il  y a 
d’unités  dans  le  nombre  qui  le  multiplie.  Qua’nd  on  multiplie  2 
par  3 , on  prend  deux  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  trois , 
c’eft-à-dire,  on  le  prend  trois  fois',  le  nombre  2 fe  nomme  le 
Multiplicande , le  nombre  3 le  Multiplicateur  , ôc  le  nombre  6 qui 

A iij 
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provient  de  cette  Multiplication  fe  nomme  le  Produit.  Il  eft  in« 
différent  de  prendre  le  Multiplicande  pour  le  Multiplicateur,  ou 
le  Multiplicateur  pour  le  Multiplicande;  car  il  eft  viiible  que  fi 
l’on  multiplie  2 par  3,  ou  3 par  2,  le  Produit  fera  toujours  6. 

Divifer , c’eft  retrancher  un  nombre  d’un  autre  autant  de  fois 

3u’il  y eft  contenu.  Quand  on  divife  6 par  2 , on  cherche  combien 
e fois  2 eft  contenu  dans  fi,  le  nombre  fi  fe  nomme  le  Dividende 
le  nombre  2 fe  nomme  Divifcur,  6c  le  nombre  3 qui  marque  com- 
bien de  fois  le  Divifeur  2 eft  contenu  dans  le  Dividende  fi,  fe 
nomme  le  Quotient. 

12.  Ces  quatre  opérations  peuvent  fe  faire  fur  les  nombres 
entiers , fur  les  nombres  rompus , fur  les  nombres  fimples , fit  fur 
les  nombres  compofés.  Nous  allons  expliquer  dans  le  Chapitre 
fuivant  l’Addition  fit  la  Souftraâion  des  nombres  entiers  fimples, 
6c  compofés , la  Multiplication  fie  la  Divifion  des  nombres  entiers 
fimples,  après  quoi  nous  parlerons  dans  les  Chapitres  fuivans  de  la 
maniéré  de  faire  les  mêmes  opérations  fur  les  fraâions , 6c  de  la 
Multiplication  6c  Divifion  compofée. 

Axiome. 

1 3 .  Un  Tout  eft  égal  à fes  parties  prifes  enfemble.  Les  parties  du 
nombre  y font  2 fie  3 ; il  eft  vifible  qu’en  ajoutant  enfemble  2 6c  3, 
on  aura  y égal  au  nombre  y qui  eft  compofé  de  ces  deux  parties. 


CHAPITRE  SECOND- 

Contenant  ï explication  des  quatre  premières  Réglés  S Arithmétique. 
Addition  simple. 

14.  T"^  O U R.  ajouter  enfemble  plufieurs  grandeurs  fimples,  on 
g*  les  écrit  les  unes  fous  les  autres  en  mettant  les  unités 
fous  les  unités,  les  dixaines  fous  les  dixaines,  les  centaines  fous 
les  centaines,  ficc.  après  quoi  on  opère  comme  on  va  voir  dans 
l’Exemple  fuivant. 

% 

Exemple.  Il  y a dans  une  Armée  4338  hommes  d’infanterie , tyip 
Carabiniers , 3323  Cavaliers , & 2242  Dragons , on  demande 
combien  il  y a d'hommes  en  tout. 

J’écris  tous  ces  nombres  les  uns  fous  les  autres,  comme  il 
vient  d’être  dit,  après  quoi  commençant  par  la  colonne  à droite. 
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j’ajoute  tous  les  nombres  quelle  contient,  en  difant  : 8 & 9 font 
17  & 3 font  20  & 2 font  22 , c’eft-à- 

dire  deux  dixaines  fie  deux  unités,  6c  45-38  FantaJJins. 

comme  cette  colonne  ne  peut  conte-  1 5 1 9 Carabinierr. 

nir  que  des  unités , je  mene  une  ligne  3 3 2 5 Cavaliers. 

par-deflous,  fie  j’écris  2 fous  cette  co-  2242  ragom. 

lonne,  tranfportant  les  deux  dixaines  Somme  11622  Hommes. 
à la  colonne  fuivante. 

Je  viens  donc  à la  colonne  fuivante , fie  je  dis  : js  que  je  tranf- 
porte  fie  3 font  y fie  1 font  6 fie  2 font  8 fie  4 font  12 , c’cft-à- 
dire  douze  dixaines , ou  cent  fie  deux  dixaines , fie  comme  cette 
colonne  ne  peut  contenir  que  des  dixaines , j’écris  par-deffous  2 , 
ou  deux  dixaines,  fie  je  tranfporte  une  centaine  à la  colonne  fui- 
vante. 

Je  pafle  à cette  troifiéme  colonne , fie  je  dis  : 1 que  je  tranf- 
porte fic«y  font  6 fie  y font  1 1 fie  3 font  14  fie  2 font  i5,  c’eft-à- 
dire  1 6 centaines , ou  un  mille  fie  fix  centaines , fie  comme  cette 
colonne  ne  peut  contenir  que  des  centaines , j’écris  par-deflous 
6,  6c  je  tranfporte  un  mille  à la  colonne  fuivante. 

Je  dis  donc  1 fie  4 font  y ôc  1 font  6 ôc  3 font  9 ôc  2 font  1 1; 
c’eft-à-dire  onze  mille , ou  une  dixaine  de  mille  6c  un  mille . j’écris 
l fous  cette  colonne , 6c  j’avance  t ou  une  dixaine  de  mille  vers 
la  gauche , ôc  la  fomme  totale  eft  1 1 622. 

La  Démonftration  de  ceci  eft  évidente  par  elle-même  ; car  il 
eft  vifible  qu’en  opérant  comme  j’ai  fait,  j’ai  formé  un  tout  qui 
comprend  tous  les  nombres  propofés  ; or  le  tout  eft  égal  à toutes 
fes  parties  prifes  cnfemble  (N.  13.)  donc  le  tout  que  j’ai  trouvé 
eft  égal  à toutes  fes  parties  prifes  enfemble. 

1 y.  On  donne  plufleurs  maniérés  de  faire  la  preuve  de  l’Addi- 
tion , c’eft-à-dire,  de  voir  fi  on  ne  s’eft  point  trompé  ; mais  la 
meilleure  eft  de  recommencer  de  nouveau,  non  plus  en  ajoutant 
chaque  colonne  de  haut  en  bas,  comme  nous  avons  fait,  mais 
de  bas  en  haut  : on  dira  donc  2 ôc  3 font  y ôc  9 font  14  6c  8 font 
22  ; ainfi  on  verra  qu’on  ne  s’eft  pas  trompé  en  écrivant  2 fous 
cette  colonne,  ôc  en  tranfportant  deux  dixaine  à la  colone  fui- 
vante , 6c  continuant  de  la  même  façon , on  découvrira  aifément 
fi  on  a commis  quelque  erreur. 

Addition  compose’ e. 

16.  L’Addition  compofée  fe  fait  en  écrivant  d’abord  chaque 
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: fous  - efpece  fous  la  fous-efpece  femblable , après  quoi  on  opcre 
comme  on  va  voir. 

Exemple.  Un  homme  a reçu  de  fun  defes  créanciers  3<fy  livres  i y 
fols  ii  deniers  , d’un  autre  432  livres  14  fols  10  deniers,  d'un 
troiftème  y j 4 livres  19  fols  9 deniers , <tr  d’un  quatrième  63  y liv. 
18  fols  10  deniers,  combien  a-t’il  reçu  en  tout  ? 

Après  avoir  écrit  ces  nombres  les  1 y1**  il*» 

uns  fous  les  autres  comme  on  voit  ici,  432  14  10. 

je  commence  par  les  deniers,  & y 34  19  9 • 

comme  il  en  faut  12  pour  faire  un  6yy  18  10. 

fol , je  dis  : 1 1 Ôc  10  font  2 1 , c’eft-à-  Somme  1 969 * y/"1*  4dcn- 

dire  un  fol  6c  neuf  deniers,  je  mets 

un  point  à côté  du  dix  pour  marquer  que  j’ai  un  fol,  6c  je  conti- 
nue en  difant  : 9 deniers  que  j’ai  au-deflus  d’un  fol , 6c  9 qui  vien- 
nent après  font  1 8 , c’eft-à-dire  un  fol  6c  6 deniers , je  mets  un 
point  à côté  du  9 , pour  marquer  que  j’ai  encore  un  fol , 6c  je  dis  : 
6 deniers  que  j’ai  au-dclTus  d’un  fol  6c  10  font  16 , ou  un  fol  qua- 
tre deniers , je  mets  un  point  à côté  du  10, 6c  j’écris  4 au-deflous 
de  la  ligne. 

Les  trois  points  que  j’ai  marqué  me  faifant  voir  que  j’ai  trois 
fols , je  porte  ces  trois  fols  au  rang  des  fols , 6c  je  dis  : 3 6c  y 
font  8 6c  4 font  1 2 6c  9 font  1 1 6c  8 font  2 9 , ou  deux  dixaines  ôc 
neuffols,  j’ccris  9 fous  la  ligne,  6c  je  porte  2 au  rang  des  dixaines, 
en  difant  : 2 ôc  1 font  3 6c  1 font  4 6c  1 font  y ôc  1 font  6 dixai- 
nes ; or  il  en  faut  2 pour  faire  une  livre , je  prens  donc  la  moitié 
de  6 qui  eft  3 , 6c  par  conféquent  j’ai  trois  livres,  ôc  comme  il  ne 
me  relie  point  de  dixaines , je  n’écris  rien  fous  le  rang  des  dixai- 
nes de  fois. 

Je  porte  mes  3 livres  au  rang  des  livres,  en  difant:  3 Ôc  y font 
'8  ôc  2 font  10,  ôcc.  6c  achevant  le  relie  comme  dans  l’exemple 
précédent,  j’ai  la  fomme  totale  demandée. 

Si  au  lieu  de  6 dixaines  de  fols,  j’avois  eu  un  nombre  impair 
comme  7.  J’aurois  pris  la  moitié  de  7 qui  ell  3 livres,  6c  par  con- 
féquent j’aurois  porté  3 au  rang  des  livres,  mais  comme  il  me  feroit 
relié  une  dixaine , j’aurois  écrit  1 fous  le  rang  des  dixaines  de  fols. 
Tout  ceci  n’a  pas  befoin  de  Démonllration. 

Soustraction 
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• Soustraction  simple. 

17.  Ier.  Exemple.  Il  y a dans  une  Place  99  85  hommes , on  veut  en 
faire  for  tir  437*,  combien  en  rejiera-t'tl  ? 

J’écris  le  plus  petit  nombre  fous  le  grand,  en  9 J 85 

mettant  les  unités  fous  les  unités , les  dixaines  fous  4374 

les  dixaines,  &c.  ôc  tirant  une  ligne  par-deflbus,  9212  Rcjle. 
je  commence  à droite,  6c  je  dis:  de  5 retranchez  jk86  PrTüvê 
4,  il  relie  2 que  j’écris  fous  la  ligne  ; de  8 retran- 
chez 7,  il  relie  1 que  j’écris  de  môme,  & agifiant  de  la  môme  fa- 
çon aux  autres  colonnes,  je  trouve  qu’il  reliera  5212  hommes 
dans  la  Place. 

18.  Pour  fajre  la  preuve  , j’ajoute  enfemble  le  relie  avec  le 
nombre  des  hommes  qu’on  veut  faire  fortir  , ôc  fi  la  fomme  fe 
trouve  égale  au  nombre  total  d’hommes  qui  étoit  dans  la  Place, 
la  règle  ell  julle , puifqu’il  ell  évident  que  la  fomme  totale  n’efl 
autre  chofc  que  le  nombre  des  hommes  qui  fortent  joint  au  nom- 
bre de  ceux  qui  relient. 

De  même  que  l’Addition  fert  de  preuve  à la  Soullra&ion , de 
même  aufii  la  Soullra&ion  fert  de  preuve  à l’Addition  ; car  fi  dans 
l’exemple  que  nous  venons  de  donner  les  4374  hommes  qui  doi- 
vent fortir , joints  aux  3212  qui  doivent  relier , font  véritablement 
la  fomme  de  9985  ,•  il  ell  clair  qu’en  retranchant  de  cette  fom- 
me le  nombre  4374,  le  refie  doit  être  9212,  ôt  de  même  fi  on 
retranche  de  cette  même  fomme  9 y 8 5,  le  nombre  y2i2 , le  relie 
doit  être  43  74;  donc  fi  en  faifant  l’une  ou  l’autre  de  ces  Soullrac- 
tions  , on  ne  retrouve  pas  l’un  ou  l’autre  de  ces  deux  relies,  ce  fe* 
- ra  une  marque  que  l’Addition  aura  été  mal  faite. 

II.  Exemple.  Un  homme  a repu  d'une  part  70082  livres,  & de 
h autre  il  a payé  y 87<îy  livres , combien  lui  refte-t  il  ? 

J’écris  ces  nombres  comme  il  vient  d’être  dit;  en-  70082* 
fuite  je  dis  : de  2 retranchez  y,  cela  ne  fe  peut;  c’eft  98759* 
pourquoi  j’emprunte  une  dixaine  au  rang  des  dixaines , 1 i 

& je  mets  un  point  fur  le  8 , pour  marquer  qu’il  ne 
vaudra  plus  que  7 ; je  dis  donc  une  dixaine  que  j’ai  emprunté  6c 
deux  unités  font  1 2 unités  , & de  1 2 retranchez  y il  relie  7 que 
j’écris  fous  la  ligne  ; je  pafie  aux  dixaines  en  difant  : de  7 ôtez  5, 
il  relie  1 que  jeçris ; enfuite  de  o retranchez  7,  cela  ne  fe  peut: 
Tome  I.  B 
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c’cft  pourquoi  j’emprunte  une  unité  du  rang  fuivant;  mais  comme 

11  n’cn  a point,  je  paffe  à l’autre  fur  lequel  je  mets  bn  point  ; or 
les  unités  de  ce  rang  valent  des  dixaines  de  mille , ainii  l’unité 
que  j’ai  emprunté  vaut  dix  mille , mais  dix  mille  eil  trop  grand 
pour  retrancher  7,  c’eft-à-dire  7 centaines  dans  le  rang  où  je  dois 
opérer,  c’ell  pourquoi  je  laide  9 mille  fur  le  rang  des  mille,  en 
mettant  un  point  fur  le  zéro  de  ce  rang , pour  marquer  que  ce  zéro 
vaudra  neuf,  ôc  il  ne  me  refte  plus  qu’un  mille  ou  dix  centaines; 
je  dis  donc  de  10  centaines  ôtez  7,  il  refte  3 que  j’écris  fous  la 
Kg  ne  ; enfuite  de  9 ôtez  8 , il  refte  1 , & enfin  de  6 ôtez  y,  il  refte 
i , ôc  par  conféquent  il  refte  à cet  homme  11317  livres.  La  réglé 
eft  donc  lorfqu’il  fe  trouve  plufieurs  zéros  dans  les  rangs  où  l’on 
veut  emprunter,  de  palfer  jufqu’au  rang  où  il  fe  trouve  des  unités, 
& de  mettre  des  points  fur  ce  rang  ôc  fur  les  zéros  de  ceux,  où 
on  n’a  pas  pû  emprunter,  ôc  faire  valoir  9 chacun  de  ces  zéros. 

Ainfi  pour  retrancher  3 J42  de  5ooi , on  dira  d’a- 
bord ; de  1 ôtez  2,  cela  ne  fe  peut,  on  empruntera 
donc  une  dixaine  ; mais  le  rang  des  dixaines  n’en  ayant 
point  non  plus  que  celui  des  centaines,  on  palfera  au 
rang  des  mille,  & l’on  empruntera  un  mille  ou  10  cen- 
taines, ôc  comme  dix  centaines  font  trop  grandes  pour  ne  re- 
trancher que  2 unités,  on  Liftera 9 centaines  au  rang  des  cen- 
taines, ôc  de  la  centaine  reliante  on  Liftera  9 dixaines  au  rang 
des  dixaines , ôc  il  ne  reliera  plus  qu’une  dixaine , laquelle  jointe 
à l’unité  qu’on  a,  fera  1 1 ; on  dira  donc  : de  1 1 ôtez  2 , il  relie  9 ; 
de  9 ôtez  4 , il  refte  y ; de  9 ôtez  y , il  refte  4 , ôc  de  y ôtez  3 , 
il  refte  2. 


ôooi 

24yp 


Soustraction  compose’e. 


19.  I".  Exemple.  Sur  98 6 livres  ty  fols  8 deniers , on  veut  payer 
7y4  livres  9 fols  6 deniers , que  rejlera-t'il ? 

J’écris  le  moindre  nombre  fous  le  plus  grand,  $86*  iyfo1'  8Jt"' 
les  deniers  fous  les  deniers,  les  fols  fous  les  fols,  794*  9“"’  6jcn‘ 

ôcc.  ôc  je  dis  : de  8 deniers  ôtez  6,  il  relie  2;  232*  6foU  2dau 

de  1 y fols  ôtez  9 , il  refte  6 ; de  6 livres  ôtez  4, 
il  refte  2 , ôc  achevant  le  relie  de  même  que  dans  la  Souflraêtion 
fimplc , je  trouve  qu’il  reliera  232  livres  6 fols  2 deniers. 
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II.  Exemple.  Ije  9600  livres , 8 fols,  6 deniers,  on  veut  ôter 

T)6±  livres  12  fols  10  deniers , quel  fera  le  rejle  ? 

Après  avoir  écrit  ces  deux  nombres  à 9600*  T01'  6 

la  maniéré  accoutumée,  je  dis  : de  6 de-  7564?  i2to,‘  io4c*h 
niers  ôtez  1 o , cela  ne  fe  peut , j’emprunte  2039*  1 f°"  8^" 

un  fol  au  rang  des  fols,  ce  qui  fait  12  de- 
niers & fix  que  j’ai  font  j 8 , & de  1 8 ôtez  1 o , il  rede  8. 

Je  palfe  au  rang  des  fols  , ôc  comme  de  7 on  ne  peut  ôter  1.2 , 
j’emprunte  une  livre  ou  20  fols  au  rang  des  unités  de  livres , mais 
ce  rang  n’en  ayant  point  non  plus  que  les  dixaines  , j’emprunte 
un  cent  au  rang  des  centaines  où  je  mets  un  point  ; de  cette  cen- 
taine je  laide  9 dixaines  au  rang  des  dixaines,  en  mettant  un  point 
fur  le  zéro  pour  marquer  qu’il  vaudra  9 j de  la  dixaine  reliante , je 
laide  9 unités  en  mettant  un  point  fut  le  zéro  de  ce  rang , Ôt  il  me 
relie  une  unité  de  livres,  ou  20  fols,  lefqucls  , joints  au 7 que 
j’ai  déjà  font  27,  & de  27  ôtez  12  il  relie  1 y. 

Je  pade  aux  livres  , en  difant  : de  9 ôtez  4 il  rede  y ; de  9 ôtez 
6 il  relie  3 ; de  y ôtez  y il  rede  o , ôc  de  9 ôtez  7,  il  rede  2. 

III.  Exemple.  Un  homme  doit  90000  livres , il  en  paye  7 y 4.3  2 liv, 
1 2 Jols  6 deniers , que  lui  rejle-til  encore  à payer  ? 

J’écris  les  deux  nombres  à la  façon  or-  tjôôoô*  * “•  d"'- 

dinaire,  ôt  comme  dans  le  nombre  fupé-  75-432*  12“  6ifn- 
rieur  il  n’y  a ni  fols,  ni  deniers,  ni  uni- 
tés  dé  livres , ni  dixaines , ni  centaines,  ni 
mille , j’emprunte  fur  le  9 une  dixaine  de  mille  ; de  cette  dixaine 
j’en  laide  9 mille  fur  les  mille,  en  mettant  un  point  fur  le  zéro 
de  ce  rang  ; du  mille  redant  je  laide  9 centaines  fur  le  rang  des 
centaines , en  mettant  un  point  fur  le  zéro  de  ce  rang  ; de  la  cen- 
taine redante  je  laide  9 dixaines  fur  le  rang  des  dixaines , en  met- 
tant un  point  fur  le  zéro;  de  la  dixaine  redante  je  laide  9 unités 
au  rang  des  unités  en  mettant  un  point  fur  fon  zéro , & il  me 
rede  une  livre  ou  20  fols > or  pour  pafler  aux  deniers , je  n’ai  be- 
foin  que  d’un  fol  ou  de  12  deniers,  c’ed  pourquoi  je  laide  19  au 
rang  des  fols,  ce  que  je  marque  en  y mettant  un  point  ; après  quoi 
je  dis  de  1 fol  qui  me  rede  ou  de  12  deniers  ôtez  6 il  rede  6 ; de 
1 9 fols  ôtez  1 2 , il  rede  7 ; de  9 livres  ôtez  2 , il  rede  7 ; de  9 ôtez 
3,  il  rede  6 ; de  9 ôtez  4 , il  rede  y ; de  9 ôtez  y , il  rede  4 ; & de  8 
ôtez  7,  il  rede  1 ; donc  cet  homme  ed  encofc  redevable  de  14567 
livres  7 fols  6 deniers.  . B ij 
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Multiplication  simple. 

20.  Ier.  Exemple.  36  aunes  d étoffé  à ^livres  Faune , combien  va- 
lent-elles ? 

Puifque  chaque  aune  vaut  4 livres,  36  aunes  vaudront  4 fois 
35,  c’eft-à-dire,  il  faudra  prendre  3 6 quatre  fois  , ou  autant  de 
fois  qu’il  y a d’unités  dans  4 ; donc  c’eft  ici  une  Multiplication. 
(Mn.) 

J’écris  d’abord  le  nombre  36  aunes  qui  eft  3 

le  nombre  à multiplier,  ôc  par-delfous  j’écris  4 

le  multiplicateur  4 fous  les  unités  6 du  nombre  Produit  144* 

3 6 ; enfuite  je  mene  une  ligne , & je  dis  : 4 fois 
6 font  24 , c’eft-à-dire  2 dixaines  ôc  4 unités , j’écris  4 unités  fous 
la  ligne,  ôc  je  retiens  2 dixaines:  je  dis  4 fois  3 dixaines  font  12 
& 2 que  je  retiens  font  14 , j’écris  4 fous  les  dixaines , 6c  j’avance 
1 au  rang  des  centaines,  ainfi  j’ai  144  livres  pour  la  valeur  de 
3 6 aunes  à 4 livres  l’aune. 

Pour  démontrer  ceci , il  n’y  a qu’à  faire  attention  que  le  nom- 
bre 3 6 eft  la  même  chofe  que  3 dixaines  ôc  6 unités  ; or  en  mul- 
tipliant 6 unités  par  4,  j’ai  pris  6 unités  autant  de  fois  qu’il  y a 
d’unités  dans  4,  ôc  en  multipliant  3 dixaines  par  4,  j’ai  auüi  pris 
3 dixaines  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  4.  Donc  j’ai  pris 
le  nombre  3 6 autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  4,  ôc  par  con- 

féquent  j’ai  fait  la  multiplication  demandée.  (N.  11.) 

0 

II.  Exemple.  Un  homme  a fait  236  toifes  d’ouvrages  à 28  livres  la 
toife , combien  lui  revient-il? 

Puifque  chaque  toife  vaut  28  livres,  il  faudra  donc  prendre 
236  vingt  ôc  huit  fois,  ou  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans 
18,  pour  avoir  la  valeur  de  236  toifes , ainfi  c’eft  en-  g»», 
core  une  Multiplication.  C’eft  pourquoi  j’écris  d’abord  2 g# 
le  nombre  à multiplier  236,  6c  enfuite  le  Multiplica-  ^ ■ — 

tcur  28 , en  mettant  les  unités  fous  les  unités , ôc  les  * 

dixaines  fous  les  dixaines  , après  quoi  je  multiplie  d’a-  — 

bord  le  nombre  2 3 6 par  les  unités  8 du  multiplicateur , 6608 

ce  qui  donne  1888  ; enfuite  je  multiplie  le  même  nombre  236  par 
les  dixaines  2 du  multiplicateur , en  difant  : 2 fois  6 font  1 2,  c’eft- 
à-dire  1 2 dixaines , parce  que  le  multiplicateur  2 lignifie  des  dixai- 
nes , ainfi  j’écris  2 dixaines  fous  les  dixaines  8 du  premier  produit 
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1888  , & je  retiens  1 ; deux  fois  3 font  6 ôc  1 de  retenu  font  7,  ôc 
j’écris  7 ; 2 fois  2 font  4,  & j’écris  4 ; ainfi  ce  fécond  produit  eft 
472;  j’ajoute  enfemble  ces  deux  produits  1888,  ÔC472  tels  qu’ils 
font  rangés,  c’eft-à-dire  j’écris  d’abord  8 , enfuite  je  dis  : 8 & 2 
font  10,  j’écris  o fie  retiens  1 ; 1 de  retenu  ôc  8 font  p 6c  7 font 
1 6 , j’écris  6 ôc  retiens  1 ; 1 de  retenu  ôc  1 font2  ôc  4 font  5,  j’écris 
6 , ôc  le  produit  .total  <S6o8  eft  la  valeur  des  236  toifes. 

Pour  comprendre  la  raifon  de  ceci , on  confiderera  que  le 
multiplicateur  28  eft  la  même  chofe  que  2 dixaines  ôc  8 unités. 
Or  en  multipliant  2 36  d’abord  par  8,  j’ai  pris  ce  nombre  autant 
de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  8,  ôc  en  le  multipliant  enfuite  par  2 
dixaines  , je  l’ai  pris  2 dixaines  de  fois , à caufe  que  j’ai  avancé  le 
produit  d’un  rang  vers  la  gauche , ce  qui  le  fait  valoir  dix  fois  plus 
qu’il  ne  vaudroit  fi  je  ne  l’avois  pas  avancé.  Donc  j’ai  pris  le  nom- 
bre 2362  dixaines  de  fois  ôc  8 fois,  c’eft-à-dire  28  fois;  ôc  par 
conféquent  j’ai  fait  la  multiplication  requife , ajoutant  donc  en- 
femble les  deux  produits  en  confervant  leur  rang , j’ai  eu  necef- 
fairement  le  produit  total. 

ai.  Pour  faire  plus  commodément  la  multiplication,  onfefert 
d’une  Table  nommée  Quarré  de  Pythagorc  du  nom  de  fon  Au- 
teur. On  la  conftruit  en  faifant  d’abord  un  grand  quarré  que  l’on 
partage  en  dix  rangs  égaux  de  gauche  à droite  , ôc  en  dix  autres 
de  haut  en  bas , de  façon  que  tout  le  quarré  eft  partagé  en  1 00  pe- 
tits quarrés  ou  cellules  que  l’on  voit  ici. 

s , °n  t =rif  d,anS  leS  dix  C?llul,eS  Table  de  Pythagore. 

a gauche  de  haut  en  bas,  les  dix  ■ 

nombres  1, 2, 3 ôcc.  jufqu’à  10  , , } ^ ^ s s 10 

ôc  l’on  fait  la  même  chofe  dans  ~ ï- 
les  10  cellules  fuperieures  de  ~~~~n~M~i8TiT4~Ï7~3° 
gauche  à droite , enfuite  dans  les  ~ ~ ~7i  ~Î6  ~7ü  T4  TI  31  3*  40 
dix  cellules  du  fécond  rang  de  ~~i~îo  1;  10  30  3s  4°  4;  50 

haut  en  bas , à la  tète  duquel  eft  « n 18  *4  3°  3*  41  48  fl  60 

le  nombre  2,  on  écrit  les  nom-  7 14  n 35  4*  4 9 s*  «3  70 

bres  2, 4,  6 y ôcc.  en  augmentant 
toujours  de  2,  de  même  dans  les 

cellules  du  troifiéme  rang  de  *4“  3°f4°h°  74  *> 

haut  en  bas , à la  tête  duquel  eft  ====^“ 

le  nombre  3,  on  écrit  les  nombres  3,  <5,  p,  12,  ôcc.  en  augmen- 
tant toujours  de  3,  de  même  encore  dans  les  cellules  du  4e.  rang 
de  haut  en  bas , à la  tête  duquel  eft  le  nombre  4,  on  écrit  les  nom- 
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bres  4,  .8,  i a,  ôcc.  en  augmentant  toujours  de  4,  ôc  faifant  la  me- 
nte choie  à l’égard  des  autres  rangs  de  haut  en  bas  , la  Table  fe 
trouve  conftruire. 

Pour  faire  ufage  de  cette  Table,  fi  l’on  veut  par  exemple  Ra- 
voir ce  que  fait  6 fois  7,  on  cherche  d’abord  dans  la  première  co- 
lonne de  haut  en  bas,  à gauche  , la  cellule  où  le  nombre  6 fe 
trouve  écrit , 6c  dans  le  rang  fuperieur  de  gauche  à droite  la  cel- 
lule où  fe  trouve  le  nombre  7.  Après  quoi  fuivant  des  yeux  le 
rang  de  gauche  à droite  , qui  commence  par  le  nombre  6,  6c  le 
rang  de  haut  en  bas  qui  commence  par  7,  la  cellule  où  ces  deux 
rangs  s’entrecoupent  contient  42,  ce  qui  fait  voir  que  6 fois  7 
font  42  ; 6c  la  raifon  en  eft  évidente  par  la  conftruétion  de  la  Ta- 
ble ; car  il  eft  vifible  qu’en  formant  le  rang  du  haut  en  bas  qui 
commence  par  7,  la  fécondé*  cellule  contient  2 fois  7 ou  14,  la 
troifiéme  3 fois  7 ou  2 1 , ôcc.  de  forte  que  la  fixiéme  qui  répond 
au  rang  de  gauche  à la  droite  qui  commence  par  6,  doit  nécelfai- 
rement  contenir  6 fois  7 ou  42. 

De  même  fi  on  vouloit  trouver  ce  que  vaut  7 fois  9,  on  pren- 
droit  le  rang  de  gauche  à droite  qui  commence  par  7,  6c  le  rang 
de  haut  en  bas  qui  commence  par  9*  ôc  l’endroit  où  ces  deux 
rangs  fe  couperoient  contiendroit  63,  qui  eft  le  produit  de  7 par 
9,  ôc  ainfi  des  autres. 

22.  La  preuve  de  la  multiplication , c’eft-à-dire  la  maniéré  de 
voir  fi  on  ne  s’eft  point  trompé  en  faifant  l’operation , fe  fait  par 
la  divifion , qui  eft  une  opération  toute  contraire , comme  on  ver- 
ra bien-tôt. 

. Division  simple. 

23.  Ier.  Exemple.  On  veut  partager  69  livres  à 3 Soldats , combien 

reviendra-iil  à chacun  d’eux  ? 

Il  eft  vifible  que  pour  répondre  à cette  queftion , il  faut  parta- 
ger le  nombre  69  en  3,  6c  par  conséquent  examiner  combien  de 
fois  3 eft  dans  69  ; car  s’il  s’y  trouve  par  exemple  23  fois  fans  refte, 
il  fera  vrai  de  dire  que  23  pris  trois  fois  font  69,  puifque  le  tout 
eft  égal  à fes  parties  prifes  enfemble  (A'.  13.),  ôc  qu’ainfi  23  fe- 
ra la  partie  qui  reviendra  à chaque  Soldat.  C’eft  donc  ici  une 
divifion  {N.  1 1 . ). 

Pour  cela  j’écris  le  nombre  à divifer  69,  Ôc  ledivifeur  3 par- 
deflus  fur  le  premier  cara&ere  à gauche  ; je  mené  enfuite  une 
ligne  fous  69 , ôc  une  autre  à droite  pour  féparer  le  dividende 
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du  quotient  que  je  mettrai  à côté  de  cette  ligne.  Cela  fait,  je 
dis: en  6 combien  de  fois  3 , ôc  trouvant  qu’il  y eft  2 
fois  , j’écris  2 au  quotient,  & je  dis  2 fois  3 font  6,  ôc 

du  caraôlere  6 du  dividende  ôtez  6,  il  ne  refte  rien. Je  

divife  l’autre  caraderc  51  du  dividende  de  la  même  fa-  £ 
çon , ôc  pour  cela  je  l’écris  fous  la  ligne , directement  fous  le  divi- 
feur , ôc  je  dis  : en  9 combien  de  fois  3 , ôc  trouvant  qu’il  y eft  3 
fois , j’écris  3 au  quotient  , ôc  je  dis  3 fois  3 font  9 , ôc  du  caractère 
9 du  dividende  ôtez  9,  il  ne  refte  rien,  ôc  comme  il  n’y  a plus  de 
caradere  au  dividende,  l’opération  eft  finie;  ainfi  il  revient  23 
livres  à chaque  foldat. 

La  raifon  de  ceci  paraîtra  claire , fi  l’on  confidere  que  lorfqu’en 
faifant  la  première  opération , j’ai  dit  en  6 combien  de  fois  3 il 
m’eft  venu  2 dixaines  ou  20;  car  6 dixaines  contiennent  3 vingt 
fois,  ou  deux  dixaines  de  fois;  ainfi  en  multipliant  le  divifeur  3 
par  le  premier  quotient  2,  ce  qui  fait  6 dixaines  , ôc  retranchant 
ces  6 dixaines  du  dividende,  il  n’eft  plus  refté  au  dividende  que 
9 unités.  Or  par  la  fécondé  opération  ayant  trouvé  que  le  divi- 
feur étoit  3 fois  dans  ces  9 unités,  j’ai  multiplié  le  divifeur  3 par 
le  fécond  quotient  3,  ôc  j’ai  retranché  le  produit  9 des  9 unités 
du  dividende  ; ainfi  il  n'eft  refté  rien  au  dividende.  Donc  j’ai  re- 
tranché du  dividende  le  divifeur  3,  autant  de  fois  qu’il  y croit 
contenu , ôc  par  conféquent  j’ai  fait  la  divifion  demandée  (à7,  ii.). 

24.  La  preuve  de  cette  réglé  fe  fait  par  la  multiplication  ; car 
il  eft  clair  que  fi  le  divifeur  3 eft  contenu  23  fois  dans  le  dividen- 
de 69,  le  même  divifeur  3 pris  23  fois  ou  multiplié  par  23,  doit 
être  égal  au  dividende , puifque  la  foinmc  des  parties  eft  toujours 
égale  au  tout  qui  le  contient  [N.  1 j.  ).  Donc  li  après  avoir  mul- 
tiplié le  divifeur  par  le  quotient , on  ne  retrouvoit  pas  le  divi- 
dende , ce  ferait  marque  qu’on  auroit  mal  opéré.  Ceci  fuppofe 
qu’il  ne  refte  rien  au  dividende  qui  ne  puifie  plus  être  divifé  par 
le  divifeur;  car  fi  cela  arrivoit,  il  faudrait , peur  faire  la  preuve  , 
multiplier  le  divifeur  par  le  quotient , ôc  ajouter  au  produit  ce 
qui  ferait  refté  du  dividende,  ôc  la  fomme  devrait  être  égale  au 
dividende. 

De  même  que  la  multiplication  fert  de  preuve  à la  divifion, 
de  même  aufli  la  divifion  fert  de  preuve  à la  multiplication.  Car 
on  voit  bien  que  fi  en  multipliant  3 par  23  on  trouve  un  produit 
69.  Il  s’enfuit  nécefiairement  qu’en  divifant  69  par  3,  on  doit  re- 
trouver 23  au  quotient , ou  qu’en  divifant  le  même  69  par  23,  le 
quotient  doit  donner  3. 
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II.  Exemple.  Un  Marchand  a employé  156024  livres  à acheter  des 
Etoffes  qui  lui  coûtent  6 livres  ï aune,  combien  d'aunes  en  ad  il 
acheté  ? 

Puifque  l’aune  vaut  6 livres , le  Marchand  a acheté  autant  d’au- 
nes que  le  nombre  6 eft  contenu  de  fois  dans  la  fomme  15  6024  li- 
vres qu’il  a débo’urfée.  Pour  répondre  donc  à la  queftion  propo- 
fée,  il  faut  voir  combien  de  fois  6 eft  contenu  dans  156024,  6c 
par  conféquent  il  faut  faire  une  divifion. 

J’écris  le  nombre  à divifer  1 56024  fous  le-  6 _ 

quel  je  tire  une  ligne  ôc  une  autre  à droite,  1 56024(26004 
pour  ieparer  le  dividende  du  quotient;  enfuite  Jg 

j’écris  le  divifeur  au-deflus  du  dividende  à gau-  

che  ; mais  comme  6 n’eft  pas  contenu  dans  le  00 
premier  caraêtere  1 du  dividende,  je  l’écris  °2 
au-dciïus  du  fécond  caraêlere  5.  24 

Je  dis  donc  en  15  combien  de  fois  6?  6c  • 

trouvant  qu’il  ne  peut  y être  que  2 fois,  j’écris 
2 au  quotient  ; je  multiplie  le  divifeur  6 par  le  quotient  2 , ce  qui 
fait  1 2 , 6c  de  la  partie  1 5 du  dividende  retranchant  le  produit  1 2, 
il  relie  3 que  j’écris  fous  la  ligne , non  pas  fous  le  caraêtere  5,  mais 
en  l'avançant  d’un  rang  à gauche,  afin  de  pouvoir  placer  fous  le 
caradlcre  5 , 6c  par  conféquent  fous  le  divifeur  6,  le  troiliéme 
caractère  6 du  dividende , pour  faire  une  fécondé  opération. 

Je  place  donc  fous  le  divifeur  le  troifiéme  caractère  6 du  divi- 
dende, 6c  je  vois  qu’au  lieu  des  trois  premiers  carattercs  1 56  du 
dividende  , je  n’ai  plus  que  36;  je  dis  donc  en  3 6,  combien  de 
fois  6 ? 6c  trouvant  qu’il  y eft  6 fois,  j’écris  6 au  quotient.  Je  mul- 
tiplie ce  quotient  6 parle  divifeur  6,  ce  qui  fait  3 6,  ôc  retranchant 
ce  produit  des  deux  caraûeres  3 6 du  dividende , il  ne  relie  rien  ; 
c’eft  pourquoi  je  mene  une  ligne  fous  56, 6c  j’écris  o,  non  pas  fous 
le  divifeur , mais  en  l’avançant  d’un  rang  à gauche  pour  la  même 
raifon  que  ci-delfus. 

J’abbailTe  le  quatrième  cara£iere  o du  dividende  fous  le  divi- 
feur, 6c  je  vois  qu’au  lieu  des  quatre  premiers  cara&eres  1 560 
du  dividende  , je  n’ai  plus  que  00.  Je  dis  donc  en  zéro , combien 
de  fois  6,  ôc  trouvant  qu’il  n’y  eft  point,  j’écris  un  zéro  au  quo- 
tient, je  multiplie  le  divifeur  6 par  ce  quotient  zéro , ce  qui  don- 
ne zéro.  Je  retranche  ce  produit  zéro  des  carafteres  00  du  divi- 
dende , 6c  le  relie  eft  o ; ainfi  je  tire  une  ligne  fous  deux  00,  ôc  j’é- 
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Cfis  o,  non  pas  directement  fous  le  divifeur,  mais  en  l'avançant 
d’un  rang  à gauche. 

J’abbaifle  le  cinquième  caradere  2 du  dividende  fous  le  divi- 
feur, & je  trouve  qu’au  lieu  des  cinq  premiers  caractères  15602 
du  dividende , je  n’ai  plus  que  02 , c’eft-à-dire  2 ; car  le  zéro  qui  le 
précédé  ne  lignifie  rien;  je  dis  donc  en  2,  combien  de  fois  6?  ôc 
trouvant  qu’il  n’y  eft  point,  j’écris  encore  zéro  au  quotient.  Je  mul- 
tiplie le  divifeur  6 par  le  quotient  zéro , ce  qui  fait  zéro , & retran- 
chant ce  produit  du  caradere  2 du  dividende , le  relie  eft  2 ; car 
de  2 retranchez  zéro,  le  relie  eft  2 ; je  mene  une  ligne , ôc  j’écris 
le  relie  2,  non  pas  fous  le-.dmfeur,  mais  en  l’avançant  d’un  rang 
à gauche. 

J'abbaifte  le  dernier  caradere  4 du  dividende  fous  le  divifeur, 
6c  je  trouve  qu’au  lieu  du  dividende  1 5 602$,  je  n’ai  plus  que  24. 
Je  dis  en  24 , combien  de  fois  6 ? ôc  trouvant  qu’il  y eft  4 fois , j’c- 
cris  4 au  quotient.  Je  multiplie  le  divifeur  6 par  ce  quotient  4,  ce 
qui  donne  24,  ôc  retranchant  ce  produit  des  caraderes  24  du  divi- 
dende, le  relie  eft  zero,que  j’écris  au  delfous  en  menant  une  ligne  ; 
ôc  comme  il  ne  relie  plus  rien  au  dividende , la  divifton  eft  Unie  ; 
ôc  par  conféquent  le  quotient  26004  marque  le  nombre  d’aunes 
que  ce  Marchand  a acheté. 

Lorfqu’cn  retranchant  des  caraderes  du  dividende,  le  produit 
du  divifeur  par  l’un  des  quotients  il  ne  relie  rien,  on  peut  fe  dif- 
penfer  d’écrire  o par  delTous  ; car  ce  caradere  au  commencement 
d’un  nombre  ne  lignifie  rien. 

Il  faut  obferver  à mefure  qu’on  abbaifte  un  caradere  du  divi- 
dende fous  ce  divifeur,  de  mettre  un  point  fur  ce  caradere  pour 
marquer  qu’il  a été  abbaifle. 

ÏII.  Exemple.  On  veut  partager  à 26perfonneslafommede  154518 

livres,  combien  reviendra-t’  il  à chacun ? 

Cette  queftion  fe  réfout  comme  les  deux  pré-  26 
cédentes,  ôc  il  n’y  a de  différence  qu’en  ce  que  1 y 4/ 18(^943 
le  divifeur  26  a deux  caraderes;  or  voici  ce  qu’on 
fait.  

J’écris  le  Dividende  1 545 18  menant  une  li-  1 1 1 
gne  par-delTous  ôc  à côté  comme  ci-deflus , en-  7 8 
fuite  je  mets  le  Divifeur  26  non  pas  fur  le  pre-  OQ 
mier  caradere  1 , parce  que  2 n’eft  pas  contenu 
dans  1 , mais  fur  le  fécond  caradere  ; puis  je  cherche  combien 
Tome  I.  C 
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de  fois  26  eft  contenu  dans  les  trois  premiers  Caraderes  1^4  du 
divifeur;  mais  comme  cet  examen  feroit  embarraflant,  je  le  fais 
par  partie , en  cherchant  combien  de  fois  le  premier  caractère  2 
du  divifeur  eft  contenu  dans  les  deux  premiers  caractères  1 y du 
dividende,  & examinant  enfuite  fi  après  avoir  retranché  le  pro- 
duit du  divifeur  2 par  le  quotient,  le  fécond  caradere  6 eft  con- 
tenu un  même  nombre  de  fois  dans  ce  qui  refte,  joint  au  troi- 
fiéme  caradere  4 du  dividende  ; que  fi  6 n’y  eft  pas  contenu  un 
même  nombre  de  fois , je  diminue  le  nombre  de  fois , jufqu’à  co 
que  les  deux  caraderes  a & 6 foient  contenus  également. 

Je  dis  donc  2 eft  à la  vérité  7 fois  dans  i y ; car  2 fois  7 font  i4> 
ôc  1 4 étant  ôté  de  1 y il  refte  1 , qui  avec  le  caradere  fuivant  4 fait 
1 4,  mais  6 n’eft  pas  contenu  7 fois  dans  1 4 > ainfi  au  lieu  de  7 fois  , 
je  ne  fais  entrer  2 dans  ry  que  6 fois;  or  2 fois  6 font  12,  ôc  12 
étant  retranché  de  1 y il  refte  3,  qui  avec  le  caradere  fuivant  4 du 
dividende  font  34,  Ôc  6 n’eft  pas  contenu  6 fois  dans  34  ; donc  au 
lieu  de  faire  entrer  2 fix  fois  dans  1 y,  je  ne  le  fais  entrer  que  y,  & je 
dis  2 fois  y font  ro,  ôc  10  étant  retranché  de  1 y il  refte  y,  qui  avec 
le  4 fuivant  fait  y4;  mais  6 peut  aller  y fois  dans  y 4,  c’eft  pourquoi 
j’écris  y au  quotient. 

Je  multiplie  le  divifeur  2 6 par  ce  quotient , ôc  je  retranche  ce 
produit  des  3 premiers  caraderes  t 34  du  dividende  , en  difant  : 
y fois  6 font  30,  or  30  ne  peut  être  ôté  de  4,  j’emprunte  donc  fur 
le  caradcre  fuivant  du  dividende  à gauche  autant  d’unités  qu’il 
en  faut  pour  faire  avec  4 un  nombre  plus  grand  que  30,  ôc  pat 
conféquent  j’en  emprunte  3,  qui  avec  4 feront  34,  ôc  30  étant  re- 
tranché de  34  il  refte  4,  que  j’écris  au  defTous  en  avançant  d’un 
rang  à gauche.  Je  continue  en  difant  2 fois  y font  10,  ôc  comme 
les  2 caraderes  1 y du  divifeur  ne  devroient  plus  valoir  que  12,  à 
caufe  des  trois  unités  que  j’ai  emprunté  , je  corrige  ce  défaut  en 
donnant  au  produit  10  trois  unités  ; je  dis  donc  2 fois  5 font  10, 
ôc  3 que  j’ai  emprunté  font  1 3 , ôc  13  étant  retranché  de  1 y il  refte 
2 que  j’écris  au  defibus  à la  gauche  du  4 que  j’ai  écrit  auparavant. 

Cette  première  operation  étant  faite , j’abbaiiïc  le  quatrième  ca- 
radere  y du  dividende  fous  le  dernier  caradere  du  divifeur,  ôc 
je  vois  qu’au  lieu  des  quatre  premiers  caraderes  1^4;  du  divi- 
dende , je  n’ai  que  24y.  J’examine  combien  de  fois  2 5 eft  conte- 
nu dans  243  de  la  façon  que  je  viens  de  dire,  ôc  trouvant  qu’il  y 
eft  p fois,  j’écris  p au  quotient , je  multiplie  le  divifeur  2 6 par  le 
quotient , ôc  le  retranchant  de  243  de  la  même  manière  que  j’ai 
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Fait  cî-deflus  , il  relie  1 i,  que  je  mets  fous  la  ligne  que  je  tire,  en. 
avançant  d’un  rang  à gauche. 

Je  fais  les  mêmes  operations  à l’égard  des  deux  cara£leres  re- 
liants i 6c  8 du  dividende , ôc  tout  étant  achevé , le  quotient  total 
JP43  marque  ce  qui  revient  à chacune  des  26  perfonnes. 

ay.  Il  y a donc  trois  chofes  à obferver  dans  chaque  operation 
que  l’on  fait  en  divifant.  La  première  efl  d’examiner  combien  de 
fois  le  divifeur  efl  dans  les  caractères  du  dividende  , qui  font 
au  deflous  de  lui , Ôc  à gauche  s’il  s’en  trouve  ; 6c  d’écrire  ce  nom- 
bre de  fois  au  quotient  : la  fécondé  ell  de  multiplier  le  quotient 
par  le  divifeur,  6c  la  troiftéme  ell  de  retrancher  le  produit  qu’on 
a trouvé,  des  caractères  du  dividende  qui  font  fous  le  divifeur, 
6c  à gauche. 

26.  Lorfque  la  Divilion  fe  fait  exaûement  6c  fans 
relie  comme  dans  les  exemples  précédens,  on  dit 
que  le  divifeur  ell  ex  ait , mais  lorfqu’il  fe  trouve  un 
-relie  qui  ne  peut  plus  être  divifé,  on  dit  que  le  di- 
vifeur n’ell  pas  exatt.  Qu’on  propofe  par  exemple, 
le  nombre  434  à divifer  par  3 , on  trouvera  après 
avoir  fait  toutes  les  opérations , un  relie  2 qui  ne 
fçauroitfe  divifer  par  3 ,puifque  3 n’ell  pas  contenu 
dans  2 , ainfi  le  divifeur  n’ell  pas  exaét,  6c  dans  ce 
cas  fi  l’on  vouloit  faire  la  preuve , on  multiplieroit  le 
divifeur  3 par  le  quotient  144,  ce  qui  donneroit  le 
le  produit  432 , auquel  on  ajouteroit  le  relie  2 pour  avoir  le  Di- 
vidende 434. 

27.  Lorfque  le  divifeur  n’ell  pas  éxa£l , le  relie  ell  une  fraélion  ; 
ainfi  dans  l’Exemple  que  nous  venons  de  donner  le  nombre  2,  ell 
une  fra&ion  , car  ce  nombre  lignifie  2 unités  qu’il  faut  partager  en 
trois , ou  deux  tiers  d’unité  ; fuppofons  par  exemple  que  l’on  veüille 
partager  2 écus  à 3 perfonnes,  il  ell  lur  que  fi  on  partage  chaque 
écu  en  3 parties  égales,  les  deux  écus  feront  compofés  de  fix  par- 
ties égales , dont  chacune  vaudra  le  tiers  d’un  écu  ; ainfi  divifant 
ce  nombre  6 par  le  nombre  3 des  perfonnes , le  quotient  2 mar- 
quera que  chaque  perfonne  aura  deux  de  ces  6 parties , ôc  par  con- 
féquent  deux  tiers  d’écus.  Donc  2 écus  à partager  entre  trois  per- 
fonnes , ell  la  même  chofe  que  deux  tiers  d’écus  ; or  2 tiers  d’ccus 
cil  une  fraction , donc  le  relie  d’une  divilion  cil  une  fraûion. 

28.  De  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  touchant  la  multipli- 
cation ôc  la  divifion,  on  doit  tirer  les  conféquences  luivantes. 
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Pour  exprimer  deux  tiers , on  écrit  d’abord  le  nombre  2,  fous 
lequel  on  mene  une  petite  ligne,  ôc  fous  cette  ligne  on  met  le 
nombre  3.  Ainli  on  écrit  f,  de  même  pour  exprimer  trois  quarts , 

3 uatre  cinquièmes, Ôcc.  on  écrit i,  f,  &c,  le  nombre  écrit  au  deffus 
e la  petite  ligne  fe  nomme  le  numérateur , parce  qu’il  marque 
combien  on  prend  des  parties  de  l’entier , ôt  celui  qui  eft  fous  la 
ligne  fe  nomme  dénominateur , parce  qu’il  exprime  en  combien  de 
parties  égales  on  conçoit  que  l’entier  eft  divifé,  & que  par  confé- 
quent  il  détermine  l’efpece  de  la  fra&ion. 

31.  Deux  ou  plufieurs  fraftions  de  differente  cfpece  , c’eft-à- 
dire,  dont  les  dénominateurs  font  differens , ne  peuvent  ni  être 
ajoutées  enfemble,  ni  être  fouftraites  les  unes  des  autres,  y d’écus 
& J d’écus  ne  peuvent  faire  nif  ni  car  quoiqu’on  prenne  d’un 
côté  2 parties  d’un  écu,  & de  l’autre  3,  ce  qui  fait  y ; cependant 
on  ne  peut  pas  dire  que  ces  cinq  parties  font  toutes  ou  des  tiers  ou 
des  quarts:  par  la  même  raifon  on  ne  fçauroit  retrancher  la  frac- 
tion [ de  la  fra&ion  * » c’eft  pourquoi  li  l’on  veut  faire  ces  opera- 
tions fur  ces  fortes  de  fractions,  il  faut  néceffairement  les  réduire 
à avoir  une  même  dénomination  , fans  cependant  changer  leur 
valeur  ; & c’eft  ce  que  nous  allons  voir  après  que  j’aurai  pofé  les 
principes  fuivans. 

32.  Si  r on  multiplie  deux  nombres  par  un  même  nombre , les  pro- 
duits feront  entr'eux  comme  les  nombres  à multiplier , c ef -à-dire , le 
premier  produit  fera  contenu  dans  le  fecoud  , ou  le  contiendra  autant 
de  fois  que  le  premier  nombre  à multiplier  fera  contenu  ou  contiendra 
le  fécond.  ' 

Soient  les  nombres  à multiplier  4 & 8 , & le  mul-  4 8 

tiplicateur  3 , les  produits  feront  12  & 24,  & il  eft  3»  3 

vifible  que  le  nombre  4 étant  contenu  2 fois  dans  8,  12  24 

le  même  4 pris  3 fois , c’eft-à-dire  1 2 , fera  aufli  con- 
tenu deux  fois  dans  le  nombre  8 pris  3 fois,  c’eft  à-dire  24;ainfi 
12  fera  à 24  comme  4 eft  à 8. 

3 3.  Si  ton  divfe  deux  nombres  par  un  même  nombre  t les  quotiens 
feront  en  même  raifon  que  les  autres  à divifer. 

Soient  les  nombres  12  & 48  à divifer  par  3,  3 • 3# 

les  quotiens  feront  4 & 1 6 ; or  12  étant  le  quart  12(4  48(16 

de  48  , il  eft  clair  que  le  tiers  de  douze , c’eft- 

à-dire  le  quotient  4 doit  être  le  4 du  tiers  de  

48,  c’eft-à-dire  du  quotient  16.  0 

34.  Lorfque  C on  multiplie  un  nombre  (ùcceffivement  par  plufieurs 
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multiplicateurs , le  produit  que  ton  trouve  e/l  égal  au  produit  que  t on 
auroit , fi  ton  multiplioit  tout  d' un  coup  te  nombre  propojè  par  U pro- 
duit de  tous  les  multiplicateurs. 

Soit  le  nombre  4 à multiplier  fucceflive- 
ment  par  2 6c  3 , le  produit  fera  24  ; car  4 
multiplié  par  2 donne  8 , ôc  8 multiplié  par  3 
donne  24  ; d’autre  part  fi  je  multiplie  le  mul- 
tiplicateur 2 par  le  multiplicateur  j,  ce  qui  fait 
6 y ôcque  je  multiplie  le  nombre  propofé 4 pat 
ce  produit , j’ai  aufli  24. 

Et  la  raifon  en  cft  évidente,  car  en  multipliant  4 par  le  pre- 
mier multiplicateur  2 , je  prens  4 deux  fois , c’cft-à-dire  je  le  rends 
double  de  lui-même,  ôc  dans  cet  état  en  le  multipliant  par  3, 
je  le  prens  3 fois , de  forte  qu’en  rout  je  le  prens  2 fois  3 fois  , 
c’eft-a-dire  6 fois  ; or  lorfqu'après  avoir  fait  le  produit  6 des  mul- 
tiplicateurs 2 ôc  3 , je  multiplie  4 par  6 , je  prens  aufli  4 fix  fois, 
tfonc  de  part  ôc  d’autre  je  fais  la  même  choie,  ôc  le  produit  doit 
être  le  même. 

33.  Lorfqu'on  divife  un  nombre  fiscceffivement  par  plu/ieurs  divi- 
feurs  y le  quotient  que  l on  trouve  efl  le  même  que  celui  quon  trouverait , 
ft  [on  divijoit  tout  d’un  coup  le  nombre  propojè  par  le  produit  de  tous  les 
divifeurs.  ✓ 

Soit  le  nombre  24  à divifer  par  2 ôc  2 3 2 6 

3 , le  quotient  fera  4,  car  24  divifé  par  24(12(4  3 24(4 

2 donne  12,  ôc  12  divifépar  3 donne 4;  00  60 

d’autre  part  le  produit  des  deux  divifeurs 

2ôc3c(l5,ôcfije  divife  24  par  6 , j’ai  aufii  4 pour  quotient. 

Là  raifon  en  eft  qu’en  divifant  24  par  2 , je  le  réduits  à la  moi- 
tié, ôc  dans  cet  état  en  le  divifant  par  3,  je  le  réduits  au  tiers 
de  la  moitié,  ôc  par  conféquent  je  le  réduits  au  fixiéme  ; car  la 
moitié  étant  partagée  en  trois  parties  , l’entier  qui  contient  deux 
moitiés,  contient  aufli  6 de  ces  parties  ; ainfi  chacune  d’elles  efl 
le  fixiéme  de  l’entier  : or  lorfqu’après  avoir  fait  le  produit  6 des 
deux  divifeurs,  je  divife  24  par  ce  produit,  je  réduits  24  au  fi- 
xiéme ; donc  de  part  ôc  d’autre  je  fais  la  même  chofe , ôc  le  quo- 
tient doit  être  le  même. 

Réduire  deux  ou  plufieurs  fi  aidions  à un  même  dénominateur. 

3 6.  Soient  les  deux  fractions  propofées  7,  7,  je  multiplie  les 
deux  dénominateurs  3 ôc  y l’un  par  l’autre , ce  qui  donne  le  dé- 
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ftominateur  commun  i y ; enfuite  je  multiplie  le  numérateur  2 
de  la  première  par  le  dénominateur  y de  la  fécondé, 

& le  numérateur  4 de  la  fécondé  par  le 'dénominateur 
3 de  la  première,  ce  qui  me  donne  deux  nouveaux 
numérateurs  10  & 12 , 6c  je  dis  que  la  première  frac- 
tion -y  eft  changée  en  — qui  a la  même  valeur  que  f , & que  la 
fécondé  f eft  changée  en  fÿ  qui  ne  vaut  pas  plus  que  f. 

Pour  en  être  convaincu , on  n’a  qu’à  confiderer  qu’en  opérant 
comme  j’ai  fait,  le  numérateur  2 de  la  première  fradion,  ôc  for» 
dénominateur , ont  été  multipliés  par  un  même  nombre  y , ôc 
qu’ainfi  les  produits  10  6c  1 y font  en  même  raifon  que  les  nom- 
bres à multiplier  2 6c  3 {N.  32.)  yfl’où  il  fuit  que  10  eft  les  deux 
tiers  de  iy  , de  même  que  2 eft  les  deux  tiers  de  3 , ôc  que  pat 
conféquent  c’eft  la  même  chofe  de  partager  l’entier  en  1 y partie* 
égales,  6c  d’en  prendre  10,  que  de  le  partager  en  3,  ôc  d’en  pren- 
dre 2;  de  même  le  numérateur  4 de  la  fécondé  fradion  , 6c  fon 
dénominateur  y, ayant  été  multipliés  parle  même  nombre  3,  les 
produits  1 2 6c  1 y font  en  même  raifon  que  les  nombres  4 6c  y. 
Donc  les  deux  nouvelles  fradions  , 77,  font  les  mêmes  que  les 
deux  propofées f ôc  ôc  il  eft  vifible  qu’elles  ont  le  même  déno- 
minateur ty,  puifque  dans  l’une  ôc  dans  l’autre  ce  dénominateur 
eft  le  produit  des  2 dénominateurs  y ôc  y des  fradions  propofées. 

Soient  les  trois  fradions  propofées  f,  f , je  multiplie  les 
trois  dénominateurs  les  uns  par  les  autres 
c’eft-à-dire  je  multiplie  3 par  y , ce  qui  fait 
1 y , ôc  1 y par  6,  ce  qui  fait  po , ôc  je  prens 
' po  pour  le  dénominateur  commun: je  mul- 
tiplie enfuite  le  numérateur  2 de  la  première 
fucceffivemént  par  les  dénominateurs  des 
deux  autres,  ou  ce  qui  revient  au  même,  par 
le  produit  30  de  ces  deux  dénominateurs  y 6c  6 (N.  34.)  ôc  le 
produit  60  eft  le  nouveau  numérateur  de  cette  fradion. 

Je  multiplie  de  même  le  numérateur  4 de  la  fécondé  fucceffi- 
vement  par  les  dénominateurs  3 ôc  6 des  deux  autres , ou  tour  d un 
coup  par  le  produit  18  de  ces  deux  dénominateurs  ; ôc  le  produit 
72  eft  le  nouveau  numérateur  de  cette  fécondé  fradion  ; enfin  je 
multiplie  le  numérateur  t de  la  troifiéme  fradion  fucceflivement 
par  les  dénominateurs  3 ôc  y des  deux  autres , ou  tout  d’un  coup 
par  leur  produit  ty,  ôc  le  produit  1 y eft  le  nouveau  numérateur 
de  cette  troifiéme  fradion. 
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Les  trois  fractions  propofées  ,|,font  donc  changées  en  ces 
trois  ci  »qui  ont  un  même  dénominateur,  6c  dont  les 

valeurs  lunt  les  mêmes  que  celles  des  propofées.  La  démonftra- 
tion  de  ceci  eft  la  même  que  la  précédente  ; car  il  eftaifé  de  voie 
qu’en  opérant  de  cette  façon  , le  numérateur  2 6c  le  dénomina- 
teur 3 de  la  première  fraèlion  ayant  été  multipliés  l’un  ôc  l’autre 
fucccnivcment  par  les  dénominateurs  3 6c  y,  ou  tout  d’un  coup 
par  le  produit  30  de  ces  deux  dénominateurs,  les  produits  60,90, 
font  en  même  raifon  que  2 6c  3 ( n.  34.  ),  6c  que  par  conféquent 
60  eft  les  deux  tiers  de  90,  de  même  que  2 eft  les  deux  tiers  de  3 ; 
d’où  il  fuit  que  c’eft  la  même  chofe  de  partager  l’entier  en  90  par- 
ties égales , Ôc  d’en  prendre  60 ,*que  de  le  partager  en  3 6c  d’en  pren- 
dre 2 , 6c  qu’ainfi  la  fra&ion  J ° eft  la  même  que  f . On  fera  le  mê- 
me raifonnement  à l’égard  des  deux  autres  fractions. 

La  réglé  eft  donc  de  multiplier  tous  les  dénominateurs  enfem- 
ble,  6c  de  prendre  le  produit  pour  le  dénominateur  commun,  en- 
fuite  de  multiplier  le  numérateur  de  chaque  fraétion  par  les  déno- 
minateurs de  toutes  les  autres , ce  qui  donnera  les  nouveaux  nu- 
mérateurs que  l’on  cherche. 

Réduire  un  entier  en  frallion  dont  le  dénominateur  fait  donné. 

Soit  le  nombre  iy  à réduire  en  une  fraétion  dont 
le  dénominateur  foit  3 , je  multiplie  iy  par  3 , 6c  le  ij 

produit  eft  4y , j’écris  donc  , 6c  menant  une  ligne  , 3 

j’écris  le  dénominateur  3 au-deflous , ce  qui  me  donne  4 y 
la  fraôion  ^ égale  à l’entier  iy. 

Démonstration.  Chaque  unité  de  l’entier  ty  étant  divifée 
en  trois  parties  égales , contient  3 tiers , ôc  par  conséquent  1 y uni- 
tés doivent  contenir  iy  fois  3 tiers,  c’eft-à-dire-^-.  Donc  4 f eft 
égal  à ty. 

Réduire  en  entier  une  frattion  improprement  dite , ou  dont 
le  numérateur  ejl  plus  grand  que  le  dénominateur. 

38.  Soit  la  fra&ion  Y à réduire  en  entiers  ; je  divife  3 
4y  par  le  dénominateur  3 , 6c  le  quotient  1 y eft  l’entier  4/  ( 1 7 
que  je  cherche.  j y . 

Démonstration.  Puifque  la  fraftion  eft  une  frac-  — 
tion  de  tiers , chaque  entier  en  doit  contenir  3 , ainfi  il 
doit  y avoir  dans  ^ autant  d’entiers  qu’il  y aura  de  3 , ôc  par  con- 
féquent en  divifant  4y  par  3 , on  a le  nombre  des  entiers  contenus 
dans  ±f.  Réduire 
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Réduire  une  fraflion  aux  plus  petits  nombres  qui  puijjent  l exprimer. 

39.  Soit  la  fradion  à réduire  à fes  moindres  termes , il  eft 
fur  qu’il  faut  pour  cela  que  je  cherche  un  nombre  qui  divife  exac- 
tement le  numérateur  12  & le  dénominateur  24;  caries  quotients 
feront  certainement  plus  petits  que  12  ôc  24,  & cependant  ils  fe- 
ront en  même  raifon  (n.  33.),  d’où  il  fuit  que  je  pourrai  mettre  le 
premier  quotient  à la  place  du  numérateur  12,  ôc  le  fécond  à la 
place  du  dénominateur  24,  ce  qui  me  donnera  une  nouvelle  frac- 
tion égale  à H » & dont  les  termes  feront  moindres.  20.  Il  faut  en- 
core que  ce  divifeur  que  je  cherche,  foit  le  plus  grand  divifeur 
éxad  qui  puiffe  divifer  12  ôc  24;  car  les  quotients  deviendront 
alors  les  moindres  qu’ils  puilfent  être,  à caufe  que  plus  le  divifeuc 
eft  grand , moins  il  eft  contenu  dans  le  dividende , ôc  par  confé- 
quent  le  divifeur  devient  moindre. 

Pour  remplir  donc  ces  deux  conditions,  je  12  12 

divife  le  dénominateur  24  par  le  numérateur  12,  24  ( 2 12(1 

ôc  trouvant  que  la  divilion  eft  exade , ôc  que  le  0 o 

quotient  eft  2 , je  divife  auffi  1 2 par  lui-même , 
ôc  le  quotient  eft  1 ; ainfi  les  deux  nombres  12  ôc  24  ayant  été 
divifés  parle  même  nombre  12,  les  quotients  1 ôc  2 font  en  même 
raifon  (N.  33.)  ôc  par  conféquent  la  fradion  ~ eft  la  même  que 
la  fradion  J*  ; de  plus  on  ne  fçauroit  trouver  de  moindres  ter- 
mes pour  exprimer  cette  fradion,  puifque  le  divifeur  12  étant 
égal  au  numérateur , on  ne  fçauroit  trouver  un  plus  grand  nombre 
qui  divife  exadement  12  ôc  24. 

Si  après  avoir  diviféle  dénominateur  par  le  numérateur, la  di- 
vifion  n’eft  pas  exade  ; on  néglige  le  quotient , ôc  l’on  divife  le  nu- 
mérateur par  le  refte  de  la  première  divifton  ; ôc  fi  cette  fécondé 
divifion  n’eft  pas  exade,  on  divife  le  refte  de  la  première  divifton 
par  le  refte  de  la  fécondé,  ôc  on  continue  de  même  jufqu’àce  qu’on 
trouve  un  divifeur  éxad;  alors  on  divife  le  numérateur  ôc  le  déno- 
minateur de  la  fradion  propofée  par  ce  divifeur,  ôc  les  deux  quo- 
tients compofent  la  fradion  réduite. 

Soit  par  exemple  la  fradion  à 168  72.  24 

réduire  aux  moindres  termes.  Je  divife  240(r  168(2  72(3 

le  dénominateur  240  par  le  numéra-  72  24  o 

teur  1 68,  ôc  la  divifion  n’eft  pas  éxade; 
car  il  me  refte  72. 

Je  négligé  le  quotient  1,  ôc  je  divife  le  numérateur  1 68  par  72,' 
Tome  /.  D 
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& la  divifion  n’eft  pas  éxacte,  puifqu’il  me  refte  24. 

Je  néglige  le  quorienr  2,  & je  divife  le  premier  refte  72  par  le 
fécond  24,  ôc  la  divifion  eft  éxaCte. 

Je  prens  donc  le  divifeur  24  & je  divife  le  24  24 

numérateur  1 68  , ôc le  dénominateur  240  l’un  l6S(7  240  (10 

& l’autre  par  24 , & les  quotients  7 & 10  font  00  3ô  ' 
en  même  raifon  que  168  8t  240  ; donc  la  o 

fraction  ,75  eft  la  même  que  la  fraction  ré- 
duire à fes  moindres  termes. 

Démonstration.  Je  dis  t°.  que  24  doit  divifer  exaêtement  le 
numérateur  1 68  & le  dénominateur  240  ; car  24  divife  exactement 
72,  or  168  contient  2 fois  72  plus  24,  comme  on  voit  par  la  divi- 
fion que  nous  avons  faite  y ainfi  1 68  eft  le  même  que  2 fois  72  plus 
2 4 y mais  24  fe  divife  exactement  lui-même,  6c  divife  aufti  exaéte- 
ment  2 fois  72  : puifqu’il  divife  exactement  72, donc  24  divife  exac- 
tement 2 fois  72  plus  24 , c’eft-à-dirc  1 68.  De  même  240  contient 
une  fois  168  plus  72,  comme  on  voit  par  la  divifion  que  nous  avons 
faite  ; donc  240  eft  la  même  chofe  que  168  plus  72»  or  24  divife 
exactement  1 68  & 72,  donc  24  doit  aufti  divifer  exactement  16S 
plus  72,  c’eft-à-dire  240.# 

Je  dis  2°.  que  24  eft  le  plus  grand  divifeur  qui  puifte  divifer 
exactement  1 68  & 240.  Si  l’on  vouloir  qu’il  y eût  un  nombre  plus 
grand  que  24,  qui  divifat  exa£tement  168  6c  240,  il  faudroitque 
ce  nombre  divifat  exactement  168  & le  premier  refte  72;  car  240 
étant  la  même  chofe  que  1 68  plus  72 , fi  le  divifeur  de  1 68  ne  di- 
vifoir  pas  exactement  72,  il  nediviferoit  pas  non  plus  168  plus  72, 
c’eft-à-dire  240.  De  plus  1 68  étant  égal  à 2 fois  72  plus  24,  le  di- 
vifeur qui  diviferoit  exactement  »68  & 72,  devrait  aufti  divifer 
exaêtement  2 fois  72,  & 24;  car  autrement  il  ne  diviferoit  pas  168 
égal  à 2 fois  72  plus  24;  or  24  ne  peut  pas  avoir  un  divifeur  plus 
grand  que  lui,  donc  il  ne  peut  pas  fe  trouver  de  nombre  plus  grand 
qui  divife  exactement  168  & 240.  • 

Evaluer  une  fraflion. 

40.  Nous  avons  dit  (M  8.) , qu’il  y a certaines  chofcs  dontl’u- 
fage  a voulu  qu’on  ait  fait  des  divifions  & de  foudivifions  nom- 
mées fous  efpeces.  Or  évaluer  une  fraction  de  quelqu’une  dé  ces 
chofes  , c’eft  chercher  combien  la  fraction  contient  de  fous-ef- 
peces. 

Pour  fqavoir  combien  a de  livres  contient  de  fols , qui  eft  la  fous- 
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efpece  de  la  livre , il  faut  réduire  la  livre  en  fols  , c’eft-à-dire  la 
multiplier  par  20 , à caufe  que  la  livre  contient  20  fols;  enfuite  on 
divifera  20  par  4 pour  en  avoir  le  quart  qui  eft  y , ôc  l’on  multi- 
pliera ce  quart  par  y,  parce  qu’on  a f , ôc  le  produit  1 y fols  mar- 
quera que  a de  livres  valent  iy  fols,  ce  qui  n’a  pas  befoin  de  dé- 
monftration. 

Ajouter  cnfemble  deux  ou  plusieurs  fiattions. 

41.  Si  les  fractions  ont  un  môme  dénominateur , on  ajoute  en- 
femble  tous  les  numérateurs  ; mais  fi  les  dénominateurs  font  dif- 
ferens  4 on  réduit  auparavant  les  fradions  à une  même  dénomi- 
nation. 

Ier.  Exemple.  Un  homme  a acheté  dune  part  1 2 aunes  f d étoffé,  & 
dttn  autre  14  aunes  & y , combien  a-t' il  acheté  d aunes  en  tout  ? 

J’écris  les  aunes  fous  les  aunes , & les  fradions  fous  1 2 7 

les  fradions , après  quoi  je  dis  f 6c  7 font  f,  ôc  comme  14  f 

le  numérateur  7 eft  plus  grand  que  le  dénominateur  y,  L 

je  divife  7 par  y,  pour  fçavoir  combien  il  y a d’entiers, 

6c  je  trouve  1 entier  avec  un  refte  2 , c’eft-à-dire  7,  j 'écris  ~ fous 
la  ligne  , & paflant  aux  aunes , je  dis  1 entier  que  j’ai  & 2 font 
5 , ôc  4 font  7 , êc  achevant  le  refte  à l’ordinaire , je  trouve  que 
cet  homme  a acheté  27  aunes  & 7. 

II.  Exemple.  Un  Marchand  a vendu  a trois  differentes  perfonnes 
iy  aunes  7,  12  aunes  7,  18  aunes  y,  combien  a-t  il  vendu  en 
tout  ? 

Je  réduis  les  trois  fradions  au  même  dénomina-  40  4y  48 
teur,  ôc  j’ai  les  nouvelles  fradions  f£,  f|,  J-’,  qui  777 
font  les  mêmes  que  les  fradions  propofées. 

J’écris  donc  1 y aunes  ff , au  lieu  de  1 y aunes  f , 

1 2 aunes  ff , au  lieu  de  1 2 aunes  f , & 1 8 aunes  £§ , 
au  lieu  de  1 8 aunes  7,  6c  ajoutant  enfemble  les  trois 

numérateurs,  la  fomme  eft  ; 6c  comme  le  nu-  

merateur  eft  plus  grand  que  le  dénominateur , je  di-  qi"1"  > > 
vile  1 } j par  60 , & le  quotient  eft  2 entiers  avec 
un  refte  ff.  J’écris  fous  les  fradions,  6c  ponant  2 entiers  au 
rang  dès  aunes,  je  dis  2 que  je  ponc  6c  y font  7,  ôt  achevant 
le  refte  à la  maniéré  accoutumée , je  trouve  que  ce  Marchand  a 
vendu  47  aunes  ff. 

Dij 
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Soujlraire  une  frattion  d’une  autre. 

42.  Si  les  deux  fractions  ont  le  même  dénominateur  , on  foir- 
ftrait  le  numérateur  de  la  petite  du  numérateur  de  la  grande  , ôc 
ce  qui  relie  eft  le  numérateur  de  la  fradion  reliante  : que  fi  les  dé- 
nominateurs font  differens,  on  réduit  auparavant  les  deux  fradionj 
à une  même  dénçmination. 

Ier.  Exemple.  Un  homme  entreprend  un  voyage  qui  en  fuivant  la 
route  commune  ferait  de  28  lieues  2,  mais  en  prenant  une  autre 

route , il  ne  fera  que  1 7 lieues  2 , combien  èpargnera-t'il  de  lieues  l. 

0 

J’écris  ces  deux  nombres  l’un  fous  l’autre , c’eft-  28li,u"  £ 
à-dire  les  lieues  du  petit  fous  les  lieues  du  grand,  17  i 

& les  fradions  fous  les  bradions;  enfuite  je  dis ^ — ^7, 

de  2 ôtez  ou  de  3 ôtez  1 , il  relie  2 , ou  J,  11  4 ou  T 

c’eft-à-dire  { ; de  8 ôtez  7 , il  relie  1 , ôc  de  2 ôtez  i , il  relie  1 ; 

ainfi  cet  homme  fera  1 1 lieues  2 (de  moins. 

II.  Exemple.  De  17  aunes  ôtez  ty  aunes  f,  que  rejle-t'il ? 

Je  réduis  les  deux  bradions  au  même  dé-  ^ 8 17'“”"  A 

nominateur,  ce  qui  donne  A ôc  A»  j’écris  2 a iy  A 

donc  17  aunes  7^,  au  lieu  de  17  aunes  2,  ja  — ^TT 

ôc  par-deflbus  13  aunes  A > au  lieu  de  1 y 2 1 * 

aunes  ôc  f ; enfuite  je  dis  : de  A ôtez  A j ou  de  p ôtez  8 , il  relis 
1 ou  A>  de  7 aunes  ôtez  y,  il  relie  2 , ôc  de  1 ôtez  1 , il  ne  relie 
riens  ainfi  le  relie  eft  2 aunes  A» 

III.  Exemple,  Un  homme  a acheté  2y  aunes  y 
à un  ami  p aunes  2 , combien  lui  en  refe-t'il  f 

Je  réduis  les  deux  fradions  au  même  dé-  8 ty  '2'fam~ë 

nominateur , ce  qui  donne  A » & fl  > j’écris  7 2 x /_ 

donc  2 y aunes  A >&  par  deffous  p aunes  20  — >u;— — 

, ôc  je  dis  : de  A je  ne  puis  ôter  } c’eft  1 S n 

pourquoi  j’emprunte  une  unité  au  rang  des 
aunes,  ôc  la  reduifant  en  une  fradion  dont  le  dénominateur  foit 
20 , j’ai  qui  joints  aux  A que  j’a*  déjà  font  f* , ôc  de  ~ ôtez 
J-J,  il  relie  ; enfuite  de  4 ne  pouvant  ôterp  , j’emprunte  une 
unité  fur  le  rang  fuivant,  laquelle  unité  vaut  10,  ôc  ces  10  joints 
aux  4 que  j’ai  déjà  font  14,  ôc  de  14  ôtez  p,  il  relie  y ; enfin  de  l 
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ôtez  0 , il  relie  1 ; donc  ce  qui  relie  à cet  homme  eft  1 y aunes  f J. 

Multiplier  une  fraftion  par  une  autre. 

43.  Pour  multiplier  deux  fractions  l’une  par  l’autre,  foit  que 
les  dénominateurs  foient  les  mêmes,  ou  qu’ils  foient  dilFercns , 
on  mulriplic  les  deux  numérateurs  l’un  par  l’autre , & les  deux  dé- 
nominateurs aulfi,  & l’on  a une  nouvelle  fraétion  qui  eft  le  pro- 
duit des  deux. 

Pour  multiplier  *■  par  f,  on  multiplie  le  numerareur  3 par  le  nu- 
mérateur 4 , ce  qui  fait  1 2 , on  multiplie  de  même  le  dénomina- 
teur 4 par  ledénominateur  j,  ce  qui  fait  20,  ôt  l’on  écrit  *-*  pour  le 
produit  des  deux  fraétions. 

Démonstration.  Si  au  lieu  du  multiplicateur  f j’avois  qua- 
tre unités , je  multiplierais  le  numérateur  3 de  la  fraction  i par  le 
multiplicateur  4,  & j’aurais  ~ peur  le  produit;  car  ^ pris  4 fois, 
c’eft-à-dire  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  le  multiplicateur 
4 font  — : or  ce  n’eft  pas  par  4 unités  que  je  dois  multiplier  i, 
mais  par  f , ou  par  4 divifé  par  y ; ainft  en  multipliant  par  4 , j’ai 
trop  multiplié,  &.  le  produit  ~ eft  trop  grand;  pour  corriger  donc 
ce  défaut,  il  faut  que  je  divife  ce  produit  par  le  dénominateur  y 
de  f ; mais  étant  la  même  chofe  que  1 2 divifé  par  4 , il  s’enfuit 
que  1 2 divifé  par  4 , doit  être  enfuite  divifé  par  y,  ou  ce  qui  revient 
au  même  , que  12  doit  être  divifé  tout  d’un  coup  par  le  produit 
'20  des  deux  divifeurs  4 Ôt  y ( N.  3 y.).  Donc  la  fraction  — eft  le 
produit  cherché. 

Divifèr  une  jratlion  par  une  autre. 

44.  Pour  divifer  une  fraêtion  par  une  autre,  il  faut  toujours  que 
les  dénominateurs  foient  les  mêmes  ; & fi  cela  n’eft  pas  , il  faut 
auparavant  réduire  les  fraêtions  à la  même  dénomination.  Après 
quoi  on  divife  le  numérateur  de  la  fraction  à divifèr  par  le  numé- 
rateur de  la  fraction  qui  doit  la  divifer. 

Pour  divifer  | par  f ,on  divife  8 pat  4,  & le  quotient  2 fait  voir 
que  ~ contient  2 fois  f. 

Pour  divifer  par  ^ , on  divife  p par  7,  & le  quotienr  | ou  1 
ffait  voir  que  ?z  contient  une  fois  & deux  feptiémes  de  fois, 
c’eft-à-dire  que  ^ contient  ^ ôt  2 parties  de  fept  dixiémes  ou 
& ainfi  des  autres. 
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Des  fl  attions  de  fl  attions. 

4y.  De  même  qu’on  peut  divifer  un  entier  en  plufieurs  parties 
égales  , & en  prendre  quelques-unes , ce  qui  fait  une  fraction  : de 
même  aufli  on  peut  divifer  une  fraction  en  plufieurs  parties  éga- 
les, ôc  en  prendre  quelques-unes  , ce  qui  fait  une  fraction  de 
fradion.  D’où  l’on  voit  qu’une  fradion  de  fradion  n’a  pas  un  rap- 
port immédiat  à l’entier,  mais  feulement  à la  fradion  dont  elle 
eft  partie.  Le  ~ de  ÿ n’eft  pas  le  tiers  de  l’entier  mais  le  tiers  d’u-^ 
ne  partie  de  l’entier. 

Pour  operer  fur  les  fradionsde  fradions,  il  faut  auparavant  leur 
donner  un  rapport  immédiat  à l’entier,  c’eft-à-dire  les  faire  deve- 
nir fimples  fradions  , ce  que  l’on  fait  ainfi. 

Soit  la  fradion  de  fradion  ÿde  ÿ d’aune;  je  multiplie  les  deux 
dénominateurs  enfemble.  Ce  qui  fait  1 2 , & prenant  1 2 pour  dé- 
nominateur, ôc  1 pour  numérateur,  j’ai  la  fradion  yj  d’aune  éga- 
le  à ÿ de  ÿ d’aune  ; ce  qui  elt  vifible , puifque  l’aune  contenant 
quatre  quarts , ôc  chaque  quart  contenant  trois  tiers , l’aune  doit 
par  conféquent contenir  trois  fois  quatre,  ou  1 2 parties  telles  que 
chacune  foit  le  tiers  de  fon  quart  ; ôc  par  conféquent  chacune  de 
ces  parties  eft  la  douzième  partie  de  l’aune. 

Soit  encore  la  fradion  de  fradion  y de  -J-  d'aune;  je  multiplie 
les  deux  numérateurs,  ce  qui  fait  5,  ôc  les  deux  dénominateurs, 
ce  qui  fait  1 2 , ôc  j’ai  la  fradion  d’aune  égale  à y de  -J-  d’aune  1 
car  le  tiers  d’un  quart  étant  un  douzième  d’aune  , les  deux  tiers 
d’un  quart  font  deux  douzièmes  d’aune , ôc  les  deux  tiers  de  trois 
quarts  font  2 fois  3 ou.5  douzièmes  d’aune. 


CHAPITRE  IV- 

De  la  Multiplication  & de  la  Divifior.  compofce. 

4<î. T A partie  aliquote  d’un  nombre  eft  une  partie  qui  étant  pri- 

| j fe  plufieurs  fois  eft  égale  à ce  nombre  : 4 étant  pris  y fois 
eft  égal  à 20,  donc  4 eft  une  partie  aliquote  de  20. 

47.  La  partie  aliquante  d’un  nombre  eft  une  partie  qui  étant 
prife  plufieurs  fois  , eft  toujours  ou  moindre  ou  plus  grande  que  ce 
nombre,  fans  pouvoir  jamais  lui  êrre  égale  : 6 pris  3 fois  eft  moin- 
dre que  20,  ôc  le  meme  6 pris  4 fois , y fois , ôcc.  eft  plus  grand 
que  20.  Donc  6 eft  partie  aliquante  de  20. 
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48.  Toute  partie  aliquante  d’un  nombre  peut  fe  partager  en 
deux  ou  plufieurs  parties  aliquotes.  Par  exemple  6,  partie  aliquan- 
te  de  20,  peut  fe  couper  en  deux  parties  4 & 2,  donc  la  première 
eft  contenue  y fois  dans  20,  ôc  la  féconde  y eft  contenue  dix  fois  .* 
le  même  6 peut  fe  couper  encore  en  deux  parties  y & 1 ; donc 
la  première  eft  contenue  4 fois  dans  20.,  ôc  l’autre  y eft  contenue 
2.0  fois. 

49.  C’eft  par  le  moyen  des  parties  aliquotes , & dfs  aliquantes 
réduites  en  aliquotes  qu’on  fait  la  multiplication  compoféc  , ainft 
qu’on  verra  après  que  nous  aurons  établi  les  deux  principes  fui- 
Vans. 

y o.  Si  F on  divife  un  nombre  entier  par  1 o,  le  quotient  fera  toujours 
égal  à toutes  les  parties  du  dividende,  excepté  la  dernière  à droite , qui 
fera  une  fraclion , donc  le  dénominateur  fera  ic. 

Soit  le  nombre  3642  à divifer  par  ro,  je  le  io 
divife  à la  façon  ordinaire,  ôc  je  vois  que  dans  3642  (364 ,^5 

chaque  operation  le  premier  nombre  1 du  divi- — 

feur  eft  contenu  dans  le  caraélere  du  dividende 
qui  fe  trouve  fous  lui  autant  de  fois  que  ce  cara-  42 

ûere  contient  d'unités  ; & que  le  fécond  carac-  

tere  o du  divifeur  laiflfe  toujours  fubfifter  le  cara-  2 
tere  du  dividende  qui  eft  fous  lui;  donc  après  la  derniere opé- 
ration, je  dois  avoir  au  quotient  les  carafteres  364  qui  font  les 
trois  premiers  caraéleres  du  dividende,  & le  dernier  caraétere 
eft  un  reltc  à divifer  par  10,  & par  conféquent  ce  refte  eft 

De-Ià  il  fuit  qu’au  lieu  de  faire  la  divifion  demandée,  on  n’a 
qu’à  retrancher  tout  d’un  coup  le  dernier  caraétere  6c  écrire 


20 
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yi.  Si  F on  divife  un  nombre  par  20,  le  quotient  fera  toujours  égal 
à la  moitié  de  tous  les  termes  de  ce  nombre  qui  precedent  le  dernier  , 
& le  refte  fera  une  fraflion  qui  aura  pour  dénominateur  20. 

Soit  le  nombre  4<îy2  à divifer  par  20.  Je  fais 
la  divifion , ôc  je  trouve  que  le  premier  caraélere 
2 du  divifeur  me  donne  dans  chaque  opération 
la  moitié  du  caratterc  du  dividende  qui  fe  trouve 
fous  lui , parce  que  c’eft  la  même  chofe  de  pren- 
dre la  moitié  ou  de  divifer  par  2,  ôc  que  le' fé- 
cond caraétere  zéro  du  divifeur  laifte  toujours 
fubfifter  le  cara&ere  du  dividende  qui  fe  trouve  fous  lui  ; donc 
après  la  derniere  operation  je  dois  avoir  au  quotient  232,  c’eft- 
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à-dire  la  moitié  des  trois  premiers  caraâeres  4 6y  du  dividende; 
& après  avoir  pris  cette  moitié , il  refte  1 dixaine , laquelle  jointe 
au  dernier  caraétere  2 du  dividende  fait  12,  c’eft-à-dire  12  à di- 
vifer  par  20,  ou  f§. 

De-là  il  fuit  qu’au  lieu  de  faire  la  divilîon  demandée  , il  n’y  a 
qu’à  retrancher  du  dividende  le  dernier  cara&ere  à droite  , ôc 
prendre  la  moitié  en  allant  de  gauche  à droite  ; ainfi  on  dira  la 
moitié  de  4*  eft  2,  la  moitié  de  6 eft  3,  & la  moitié  de  y eft  2; 
& il  refte  1 dixaine,  qui  jointe  au  caraétere  retranché  2 fait  ff,  6c 
l’on  aura  2 $2 

Je  laifle  à examiner  aux  commençans  ce  qui  arriveroit,  fi  l’on 
divifoit  un  nombre  par  30, 40,  yo,do,  6c c. 


Ier.  Exemple.  Un  Ouvrier  a fait  3 6y  toifes  d’ouvrage  à 4 livres 
10  fols  ta  toi  je  t combien  lut  revient  il? 

J’écr  s le  nombreà  multiplier  3 6y,  6c  fous  fon  3<yy,oif« 
dernier  caradere  à droite  j'écris  4 liv.  & j’avance  4*  iofo1* 
10  fols,  enluite  je  multiplie  jéy  par  4 , ce  qui  i^üo 
donne  1460  livres.  xg2  10 

Maintenant  pour  multiplier  par  10  fols,  je  — - — ; — - — yolt 
dis  : li  faune  ne  coutoit  qu’une  livre  ou  20  fols , le 

firix  de  3 6 y aunes  feroit  3 6 y livres , mais  1 o fols  eft  la  moitié  d’une 
ivre  , donc  je  ne  dois  avoir  que  la  moitié  de  3 6 y ; je  dis  donc  : la 
moitié  cfe  3 eft  1 ôc  il  refte  1 qui  joint  au  caraûere  fuivant  6 fait 
1 6 ; la  moitié  de  1 6 eft  8 ; la  moitié  de  y eft  2 , 5c  il  refte  1 livre  à 
partager  en  deux  ou  une  moitié  de  livre  ; or  la  moitié  d’une  livre 
eft  10, 6c  par  confequent  j’écris  10  fols  , 6c  ajoutant enfemble les 
deux  produits  , j’ai  1642  liv.  10  fols  pour  le  prix  de  35 y toiles. 

II.  Exemple.  A y livres  1 3 fols  6 deniers  la  toife,  combien  vaudront 
53  y toifes  ? 

Je  mu'tiplie  y»  y par  y liv.  ce  qui  donne 
2 67  y liv.  enfuite  les  1 3 fols  n’étant  pas  une 
partie  aliqtiote  de  20  fols,  ou  d’une  livre, 
je  coupe  1 3 fols  en  trois  parties  10,2,  ôc 
1 , dont  la  première  eft  la  moitié  d’une  li- 
vre , la  fécondé  eft  le  dixiéme , 6c  la  troi- 
troifiémeeft  le  vingtième;  je  multiplie  donc 
par  10  fols  , en  difant  : li  la  toife  ne  valoir 
que  1 livre,  le  prix  de  yjy  toifes  ne  vaudrait  que  yjy  livres i 

or 
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or  10  eft  la  moitié  de  la  livre  , donc  je  ne  dois  prendre  que  la 
moitié,  ôc  prenant  cette  moitié,  j’ai  257  livres  10  fols. 

Pour  multiplier  par  2 fols  qui  eft  le  dixiéme  d’une  livre , je 

firens  le  dixiéme  de  33  3 que  rendroit  une  livre  ; or  pour  prendre 
e dixiéme , ou  pour  divifer  par  10 , je  coupe  le  dernier  caradere 
de  y 3 y (N.  30.)  ôc  j’ai  33  livres,  ôc  le  refte  eft  une  fra&ion  ^ , 
mais  chaque  dixiéme  vaut  2 fols,  donc  3 dixiémes  valent  10  fols, 
& par  conféquent  j’ai  33  livres  10  fols  pour  le  produit  de  2 fols. 

Pour  multiplier  par  1 fol , je  prends  le  vingtième  de  J 31  livres 
qu’une  livre  rendroit,  c’eft-à-dire,  je  divife  y 3 y par  20,  ainfi  je 
coupe  le  dernier  carattere  3,  ôc  je  prends  la  moitié  de  33  qui  eft 
26  (n.  y 1.  ),  ôc  il  refte  1,  lequel  joint  au  dernier  caradere  fait 
Or  chaque  vingtième  vaut  1 fol,  donc  font  13  fols  ; j’ai  donc 
26  livres  1 y fols  pour  le  produit  de  1 fol. 

Maintenant  pour  multiplier  par  6 deniers , je  prends  la  moitié 
de  ce  que  1 fol  m’a  rendu,  à caufe  que  6 deniers  eft  la  moitié 
d’un  fol , ôc  j’ai  1 3 livres  7 fols  6 deniers.  Mais  fi  avant  les  fix  de- 
niers je  n’avois  eu  que  10  fols,  ôc  que  par  conféquent  je  n’eufie 
point  le  produit  d’un  fol  qui  me  fait  voir  tout  d’un  coup  que  6 de- 
niers doivent  me  rendre  la  moitié  de  ce  produit,  je  ferois  une 
fuppofition  en  difant  : fi  j’avois  à multiplier  par  2 fols  qui  eft  le 
dixiéme  d’une  livre,  je  n’aurois  qu’à  retrancher  le  dernier  carac- 
tère de  333  , ôc  j’aurois  33  livres  ôc  chacun  defquels  valant 
2 fols  font  10  fols;ainfi  j’aurois  33  livres  10  fols  pour  le  produit 
de  2 fols  ; or  6 deniers  font  le  quart  de  2 fols  : donc  6 deniers  doi- 
vent me  produire  le  quart  de  33  livres  jofols , ôc  prenant  le  quart, 
j’aurois  le  quart  de  3 eft  1 , ôc  il  refte  1,  qui  avec  le  3 fuivant  fait 
1 3 ; le  quart  de  1 3 eft  3,  ôc  il  refte  1 livre  ou  20  fols , qui  joint  aux 
10  fols  fui  vans  font  30  fols-,  le  quart  de  30  fols,  eft  7 fols,  ôc  il  refte 
2 fols  ou  24.  deniers , dont  le  quart  eft  6 > ainfi  j’aurois  1 3 livres  7 
fols  6 deniers  pour  le  produit  de  6 deniers. 

J’ajoute  enfemble  tous  les  produits  que  je  viens  de  trouver,  ôc  le 
produit  total  3 03  6 livres  2 fols  6 deniers  eft  le  prix  des  333  aunes. 

III.  Exemple.  327  toifes  3 pieds  6 pouces  à 3 livres  9 fols  4 deniers 
la  toife  y combien  valent-elles  ? 

Je  néglige  les  3 pieds  6 pouces  du  multiplicateur,  ôc  Je  multiplie 
327  par  3 , ce  qui  donne  98 1 livres. 

9 lois  n’étant  pas  une  partie  aliquote  de  20  f.  je  coupe  9 en  2 par- 
ties 3 ôc  4. , dont  l’une  eft  le  quart , ôc  l’autre  le  cinquième  d’une  liv. 
Tome  I.  E 
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Je  multiplie  par  y fols,  en  prenant  le  quart 
de  327  ; le  quart  de  3 2 eft  8 , le  quart  de  7 
eft  1 , ôc  il  refte  3 livres  à divifer  par  4 , ou 
•i  de  livres  ; or  chaque  quart  vaut  y lois,  donc 
J valent  ty  fols,  ôc  par  confe'quent  j’ai  81 
livres  1 y fols  pour  le  produit  de  y fols. 

Je  multiplie  par  4 fols  en  prenant  le  cin- 
quième de  327;  le  cinquième  de  3 2 eft  6, 

& il  refte  2,  qui  avec  le  caraQere  fuivant  7 font  27  ; le  cinquième 
de  27  eft  y , & il  refte  2 à divifer  par  y,  ou  f;  or  chaque  cinquième 
vaut  4 fols,  donc  y valent  8 fois;  ainfi  j’ai  <5y  livres  8 fols  pour 
le  produit  de  4 lois. 

Pour  multiplier  par  4 deniers  , je  fuppole  que  j’eufle  à multi- 
plier par  2 fols,  qui  eft  le  dixième  d’une  livre,  & en  ce  cas  j’au- 
. rois  3 2 livres  ou  14  fols  pour  le  produit  de  deux  fols  ; or  4 de- 
niers font  le  lixième  de  2 fols , donc  je  dois  prendre  le  fixième  de 
52,  mais  ce  lixième  eft  y , ôc  il  refte  2 livres  ou  40  fols , lcfquels 
joint1-  aux  14  lois  font  y4fols,  ôc  le  fixième  de  y4  fols  eft  9 ibis, 
donc  j’ai  y livres  9 fols  pour  le  p’roduit  de  4 deniers. 

Il  refte  encore  les  3 pieds  6 pouces  que  j’ai  négligé.  Or  puif- 
que  la  toife  coûte  3 livres  9 fols  4 deniers , 3 pieds  qui  font  la  moi- 
tié de  la  toife,  ne  doivent  coûter  que  la  moitié  de  3 livres  9 fols 
4 deniers.  Je  dis  donc  la  moitié  de  3 livres  eft  1 livre , ôc  il  refte 
1 livre  ou  20  fols , lefquels  joints  aux  9 fols  font  29  fols;  la  moi- 
tié de  29  eft  14,6c  il  refte  1 fol  ou  12  deniers,  lefquels  joints  aux 
4 deniers  font  16  deniers,  ôc  la  moitié  de  16  eft  8. 

Six  pouces  font  le  fixième  de  3 pieds;  car  la  valeur  de  chaque 
pied  étant  de  1 2 pouces,  3 pieds  en  valent  3 6,  dont  6 eft  le  lixième. 
Je  prends  le  fixiéme»de  ce  que  trois  pieds  m’ont  rendu  en  difant  : 
le  lixième  de  1 liv.  eft  zéro  de  livres  , 6c  il  refte  une  livre  ou  20  fols, 
lefquels  joints  aux  4 fols  font  34  fols  ; le  fixième  de  34  eft  y fols, 
Ôc  il  refte  4 fols  ou  48  deniers,  lefquels  joints  aux  8 deniers  font 
y 5 ; le  fixième  de  y 6 eft  9 deniers  , ôc  il  relief  ou  ÿ que  j’écris. 

J’ajoute  enfemblc  tous  les  produits  que  j’ai  trouvé,  ôc  la  fom- 
me  totale  1 1 3 y livres  12  fols  y deniers^  eft  la  valeur  des  327  toi- 
fes  3 pieds  6 pouces. 

y2.  Remarque.  J’ai  dit  au  fujet  des  4 deniers  , qu’en  fuppo- 
fant  que  j’eufle  à multiplier  par  2 fols , qui  eft  le  dixiéme  d’une  li- 
vre , je  n’avois  qu’à  retrancher  le  dernier  caraôtere  de  3 27,  Ôc  que 
j aurais  3 a livres  1 4 fols  pour  le  produit  de  2 fols,  c’eft- à-dire  qu’il 
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faudroir  doubler  le  dernier  caractère  7 en  le  métrant  au  rang  des 
fols  , 6c  cela  pour  les  raifons  que  j’en  ai  apportées  (n.  yo.;  ; or 
en  voulant  multiplier  par  4 deniers,  qui  eft  le  fixiéme  de  2 fols, 
j'ai  pris  le  fixiéme  de  3 2 qui  eft  y , 6c  il  m’eft  refié  2 livres  ou  qua- 
tre dixaines  de  fols,  lefquels  jointes  aux  14.  ont  fait  y 4 fols  , dont 
j’ai  pris  le  fixiéme , d’où  l’on  voit  que  j’ai  doublé  le  refte  2 de  mê- 
me qu’il  faut  doubler  le  dernier  caradere  7 du  nombre  3 27.  Or  fi 
l’on  ne  veut  doubler  ni  le  refte  ni  le  dernier  caradere  , on  n’a  qu’à 
prendre  le  tiers  au  lieu  du  fixiéme  , 6c  dire  le  tiers  de  27  fols  cil 
9 fols  ; 6c  la  raifon  de  cela , c’eft  que  le  tiers  de  27,  qui  eft  la  moi- 
tié de  y4,  eft  égal  au  fixiéme  du  tout  de  y4,  ôc  on  fera  de  même 
dans  tous  les  cas  fembiables , en  prenant  pour  le  refte  6c  pour  le 
dernier  caradere  une  fradion  dont  le  dénominateur  ne  feroitplus 
que  la  moitié  du  dénominateur  de  celle  qu’on  prenoit. 

Ainfi  fi  l’on  vouloit  multiplier  par  2 deniers , qui  font  le  douziè- 
me de  2 fols , on  prendroit  le  douzième  de  32  qui  eft  2,  6c  il  rc- 
fleroit  8,  qui  avec  le  dernier  caradere  7 feroit87,  6c  au  lieu  d’en 
prendre  le  douzième  on  en  prendroit  le  fixiéme , en  difant , le  fixié- 
me de  8 eft  1 , ôc  il  refte  2,  qui  avec  7 font  27,  le  fixiéme  de  27  eft 
4,  6c  il  refte  3 ou  \ , or  chaque  fixiéme  de  fol  vaut  2 deniers , donc 
i font  6 deniers  ; on  auroit  donc  2 livres  14  fols  6 deniers  pour  le 
produit  de  2 deniers , 6c  ainfi  des  autres. 

IVe.  Exemple.  A 3 livra  4 fols  3 deniers , combien  valent  y 3 y 
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Je  néglige  d’abord  la  fradion , Ôc  multi- 
pliant y 3 y par  3 , j’ai  idoy  livres. 

4 fols  étant  la  cinquième  partie  d’une 
livre,  je  prens  le  cinquième  de  53,y,  ôc 
j’ai  107  livres. 

Pour  multiplier  par  3 deniers , je  fuppofe 
que  j’aye  à multiplier  par  2 fols , 6c  en  ce 
cas  retranchant  le  dernier  caradere  de  y 3 y, 
j’aurois  y 3 liv.  ou  10  fols  pour  le  produit  de  2 fols  ; or  3 de- 
niers ell  le  huitième  de  2 fols;  je  prens  donc  le  huitième  de  y 3 
livres  qui  eft  6,  6c  il  refte  y liv.  qu’il  faudroit  doubler  pour  avoir 
1 o dixaines , lefquelles  jointes  au  double  1 o du  dernier  caradere 
feroient  110  dont  il  faudroit  prendre  le  huitième,  mais  pourn’être 
pas  obligé  de  doubler  rien , je  laifte  fubfifter  le  refte  y , ôc  le  der- 
nier caradere  y , ce  qui  ne  fait  plus  que  y y,  c’eft-à-dire  la  moitié 
de  110,  ôc  je  prens  non  plus  le  huitième,  mais  le  quart  de  y y , 
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t>arce  que  le  quart  de  la  moitié  eft  égal  au  huitième  du  tout  ; or 
e quart  de  33  fols  eft  1 3 fols  , & il  refte  3 ou  -J  qui  valent  9 de- 
niers , parce  que  chaque  quart  de  fols  vaut  3 deniers  » j’ai  donc 
6 livres  1 3 fois  9 deniers  pour  le  produit  de  3 deniers. 

Il  refte  à multiplier  par  le  quart  d’aune  que  j’ai  négligé.  Or  la 
valeur  d une  aune  étant  3 liv. 4 fols  3 deniers,  la  valeur  d’un  quart 
ne  doit  être  que  le  quart  de  3 livres  4 fols  3 deniers  ; je  dis  donc  le 
quart  de  3 livres  eft  zéro  de  livres , ôc  il  refte  3 livres  ou  60  fols  , 
lefquels  joints  aux  4 fuivans  font  <Î4;le  quart  de  6 4 fols  eft  1 6 fols, 
le  quart  de  3 deniers  eft  zéro  de  deniers , & il  refte  * que  j’écris. 

J’ajoute  enfemble  tous  les  produits  trouvés,  & le  produit  total 
1719  livres  9 fols  9 deniers^  eft  la  valeur  des  335  aunes 


De  la  Divifion  compofi'e. 

33.  La  divifion  compofée  feroit  trop  embarraflante  à faire  par 
les  parties  aliquotes,  fur  tout  lorfque  le  dividende  & le  divifeut 
feroient  des  nombres  compofés  ; c’eft  pourquoi  avant  de  faire  l’o- 
peration on  réduit  tout  aux  moindres  efpeces  , ainfi  qu’on  va  voir 
dans  les  exemples  fuivans , qui  ferviront  de  preuves  aux  exem- 
ples de  la  multiplication  compofée  que  je  viens  de  donner. 

Ier.  Exemple.  On  a donné  à un  Ouvrier  1642  livres  10  fols  pour 
avoir  fait  363  toi  fis  d’ouvrage , combien  vaut  la  toife  de  cet  ouvrage ? 

1^42  livres  10  fols  viennent  d’avoir  multiplié  les  363  toifes  par 
le  prix  de  la  toife  : donc  fi  je  divife  le  produit  t S42  livres  1 o fols 
par  le  nombre  à multiplier  363  , le  quotient  fera  le  multiplicateur 
ou  la  valeur  de  la  toife  qu’on  demande  (A'.  x8.). 

Avant  de  faire  la  Divifion,  # 

je  réduis  les  livres  en  fols , 1 

c’eft-à-dire  je  multiplie  1 642 

{>ar  20,  à caufe  que  chaque 
ivre  vaut  20  fols , & j’ai 
32840  , aufquelles  ajoutant 
les  10  fols,  la  fomme  eft 
32830  fols,  & c’eft  le  Divi- 
dende. 

Maintenant  le  dividende 
étant  devenu  20  fois  plus 
grand , à caufe  de  cette  mul- 
tiplication , le  quotient  de- 
viendroit  20  fois  plus  grand  quefi  je  n’avois  pas  augmenté  le  Di- 
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vidende  > car  le  divifeur  efl  d’autant  plus  contenu  dans  le  divi- 
dende que  ce  dividende  eft  plus  grand,  6c  par  conféquent  le 
quotient  devient  plus  grand  ; c’eft  pourquoi  je  multiplie  le  divi- 
feur par  le  même  nombre  20  qui  a multiplié  le  dividende;  ainfi 
le  dividende  ôc  le  divifeur  font  encore  entr’eux  comme  fi  je  ne 
les  avois  pas  multiplié  (M  33.),  6c  jaar  conféquent  le  quotient 
doit  être  le  même  qu’il  feroit  fi  je  n avois  fait  aucune  multipli- 
cation. 


Le  produit  de  3 6 3 par  20  étant  7300,  je  divife  32830  par  7300, 
6c  le  quotient  eft  4 livres , ôc  il  refte  3630  ou  qui  eft  une  frac- 
tion delivre,  ôc  qui  par  conféquent  eftla  même  chofeque  3 530  li- 
vres à divifer  par  7300  ; je  réduis  ces  livres  en  fols,  en  multipliant 
par  20,  ce  qui  donne  73000  fols,  que  je  divife  par  le  divifeur 
7300, 6c  le  quotient  eft  10  fols  ; ainfi  le  prix  de  la  toife  eft  4 livres 
10  fols,  6c  ceci  eft  la  preuve  du  premier  exemple  delà  multipli- 
cation compofée. 

J’aurois  pu  me  pafler  de  multiplier  le  divifeur 
3^3  par  20,  ôc  alors  faifant  la  divifion , le  quo-  g • , o r„, 

tient  auroit  contenu  des  fols,  puifque  le  divi-  - — ' — 

dende  Auroit  contenu  des  fols,  ôc  que  le  divi-  0000  4' 10 

feur  n’auroit  pas  été  augmenté  à proportion  du  o 
dividende  ; ainfi  j’aurois  eu  po  fols  ; or  pour  ré- 
duire po  fols  en  livres,  il  faut  les  divifer  par  20,  c’eft-à-dire , 
chercher  combien  il  y a de  fois  20  fols  ou  1 livre  dans  po  fols  , 
ôc  par  conféquent  retranchant  le  dernier  caradere  o,  j’aurois  pris 
la  moitié  de  p qui  eft  4 liv.  ôc  il  feroit  refté  1 qui  avec  le  o re- 
tranché auroit  fait  ou  10  fols,  ôc  j’aurois  eu  4 livres  10  fols 


pour  le  prix  de  la  toife  ; or  quoique  cette  méthode  foit  plus  abré- 
gée , cependant  comme  elle  feroit  embarra’flante  dans  certains 
cas , j’ai  mieux  aimé  donner  la  précédente  qui  convient  à tous 
les  cas,  comme  on  verra  dans  les  exemples  fuivans. 

34.  Il  faut  remarquer  en  partant  que  lorfqu’on  multiplie  par 
un  nombre  dont  le  dernier  caradere  à droite  j^^.2  1642 

eft  un  zéro,  il  faudroit  multiplier  tous  les  ca-  2Q  ' " 2Q 
raderes  du  nombre  à multiplier  par  zéro , ôc  — — r— 


32840 


raderes  du  nombre  a multiplier  par  zéro , ôc  — - — 

que  par  conféquent  on  auroit  un  rang  de  zéros  3284 

comme  on  voit  ici , après  quoi  il  faudroit  mul- 

tiplier  le  nombre  à multiplier  1642  par  le  fe-  32%4° 
cond  caradere  2 du  multiplicateur,  ôc  écrire  le  produit  par-def- 
fous  le  rang  des  zéros , en  commençant  à écrire  fous  les  dixaines  j 

Eiij 
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or  pour  abréger  on  n’écrit  qu’un  zéro  fous  les  unités  , & à côté  de 
ce  zéro  on  écrit  le  fécond  produit  3284,  ce  qui  donne  le  même 
produit  total  que  fi  on  avoit  écrit  le  rang  de  zéros  tout  entier. 

De  même  pour  multiplier  1642  par  le  multiplicateur  200  qui 
a 2 zéros  de  droite  à gauche , au  lieu  d écrire 
un  rang  de  zéros  pour  le  premier  zéro , en- 
fuite  un  fécond  rang  de  zéros  pour  le  fécond 
zéro,  enfuite  un  troifiéme  rang  pour  le  pro- 
duit 3284  . on  écrira  fimplcment  deux  zéros 
l’un  fous  les  unités  & l’autre  fous  les  dixai- 
ncs,ôc  enfuite  on  écrira  le  produit  3284  32S4°° 

à côté  de  ces  zéros  ; c’eft  à dire  , à commencer  fous  le  rang  des 
centaines,  car  par  ce  moyen  le  produit  3284  aura  toujours  fa 
même  valeur,  ôc  le  produit  total  fera  toujours  le  même. 

11.  Exemple.  333  toifes  d’ouvrage  ont  coûté  3036  livres 

6 deniers , combien  vaut  la  toije  ? 

Pour  faire  cette  divifion, 

je  réduis  les  livres  en  fols, 
en  les  multipliant  par  20, 
ce  qui  fait  60720  fols , auf- 
quels  ajoutant  les  2 fols , j'ai 
60722  fols.  Je  réduis  ces 
fols  en  deniers  en  les  mul- 
tipliant par  12,  ce  qui  fait 
728664  deniers,  aufquels 
ajoutant  les  6 deniers,  la 
fomrue  eft  728670,  ôc  c’eft 
le  dividende. 

Or  ce  dividende  ayant 
été  multiplié  par  20  ôc  par 

12,  eft  devenu  beaucoup 
plus  grand  qu’il  ne  faut  par 
rapport  au  divifeur,  ôc  par 
conféquent  le  quotient  de- 
viendroit  plus  grand  qu’il 
ne  faut  pour  exprimer  des 
livres,  c’eft  pourquoi  afin 
de  conferver  le  rapport  du 
dividende  au  divileur , je 
multiplie  aufli  le  divileur 
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par  20,  ôc  enfuite  par  12 , ce  qui  donne  128400. 
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Je  divife  728670  par  1 28400 , & le  quotient  eft  7 livres  ; car 
quoique  j’ai  réduit  le  nombre  à multiplier  en  deniers,  cependant 
comme  j’ai  multiplié  le  divifeur  par  20  & 12,  c’eft  comme  fi  je 
n’avois  rien  fait , ôc  par  conféquent  il  doit  me  venir  des  livres  au 
quotient,  & la  fra&ion  reliante  ,V«Vco  une  ftaÛion  delivres. 

J’évalue  cette  fra&ion  en  multipliant  fon  numérateur  par  20, 
à caufe  que  la  livre  contient  20  fols  ( N.  40,),  & je  divife  le  pro- 
duit 1733400  par  le  dénominateur  128400 , & le  quotient  eft  13 
fols  & une  fraction  de  fols  r.Vro'o» 

J'évalue  cette  fécondé  fraétion  en  multipliant  fon  numérateur 
par  12,  à caufe  que  le  fol  contient  12  deniers,  & je  divife  le  pro- 
duit 770400  par  le  dénominateur  128400,  ce  qui  me  donne  6 de- 
niers , & il  ne  relie  rien.  Ainfi  la  valeur  de  la  toife  eft  y livres 
1 3 fols  6 deniers , & c’cft  la  preuve  du  fécond  exemple  de  la  mul- 
tiplication compofée. 


III.  Exemple.  327  toifes  3 pieds  6 pouces  ont  coûte  113;  livres  ia 
fols  y deniers  -j- , fur  quel  pied  a-t’on  payé  la  toife? 

Je  réduis  le  dividende  1133  livres  1 2 fols  y deniers  -j-  en  fols  en 
multipliant  les  livres  par  2c,  & le  produit  eft  22700  fols,  aufquels 
ajoutant  les  12  fols,  la  fomme  eft  22712  fols  ; je  réduis  ces  fols  en 
deniers  en  les  multipliant  par  1 2 , 

& le  produit  eft  272y44  deniers, 
aufquels  ajourant  les  y deniers  , 


i»3f 

10 


12700 

II 


3*7 

6 


la  fomme  eft  272349  deniers; 
enfin  je  réduis  ces  deniers  en 
tiers  en  les  multipliant  par  3 , & 
le  produit  eft  817647,  auquel 
ajoutant  1 tiers  que  j’ai,  la  fom- 
me eft  817648  tiers  de  deniers. 

Je  réduis  auffi  le  divifeur  327 
toifes  3 pieds  6 pouces  en  pieds, 
en  multipliant  327  par  6 à caufe 
que  la  toife  contient  6 pieds,  & 
le  produit  eft  1962  pieds,  auf- 
quels ajoutant  les  3 pieds  , la 
fomme  eft  1963  pieds; je  réduis 
ces  pieds  en  pouces , en  les  mul- 
tipliant par  12,  à caufe  que  le  pied  contient  12  pouces,  & le 
produit  eft  23780  auquel  ajoutant  les  6 pouces,  la  fomme  eft 
23786  pouces. 
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Le  dividende  & le  divifeur  font  donc  réduits  par  là  à leurs 
dernières  efpeces  ; mais  afin  de  conferver  le  même  rapport  qu’ils 
avoient  avant  ces  multiplications,  je  tâche  de  faire  en  lorte  qu’ils 
fe  trouvent  également  multipliés  par  les  mêmes  nombres,  ôc  pour 
cela  je  multiplie  les  tiers  de  deniers  par  6,  à caufe  que  les  327 
ont  été  multipliées  par  6 , Sx.  je  multiplie  les  pouces  par  20  6c 
par  3 , à caule  que  les  1133  livres  ont  été  multipliées  par  20  6c 
par  3 , parce  moyen  le  dividende  ôc  le  divifeur  fe  trouvant  mul- 
tipliés l’un  6c  l’autre  par  20,  12,5,  6 c 3,  font  entr’eux  dans  le 
même  rapport  que  fi  on  ne  les  avoit  pas  multipliés. 

Ces  multiplications  faites , je 
divife  le  dividende  4903888  par 
le  divifeur  1413160,  ôc  ache- 
vant le  refte  comme  dans  l’exem- 
ple précédent,  je  trouve  3 livres 
9 fois  4 deniers  pour  le  prix  de 
la  toife  , 6c  c’eft  la  preuve  du 
troifiéme  exemple  de  la  multipli- 
cation compofée. 
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IV.  Exemple.  Un  homme  a acheté  333  aunes  ~ d'étoffe  qui  lui  ont 
cotisé  1719  livres  9 Jols  9 deniers combien  i aune  lui  a-t'tl  coûté ? 

Je  réduis  les  livres  en  fols , les  fols  en  deniers,  ôc  les  deniers 
en  quarts,  ce  qui  donne  1630711  quarts  de  deniers,  je  réduits 
de  même  les  aunes  en  quarts,  ce  qui  donne  2141  quarts  d’aunes. 
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Or  comme  les  aunes  n’ont  été  multipliées  que  par  4 , tandis 
que  les  livres  ont  été  multipliées  par  20,  par  12,  & par  4;  je  mul- 
tiplie les  2141  quarts  d’aunes  par  20  & par  12,  afin  que  le  divi- 
dende & le  divifeur  foient  cntr’eux  dans  le  même  rapport  qu’ils 
étoienr  avant  la  multiplication , & par  conféquent  j’ai  pour  di- 
vidende 16J07 1 1 , ôc  pour  divifeur  j 13840. 

Je  divife  le  dividende  par  le  divifeur , ôc  évaluant  les  fradions 
à l’ordinaire , je  trouve  3 livres  4 fols  3 deniers  pour  la  valeur  de 
l’aune  j & ceci  eft  la  preuve  du  quatrième  Exemple  de  la  multi- 
plication çompofée. 

y y.  Ce  feroit  ici  le  lieu  d’expliquer  les  autres  opérations  de 
l’Arithmétique,  mais  comme  les  démonftrarions  de  ces  régies  dé- 
pendent des  principes  que  je  donnerai  dans  les  Chapitres  fui  vans, 
je  n’en  parlerai  qu’en  leur  lieu,  pour  être  plus  court  6c  en  même 
teins  plus  clair. 


CHAPITRE  V- 

De  l'  A l g e b r e. 

ytf.T  A difficulté, l’ennui , 6c  fouvent  même l’impoffibilitéque 

J ,1’on  trouve  à réfoudre  grand  nombre  de  queftions  ôc  de 

problèmes  concernant  les  nombres,  lorfqu’on  veut  fe  fervirdes 
régies  ordinaires  de  l'Arithmétique  , ont  été  caufe  qu’on  a cher- 
ché une  autre  méthode , qui  par  les  principes  les  plus  fimples 
nous  mît  en  état  de  découvrir  les  vérités  propofées  fans  fatiguer 
trop  l’efprit.  Cette  méthode  fut  nommée  par  fes  Auteurs  Arith- 
métique fpécieufe  ou  Logijlique  fpécieufè  ; 6c  comme  elle  ne  rouloit 
que  fur  les  nombres,  les  uns  y employoient  les  chiffres  ordinaires 
avec  les  lettres  nommées  Majufcules  à l’exemple  de  Diophante  d’A- 
lexandrie , 6c  les  autres  à l’imitation  de  Viete  ne  fe  fervoient  que 
des  lettres  majufcules.  Les  préceptes  de  cette  fcience  étoient  ex- 
trêmement fimples  6c  très  naturels  ; mais  la  maniéré  obfcure  dont 
on  annonçoit  la  plupart  des  choies , les  dénominations  barbares 
que  l’on  donnoit  à certaines  quantités,  ôc  les  expreffions embar- 
raffantes  que  l’on  y employoit  la  rendoit  fi  dégoûtante , qu’il  fe 
trouvoit  très-peu  de  perfonnes  qui  vouluffent  s’en  accommoder. 
Dans  la  fuite  Mr.  Defcartes , non-feulement  la  délivra  de  tout  ce 
qui  la  rendoit  fi  hériffée  en  donnant  des  dénominations  plus  faciles, 
Tome  1.  F. 
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des  expreflions  plus  courtes , & en  fubrtituant  les  petites  lettres 
de  l’alphabet  au  lieu  des  grandes;  mais  encore  il  la  perfectionna  , 
ôc  l’étendit  à la  quantité  continué,  qui  eft  l’objet  de  la  Géométrie. 
C’eft  cette  méthode  que  l’on  nomme  aujourd’hui  Analyfe  pour  les 
railons  que  nous  dirons  dans  le  chapitre  luivant , où  nous  expli- 
querons fes  préceptes,  ôc  la  maniéré  de  les  mettre  en  ufage. 

s 7.  L Algèbre  elt  la  fcicnce  qui  apprend  à faire  les  opérations 
de  l’Arithmetique  fur  les  lettres  de  1 alphabet. 

j8.  Les  cara&eres  que  l’on  employé  dans  l’arithmerique  ayant 
une  valeur  déterminée , il  eft  fv'ir  que  li  on  veut  les  ajourer,  les  fou- 
llraire  , les  multiplier  ou  les  divifer,  on  peut  trouver  d’autres  ca- 
ractères qui  reprélentent  leur  fomme , ou  leur  relie , ou  leur  pro- 
duit , ou  leur  quotient.  Mais  il  n’en  eft  pas  de  même  des  lettres  de 
l’alphabet  ; car  comme  on  peut  fuppofer  que  la  lettre  a ou  la  lettre 
b repréfente  un  nombre  tantôt  plus  grand  , tantôt  moindre  , félon 
les  differentes  queftions  que  l’on  veut  réfoudre  , on  ne  fçauroit 
dire  qu’une  croiiiéme  lettre  c,  ou  d foit  leur  fomme , ou  leur  relie  , 
ôcc.  Sans  faire  des  fuppofitions  quiferoient  fort  embarraflantes, 
fur  tout  lorfque  le  calcul  viendroit  un  peu  long.  C’eft  pourquoi 
on  a trouvé  des  lignes  qui  d’un  côté  préviennent  ces  embarras  , 
ôc  qui  de  l’autre  mettent  tant  de  netteté  dans  les  opérations,  qu’a- 

(>rès  avoir  refolu  la  queftion  propofe'e , on  voit  d'un  coup  d’œil  ôc 
e point  d’où  l’on  eft  parti,  ôc  tous  les  pas  que  l’on  a faits.  Ces 
lignes  font  les  fuivans. 

Des  Signes  de  t Algèbre. 

yp.  Le  ligne  -4-  lignifie  plus , ôc  marque  l’addition  \ a ~\-b  fait 
voir  que  la  grandeur  exprimée  par  la  lettre  b eft  ajoutée  à la  gran- 
deur exprimée  par  la  lettre  a. 

60.  Le  figne  — fignifie  moins , ôc  marque  la  fouftraCtion  ; a — d 
lignifie  que  la  grandeur  d eft  retranchée  de  la  grandeur  a. 

61.  Le  figne  x eft  la  marque  de  la  multiplication  ; a x b c’eft  la 
grandeur  a multipliée  par  la  grandeur  b.  Ordinairement  on  re- 
tranche ce  ligne,  ôc  l’on  fe  contente  de  joindre  enfemble  les  let- 
tres que  l’on  veut  multiplier.  AinliaÆ  fignifie  que  a eft  multiplié 
par  b. 

62.  Lorfqu’on  écrit  une  ou  plufieurs  lettres  au-deflus  du  fi- 
gne — 6c  une  ou  plulieurs  lettres  au  delfous  , cela  fignifie  que  ce 

qui  eft  au-deflus  eft  divifé  par  ce  qui  eft  en  deflous.  ^ fait  voir 

I • ' ■ 


Digitized  by  Google 


DES  MATHEMATIQUES.  ^ 
que  la  grandeur  a eft  divifée  par  la  grandeur  b ; fignifie  que  le 

produit  de  a par  b eft  divifé  par  le  produit  de  c par  d ; marque 

que  la  fomme  des  deux  quantités  a , d eft  divifée  par  c , duquel  on 
a retranché  b , ou  par  la  différence  de  c à b ; car  cette  différence 
n’eff  autre  chofe  que  ce  qui  reffe  après  qu’on  a retranché  la  gran- 
deur b de  la  grandeur  c. 

tfj.  Le  figne  = Cgnifie  que  la  grandeur  qui  eft  à gauche  de 
ce  figne , eft  égale  à celle  qui  eft  à droite,  a— b marque  que  a eft 
égal  à A;  ab  = cd  fignifie  que  le  produit  de  a pari  eft  égal  au  pro- 
duit de  la  grandeur  c par  la  grandeur  d-,  a-\-b—c-\-  d marque  que 
la  fomme  des  grandeurs  a,  bt  eft  égale  à la  fomme  des  grandeurs 
c , d , ôt  ainfi  des  autres  ; on  trouve  dans  quelques  Auteurs  le  fi- 
gne œ au  lieu  du  figne  == , mais  ce  dernier  eft  aujourd’hui  le  plus 
ufité. 

6\.  Quand  une  grandeur  eft  égale  à une  autre,  cela  fe  nomme 
Equationou  Egalité:h  grandeur  qui  eft  à gauche  du  figne=fe  nom- 
me premier  membre  de  l’Equation  , & celle  qui  eft  à gauche  fe 
nomme  fécond  membre.  Dans  l’Equation  a = b , la  grandeur  a eft 
le  premier  membre  , 6c  la  grandeur  b eft  le  fécond  ; de  même 
dans  l’Equation  a-\-b  = c — d,  la  grandeur  a-+-b  eft  le  premier 
membre,  6c  la  grandeur  c — d eft  le  fécond,  6c  ainfi  des  aurres. 

tfy.  Le  figne  > marque  que  la  grandeur  qui  eft  à gauche  de  ce 
figne , eft  plus  grande  que  celle  qui  eft  à droite,  a > b fignifie  que 
a eft  plus  grand  que  b ; a-+-b  > e-\-f  fignifie  que  a-+-i  eft  plus 
grande  que  la  fomme  des  grandeurs  e ,/. 

66.  Le  figne  < marque  que  la  grandeur  mife  à gauche  eft  moin- 
dre que  la  grandeur  mife  à droite,  a < b fignifie  que  a eft  moin- 
dre que  b. 

6~j.  Ce  font  là  les  lignes  les  plus  frequens  dans  l’Algèbre  ; quand 
aux  autres  nous  les  expliquerons  en  leur  lieu. 

Des  grandeurs  complexes  & incomplexes , pofitives  & négatives. 

68.  Par  le  mot  de  grandeur  en  général  on  entend  tout  ce  qui 
peut  s’augmenter  ou  fe  diminuer,  6c  qui  par  conféquent  a des  par- 
ties. Il  yen  a de  deux  fortes , l’une  qu’on  nomme fucceflive , parce 
que  fes  parties  fe  fuccedent  les  unes  aux  autres  fans  exifter  jamais 
toutes  à la  fois , comme  la  durée  ou  le  rems , 6c  l’autre  qu’on  nom- 
me permanente  , parce  que  fes  parties  exiftent  en  même  tems.  La 
grandeur  permanente  fe  divife  encore  en  grandeur  ou  quantité  dif- 
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ente  dont  les  parties  ne  font  pas  liées , telles  que  font  les  nombres j 
êc  tous  les  affemblages  où  la  continuité  & la  liaifon  des  parties  ne 
font  pas  néccftaires;  & en  grandeur  ou  quantité  continue  , c’eft-à- 
dirc,  dont  les  parties  ont  une  étroite  liaifon  , telles  que  font  tou- 
tes les  chofes  materielles.  Comme  l’Algèbre  peut  employer  fon. 
calcul  fur  ces  differentes  efpeces  de  grandeurs , on  a donné  le 
nom  de  grandeur  en  général  aux  lettres  dont  elle  fe  fert. 

5p.  La  grandeur  complexe  eft  une  grandeur  compofée  de  deux 
ou  plufteurs  autres  grandeurs , entre  lefquelles  fe  trouvent  le  li- 
gne -H  ou  le  ligne  — ; ainfi  a-\-b  eft  une  grandeur  complexe  , 
de  môme  que  a-j-c — d.  Mais  a b quoique  formée  par  le  produit 
de  deux  lettres  n’eft  pas  une  grandeur  complexe  , parce  qu’il  ne 
fe  trouve  entr’ellcs  ni  le  figue  H-  ni  le  figne  — . 

70.  La  grandeur  incomplexe  eft  celle  qui  n’eft  pas  liée  avec  une 
ou  pluficurs  autres  par  le  ligne ou  par  le  figne  — . Ainfia  eft 
une  grandeur  incomplexe , & le  produit  a b l’eft  aulli. 

71.  La  grandeur  pofttive  ou  réelle  eft  une  grandeur  qui  ale  fi- 
gne -v-ou  qui  n’en  a point  du  tout,  parce  qu’alors  on  fous-entend 
qu’elle  a le  ligne  Ordinairement  la  lettre  qui  commence  une 
cxprelfion  algébrique  n’a  point  de  ligne;  ainfi  l’on  écrit  a-\-b  au 
lieu  de  mettre  -+■  a ■+•  b \ mais  fi  cette  première  lettre  a voit  le  fi- 
gne— , alors  il  faudroit  absolument  écrire  — a-\-b\  car  fi  on  ne 
metroit  pas  ce  figne — , on  fous- ente ndroit  que  la  lettre  a auroit 
le  figne -4-,  ce  qui  feroit  faux. 

72.  La  grandeur  négative  ou  faufte  eft  une  grandeur  qui  a le  fi- 
gne — , & qu’on  devroir  appeller  plutôt  un  défaut  de  grandeur. 
Un  homme  qui  n’ayant  rien  doit  10  écus,  eft  certainement  au- 
deirous  du  rien,  puifqu’il  faudroit  lui  donner  10  écus  pour  payer 
fa  dette,  & faire  que  fon  bien  fut  égal  à zéro  ; ainfi  les  10  écus 
qu  il  doit  font  une  grandeur  négative  ou  un  défaut  qui  le  mettent 
au-defibus  du -rien.  De  même  une  longueur  de  70  toifes  compa- 
rée à une  grandeur  de  8o,  eft  égale  à 80  moins  dix  , c’eft-à-dire 
qu’il  faudroit  lui  donner  1 o pour  la  rendre  égale  à 80  : donc  ce  1 o 
quelle  n’a  pas  eft  pour  elle  une  grandeur  négative  ou  un  défaur, 
& ainfi  des  autres.  Au  relie, cette  façon  de  parler  n’eft  pas  particu- 
lière à l'Algèbre  ; car  tous  les  jours  dans  les  converfations  on  dit 
fon  bien  qu’un  homme  a 100  moins  2 ans,  qu’un  autre  a 20  écus 
moins  dix  fols,  ôte. 
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De  l’Addition  des  grandeurs  littérales. 

73.  Pour  ajouter  deux  ou  plufieurs  grandeurs  incomplexes,  on 

les  écrit  de  fuite  en  matant  entr’elles  les  fignes  quelles  ont  ; pour 
ajouter  -+-  a avec  -\-b,  ou  a avec  b , on  écrit  pour  ajouter 

les  quatre  grandeurs  polirives  a,  b,  c,  d,  on  écrit  a-+-b-ï-c-{-d;  ôc 
pour  ajouter  les  trois  grandeurs  a,  b,  — d,  dont  la  derniere  eft  né- 
gative, on  écrit  a-\-b — d,6c.  non  pas-H^,  parce  qu’ajouter  un 
défaut,  c’eft  retrancher  une  grandeur  pofitive  : fi  j’ai  20  écus,  6c 
qu’on  me  charge  d’une  dette  de  1 o,  c’eft  comme  fi  on  me  retran- 
choit  10  écus. 

74.  Si  parmi  les  grandeurs  incomplexes  qu’on  veut  ajouter,  il 

s’en  trouve  quelques-unes  qui  foient  exprimées  par  une  même  let- 
tre , 6c  qui  ayent  le  même  ligne , on  n’écrit  qu’une  fois  cette  let- 
tre , ôc  l’on  met  à fa  gauche  le  caraêlere  arithmétique  qui  marque 
le  nombre  des  grandeurs  exprimées  par  la  même  lettre.  Pour 
ajouter  les  grandeurs  a , a,  a,  b,  b,  on  écrit  ja-4-  2 b,  au  lieu  d’écri- 
re b -h  b , 6c  cela  s’appelle  corriger  f exprejjton , c’eft-à- 

dire  la  rendre  plus  fimple  6c  plus  nette,  ce  qu'il  ne  faut  jamais 
négliger,  parce  que  la  netteté  des  exprelfions  partage  moins  l’at- 
tention de  l’efprit,  6c  contribue  à la  netteté  des  idées. 

Que  fi  parmi  les  grandeurs  exprimées  par  la  même  lettre  , les 
unes  avoient  le  ligne -t- 6c  les  autres  le  ligne  — ; on  prendroitle 
nombre  qui  exprime  combien  il  y en  a qui  ont  le  ligne  H-,  ôc  le 
nombre  qui  exprime  combien  il  y en  a qui  ont  le  figne — , 6c  re- 
tranchant ce  dernier  nombre  du  premier,  on  écriroit  une  fois  la 
lettre  qui  exprime  l’une  de  ces  grandeurs  , 6c  à gauche  de  cette 
lettre  on  mettroit  le  relie  de  la  fouftratlion  ; ainfi  pour  ajourer  les 
grandeurs  a,  a,  a,  a, — a , — a , on  écriroit  — 2 a\  car  les  quatre 
premières  ayant  le  figne -H  feraient  4^,  ou -+-4 a,  6c  les  deux  autres 
, ayant  le  figne — feraient  — îa  ; or  4 a — 2 a , c’eft  la  même  chofe 
que  de  retrancher  2 a de  4^  , ce  qui  fait -4-  2a,  ôc  par  conféquent 
4d  — 2a  feraient -f- 2a  ou  fimplement  2 a.  Si  j’ai  4 écus,  6c  qu’on 
me  charge  d’une  dette  de  2 écus , je  n’en  aurai  plus  que  2. 

Enfin  fi  le  nombre  qui  exprime  combien  il  y a de  grandeurs  qui 
ont  le  figne-f-,  8c  qui  font  exprimées  par  la  même  lettre,  eft  moin- 
dre que  celui  qui  exprime  combien  il  y en  a qui  ont  le  figne  — , ôc 
qui  font  exprimées  aufti  par  la  même  lettre, on  ne  pourra  retrancher 
ce  fécond  nombre  du  premier,  mais  on  retranchera  le  premier  du 
fécond,  6c  on  écrira  le  relie  avec  le  figne — . Ainfi  pour  ajouter 
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les  grandeurs  a,  a,  — a , — a,  — a , — a , les  deux  premières  ayant 
le  ligne-»-,  feront  24  ou  -t-  24,  ôc  les  quatre  dernieres  ayant  le  li- 
gne — , feront  — 4 a.  Ainfi  ajoutant  2 a avec  — 4 a on  auroit  24  — 
44  ou — 24»  car  fi  j'ai  2 écus,  6c  qu’on  me  charge  d’une  dette  de 
4,  il  eft  clair  qu’après  avoir  donné  les  2 écus  que  j’avois , je  devrai 
encore  2 écus. 

Il  faut  bien  prendre  garde  à ces  fortes  de  correêlions,  car  au- 
trement le  calcul  algébrique  deviendroit  embroüillé  6c  embar- 
ra  fiant. 

L’addition  des  grandeurs  complexes  fe  fait  de  même  que  l’ad- 
dition des  incomplexes  , en  obfervant  ce  qui  vient  d’être  dit. 

Pour  ajouter  a-^-b  avec  c-\-d,  on  écrir  a-+-b-\-c -»-</.  De 
même  pour  ajouter  a-t-b  avec  e-+-/  o n écrit  a-+-b-î-e — -f. 

Pour  ajouter  44  -4-  2b  -+-  d avec  34-»- 3^ 

•4-e,  on  écrit  les  grandeurs  exprimées  par 
les  mêmes  lettres  les  unes  fous  les  autres  , 
enfuite  on  dit  44  ôc  34  font  74  ; 2 A ôc  3 A 
font  y£,  après  quoi  on  écrit 

Pour  ajouter  84-t-  $b-t-d  avec  y 4 — 2 b 
— /,  on  écrit  les  grandeurs  marquées  par 
les  mêmes  lettres  les  unes  fous  les  autres , 
enfuite  on  dit  84  Ôc  y 4 font  1 34  ; y b moins 
ab  font-»-  3 b y après  quoi  on  écrit -+-d — f 

Pour  ajouter  y 4 -4-  ib  -»-/avec  — 6 a — 3 b 
—ft  on  écrit  les  grandeurs  de  même  nom  J4  -\-ib-\-f 
les  unes  fous  les  autres,  ôc  I on  dit  y 4 moins  -—64  — 3 b — f 
6a  fait  moins  un  4 , ou  — 4;  2A—  }b  fait  moins  ’" 
un  b , ou  — b ; / — f ne  fait  rien , parce  qu’un 
de  reçu  ôc  un  de  donné,  il  ne  relie  rien,  amli  la  fomme  eft  — a 
!—b,  ôc  de  même  des  autres. 

De  la  Soujlratlion  des  grandeurs  littérales. 

7 y.  La  fouftratlion  des  grandeurs  littérales  incomplexes  fe  fait 
en  changeant  toujours  le  ligne  de  la  grandeur  qui  doit  être  fou- 
flraite. 

Si  l’on  veut  foullraire  -»-4  de  -\-b , on  écrit  b — 4.  Car  fi  de  10 
écus  que  j’ai  on  m’en  retranche  4,  il  m’en  reliera  10 — 4. 

Pour  foullraire  -W  de — d,  on  écrit  — d — r.  Si  je  dois  dix 
écus,  Ôc  qu’on  m’en  retranche  encore  y,  ou  qu’on  m’en  fafiede- 
yoir  encore  y,  il  eft  clair  que  je  devrai  payer  10-i-j,  ôc  que  par 


44  -»-2i-+-  d 
34-t-  lb-4-e 


74-t-yê-»-<l-»-e 


84  •+•  y b -+-  d 
y4  nb  — / 

l }<*•+•  }b-+-  d — f 
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confisquent  *mon  bien  fera  diminué  non-feulement  de  io,  mais 
encore  de  j . 

Si  l’on  veut  fouftraire  — a de  -\-b,  on  écrit  b-\-a  ; car  fi  tandis 
que  j’ai  io  écus  on  me  retranche  une  dette  de  4 écus  , ce  qu’on 
ne  peut  faire  qu’en  me  donnant  ces  4 ccus  , on  voit  bien  que  j’au- 
rai 14  écus  ou  10  écus  plus  4. 

Pour  fouftraire  — a de  — b, on  écrit  -\-b-\-a\  car  fi  je  dois  1 o 
écus  , ôc  que  quelqu’un  fupprimc  une  partie  de  cette  dette  , par 
exemple  4 écus,  ce  qu’il  ne  peut  faire  qu’en  me  donnant  4 écus , 
il  eft  fur  que  je  devrai  10  d'un  côté , mais  que  j’aurai  4 de  l’autre, 
ainfi  j’aurai  — 10  -+-4. 

7 6.  La  Souftra&ion  des  grandeurs  complexes  fe  fait  de  même 
que  celle  des  grandeurs  incomplexes  , en  obfervant  ce  que  nous 
avons  dit  ci  deflus  touchant  la  corre&ion  des  expreflions. 

Pour  fouftraire  a-\-b  de  c -4-d,  on  écrit  r-4-d — a — b.  De  mê- 
me pour  fouftraire  a — c de  d — f,  on  écrit  d — f — a-f-c,  ôc  ainfi 
des  autres. 

Pour  fouftraire  2 a H-  2 b-+-c,  de  ya-t-4^ 

■4-d,  on  écrit  les  grandeurs  marquées  des 
mêmes  lettres  les  unes  fous  les  autres,  en- 
fuite  on  dit  : de  y a ôtez  2 a , il  refte  3 a ; de 
4 b ôtez  ab,  il  refte  2b  , ôc  de  d ôtez  c,  il  refte  d — c. 

Pour  fouftraire  3a  — 4ê — 2 d ; de  6a -h  2b  6a  4-  ai — 4d 
— 4 d,  on  dit.*  de  6a  ôtez  3a , il  refte  3a,  de  2 b 3 a — \b  — ad 
ôtez  — 4^> , il  refte  6b  jcarpuifqu’il  faut  changer  ■ ^ 7j 
le  figne  — en  -H,  j’ai  ab-j-^b  qui  font  6b\  de 

— 4 d ôtez  — 2 d,  il  refte  — 2 d}  car  puifqu’il  faut  changer  le  fi- 
gne de  — 2 d en  -4-,  j’ai  — $d-\-ad,  mais  -4 -ad  effacent  — 2 d 
de  — 4 d,  à caufe  que  — ôc  -|-  fe  détruifent,  ainfi  il  refte  — 2 d. 

Pour  fouftraire  6a  -+-4 b — 3 d de  4a  -4-  3 b 

— ad y on  dit  : de  4a  ôtez  6a,  il  refte  — 2 a, 
car  4a — 6a  font  la  même  chofe  que  — 2a, 
puifque  dans  — 6a  il  y a — 4a  qui  effacent 
-4-  4a,  Ôc  il  refte  — 2a;  de  3 b ôtez  +b,  il  refte 
—b , ôt  de  — ad  ôtez  — jd,  il  refte  -4—  z/ ; car  puifqu’il  faut  chan- 
ger le  figne  de  — 3 d,  j’ai — 2d-4-  jd;  or  dans  -4-  jd,  il  y a ad 
qui  effacent  — ad,  ôc  il  refte  encore  un  d , ôc  par  conféquent  j’ai 
^rd,  ôc  ainfi  des  autres. 


ya-f-4i-*-d 
2a  -4-  ab  -4-  c 


3a- 


• ab  • 


42-4-  3 b — ad 
6a  -4-4A  — 3 d 

b -4-  d 


a a 
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De  la  Multiplication  des  grandeurs  littérales. 

TJ.  Si  les  deux  grandeurs  que  l’on  veut  multiplier  l’une  par 
l’autre  ont  toutes  les  deux  le  ligne -H,  ou  toutes  les  deux  le  li- 
gne — , le  produit  a toujours  le  ligne  H-,  ôc  fi  l’une  ayant  le  li- 
gne -f- , l’autre  ayant  le  ligne  — , le  produit  a toujours  le  ligne  — , 
d’où  l’on  tire  cette  régie.  Plus  par  plus , ou  moins  par  moins , donne 
plus , & plus  par  moins  , ou  moins  par  plus  , donne  moins. 

Démonstration.  Nous  avons  dit  (A'.  1 1.)  que  dans  la  multi- 
plication on  doit  prendre  le  nombre  à multiplier  autant  de  fois 
qu’il  y a d’unités  dans  le  multiplicateur.  Donc  i°.  fuppofant  que 
le  nombre  à multiplier  foit  a,  ôc  le  multiplicateur  b,  ôc  que  l’un 
ôc  l’autre  foient  politifs , il  faudra  prendre  la  grandeur  pofitive  a 
autant  de  fois  que  la  grandeur  pofitive  b contiendra  d’unités;  c’eft 
pourquoi  fi  b contient  3 unités , le  produit  ab  fera  la  grandeur  po- 
fitive 3 a,  ôc  par  conféquent  ab  aura  le  ligne  plus.  20.  Si  Je  nom- 
bre à multiplier  a ell  pofitif,  6c  le  multiplicateur  £eft  négatif,  c’eft- 
à-dire  s’il  elt  — b ou  — ? , il  faudra  prendre  la  grandeur  pofitive 
a,  non  pas  3 fois,  mais  — 3 fois,  parce  que  le  multiplicateur  ne 
contient  pas  3 unités  , mais  — 3 unités  ; ainfi  le  produit  ab  fera  la 
même  chofe  que  la  grandeur  négative  — 3 a,  6c  Ion  ligne  fera  né- 
gatif ; car  prendre  une  grandeur  — 3 fois , c’eft  la  fouftraire  3 fois. 
30.  Si  le  nombre  à multiplier  «eft  négatif,  c’eft-à- dire  s’il  eft — at 
ôc  que  le  multiplicateur  b foit  pofitif,  il  faudra  prendre  le  défaut 
— a autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  b ou  3 ; ôc  par  confé- 
quent le  produit  ab  fera  la  même  chofe  que  — 3 a,  6c  fon  ligne 
fera  encore  négatif.  40.  Enfin  fi  a 6c  b ont  tous  deux  le  figne 
moins , il  faudra  prendre  le  défaut  — a,  non  pas  3 fois , mais  — 3 
fois,  à caufe  que  b ou  3 ayant  le  figne  moins , ne  contient  pas  3 
unités,  mais  — 3 unités.  Or  prendre  — 3 fois , c’eft  fouftraire  3 
fois,  ôc  fouftraire  3 fois-un  défaut  ou  une  dette,  c’eft  donner  3 
fois  ce  qu’il  faut  pour  la  réparer  , puifqu’il  n’eft  pas  polfible  qu’on 
éteigne  une  dette  que  j’aurois , fi  on  ne  me  donnoit  ce  qui  eft  né- 
cefiaire  pour  la  payer.  Donc  prendre  — 3 fois  le  défaut  — a, c’eft 
donner  3«,ôc  par  conféquent  le  produit  ab  eftla  même  chofeque 
3 a,  6c  fon  figne  eft  pofitif.  Donc  la  régie  que  nous  venons  de 
donner  eft  véritable. 

78.  La  multiplication  des  grandeurs  complexes  fe  fait  à peu 
près  comme  la  multiplication  des  nombres,  6c  l’on  y obferve  les 
régies  que  nous  venons  de  donner  touchant  les  fignes.  En  voici 
quelques  exemples.  1er. 
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Ier.  Exemple.  Pour  multiplier  a-hb  par  a-hc,  on  écrit  le 
multiplicateur  a ■+•  c fous  la  grandeur  à mul- 
tiplier, & l’on  multiplie  tous  les  termes  de  a-hb 
la  grandeur  à multiplier  par  le  premier  ter-  a -h  c 
me  a du  multiplicateur.  -t-<jpar-Ha  donne  aa-h  ab-hac-hbc 
-haa-,-hb  par  -ha  donne  -+-  ab  ; enfuite 
on  multiplie  tous  les  termes  de  la  grandeur  à multiplier  par  le 
fécond  terme  c du  multiplicateur  ; -H a par  -4-r  donne  -hac , & 
-h  b par-4-r  donne  -4-  bc  ; ainfi  le  produit  eft  aa-hab-hac-hbc. 

IL  Exemple.  Pour  multiplier  a -hb-hc  par  a-hb-h  d,  j’écris  le 
multiplicateur  a-hb  , 

~hd  fous  la  gran-  a~*~ 

deur  à multiplier  a-hb-hd . 

a -h  b -h  c t & je  aa-h  ab-hac 

multiplie  d’abord  -4-  ab  -hbb-hbc 

tous  les  termes  a -h  ad -h  bd-hcd 

*+-  b H-  c par  le  pre  aa  __j_  ac  c J 

mier  terme  a du 

multiplicateur,  -ha  par  -ha  donne  -h  aa  ,-hb  par  - ha  donne 
~h  ab  i &c-h  c par  -h  a donne  -hac. 

Je  multiplie  tous  les  termes  a -4-  b-hc  parle  fécond  terme  b du 
multiplicateur,  -ha  par  -h  b donne  -hab , & comme  j’ai  déjà  un 
produit  -4-  ab,  j’écris  celui-ci  fous  le  premier,  ce  qu’il  faut  toujours 
obfcrver  lorfqu’ii  fe  trouve  des  produits  qui  ont  les  mêmes 
lettres  ; -4-  b par  -4-  b donne  -hbb  -,6c  -hc  par  -4-  b donne  -4-  bc. 

Enfin  je  multiplie  de  la  meme  façon  tous  les  termes  a-hb-hc 
par  le  rroifiéme  terme  d du  multiplicateur,  ce  qui  donne  -h ad 
-h bd-hcd,  6c  corrigeant  l’exprcfïion,  c’eft-à-dirc  mettant  -4-2 ab 
au  lieu  de  -hab -hab,  le  produit  edaa-hiab-hac-hbb-hbc-ht 
ad-hbd-hed. 

III.  Exemple.  Pour  multiplier  a-hb  par  a— b ; a-hb 
je  multiplie  les  termes  a-hb  par  le  premier  ter-  a — b 
me  a du  multiplicateur,  ce  qui  donne  aa-hab.  ^ 

Je  multiplie  les  mêmes  termes  par  le  fécond  ^ ^ 

terme  — b du  multiplicateur,  en  difant  : -ha 

par  — b donne  — ab  que  j’écris  fous  -hab , 6c  aa  — bb 
-hb  par  — b donne  — bb.  Je  corrige  l’expref- 
fion  en  effaçant  - hab — ab,  à caufe  que  ces  grandeurs  fe  détruis 
fcnt  par  des  lignes  contraires  j & Ie  produit  eft  aa  — bb. 

Tome  /.  G 


-hbb-hbc 

-h  ad -h  bd-+-cd 
ac  -hbb-hbc  -had-h  bd-h  cd 
ne  -4-  aa  ; -h  b par  -4-  a donne 


a-hb 
a — b 

- * 

ta  -h  ab 

— ab  — bb 

ta  — bb 
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IV.  Exemple.  Pour  multiplier  a-\-b — c par  a-b-lrt,  je  mul- 
tiplie tous  les  termes  a-\-b — c 
patrie  premier  terme  a du  multi- 
plicateur, ce  qui  donne  aa-\-ab 

* T I • I*  1 A 


a-h  b — c 
a — b +c 


aa-hab  — ac 

— ab  — bb  -4- 
-4-  ac  -4- 


bc 

bc  — ce 


aa 


— bb-\-ibc — ce 


. — ac.  Je  multiplie  les  mêmes 
termès  par  le  fécond  terme  — b 
du  multiplicateur,  ce  qui  donne 
— ab  — bb-^-bcquz  j'écris  en 
mettant — ab  fous  -4-  ab  \ je  mul- 
tiplie les  mêmes  termes  par  le  troifiéme  terme  4-r  du  multipli- 
cateur, ce  qui  donne  -4-  ac  -4-  b c — ce  que  j’écris  en  mettant  -+-ae 
fous  — ac , ôt  -h  bc  fous  -+-bc  ; je  corrige  l’expreffion  en  effaçant 
-4 -ab  — ab  , Sc  — ac-\-ac , parce  que  ces  grandeurs  fe  détrui- 
fent  par  des  fignes  contraires  , & en  mettant  -4-  2bc  au  lieu  de 
-4-  bc  -4-  bc  i & le  produit  eft  aa  — bb-\-2bc — cc. 


7p.  Remarque.  Il  faut  prendre  garde  que  dans  les  produits 
de  deux  ou  plufieurs  lertres , chaque  lettre  conferve  fa  valeur,  foit 
quelle  foit  rnife  ou  après  les  autres , ou  entre  deux  ; ainfi  ab  ou  bat 
font  la  même  chofe  : de  même  abc , bacy  bca , cab , cba  ont  toujours 
la  même  valeur.  De  même  ab-+-bc,  ou  bc-\-ab  ne  font  pas  dif- 
férens , & en  ceci  l’Algèbre  diffère  beaucoup  de  l’ Arithmétique  > 
dont  on  ne  fçauroit  déranger  aucun  caractère  fans  changer  fa 
valeur. 


De  la  Divifion  de s grandeurs  littérales. 

8o.  Il  en  eft  des  fignes  -4-  & — à l’égard  de  la  divifion , de  mê- 
me qu’à  l’égard  de  la  multiplication  ; c’eft-à-dire  que  fi  l’on  divife 
*4-  par  -4-  ou  — par  — , le  quotient  a le  ligne -4-;  & fi  l’on  divife 
H- par  — , ou  — par-)-,  le  quotient  a le  figne  — . 

Démonstration.  Suppofons  que  le  dividende  foit  6 , & le  di» 
vifeur  2.  i°.  Si  l’un  & l’autre  ont  le  figne  -4-,  le  dividende  6 con- 
tiendra pofitivemenr  le  divifeur  2 , trois  fois,  ainfi  le  quotient  3 
aura  le  figne -4-.  2°.  Si  l’un  & l’autre  ont  le  figne  — , le  défaut 
— 6 contiendra  pofitivemenr  3 fois  le  défaut  — 2 ; & par  confé- 
quent  le  quotient  3 aura  encore  le  figne  -4-.  30.  Si  le  dividende 
eft  — 6 & le  divifeur  -4-  2,  le  défaut — 6 ne  Contiendra  pas  3 fois 
la  grandeur  pofitive,  mais  trois  fois  le  défaut  de  2 , ainfi  le  quo- 
tient 3 aura  le  figne — . 4*.  Si  le  dividende  eft-4-5,ôc  le  divi- 
fèur  — 2,  la  grandeur  pofitive  6 ne  contiendra  pas  trois  fois  le  dé- 
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faut  — a,  mais  trois  fois  fon  contraire  ou  la  grandeur  pofitive  i, 
donc  le  quotient  3 aura  lefigne — . 

Et  pour  être  encore  plus  convaincu  de  ceci,  il  n’y  a qu’àobfer- 
ver  que  le  divifeur  étant  exatl  dans  la  fuppofirion  que  nous  ve- 
nons de  faire  , il  faut  néceflairement  que  le  produit  du  divifeur  par 
le  quotient  foir  égal  au  dividende  (Af.  2p.).  Or  cela  ne  fçauroit 
être  fi  le  quotient  n’avoit  pas  le  ligne  que  notre  régie  lui  donne; 
car  dans  le  premier  cas  fi  le  quotient  étoit  — 5 , le  produit  de — 3 

Ear  le  divifeur  -H  2 donne  — 6 , au  lieu  que  le  dividende  cft  6. 

>ans  le  fécond  cas,  fi  le  quotient  étoit  — 3,  le  produit  de  — 3 par 
le  divifeur  — 2 donne  -+-  6,  au  lieu  que  le  dividende  cft  — 6.  Dans 
le  troifiéme  cas , fi  le  quotient  étoit  -+-  3 par  le  divifeur,  -t-2  don- 
neroit  -+-  6 fie  non  pas  — 6.  Enfin  dans  le  troifiéme  cas , fi  le  quo- 
tient étoit  -H  J , le  produit  de  -+-  3 par  le  divifeur  — 2 donneroit 
■ — 6 au  lieu  de 

81.  La  même  chofe  arriveroit  encore  file  divifeur  n’étoit'pas 
exaû.  Suppofons  que  le  dividende  foit  7 fie  le  divifeur  2 , le  quo- 
tient fera  3 avec  un  relie  1.  Or  fi  7 fie  2 font  pofitifs , le  quotient 
doit  être  pofitif,  parce  que  -J-  3 par  -4-2  font  plus  6,  lequel  ajou- 
té au  relie  1 fait  -+-  7 égal  au  dividende  7.  Si  7 fie  2 fort  négatifs, 
le  quotient  fera  pofitif  ; car  -+-  3 par  — 2 fait  — 6,  lequel  ajouté 
au  relie  — 1 , qui  eft  négatif,  puifque  c’elt  le  relie  de  — 7,  la  fom- 
me  eft  — 7 égale  au  dividende  — 7.  Si  7 eft  négatif,  6c  2 eft  po- 
fitif, le  quotient  doit  avoir  — , parce  que  — 3 par -h  2 fait  — 6, 
lequel  ajouté  au  relie  1 qui  eft  encore  négatif,  à caufe  que  c’eft 
le  relie  de  — 7,  la  fomme  eft  — 7 égale  au  dividende  : enfin  fi  7 
eft  pofitif  ôc  2 eft  négatif,  le  quotient  doit  être  négatif,  à caufe 
que  — 3 par  — 2 fait  -+-  6 , lequel  étant  ajouté  au  relie  1 qui  eft 
pofitif,  puifque  c’eft  le  relie  de  -H  7,  donne  la  fomme  7-égaIe 
au  dividende. 

82.  Pour  divifer-fr- a par  -+-ê,  ou  — a par— b,  on  écrira •+■ 

ou  fie  pour  divifer  — apar-3-ê,ou-+-apar  — ê,  on  écrira — 

83.  Si  le  dividende  ôc  le  divifeur  étoient  exprimés  par  une  mê- 
me lettre  a,  on  écriroit  -+-  1 au  lieu  de  - , ou  — i au  lieu  de  — 

- ; car  le  quotient  t multiplié  par  le  divifeur -H  a donne  le  divî- 

dendc  a,  ôc  le  même  quotient  1 multiplié  parle  divifeur  — adon- 
ne le  dividende  —a.  De  même  le  quotient  — 1 multiplié  par  lô 

G ij 
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di  vifcur  —a,  donne  le  dividende  •+ -a , ôc  le  quotient  — i multi- 
plié parle  divifeur-ha,  donne  le  dividende  — a. 

Pour  marquer  la  divifion  de  ab  paré,  au  lieu  d’écrire  ^onécrv» 
ra  fimplement  a , parce  que  le  quotient  a multiplié  par  b donne  le 
dividende  ab,  par  la  même  raifon,  au  lieu  d’écrire  ^ on  écrira  c ; 

au  lieu  d’écrire  ~ on  écrite,  &ainfi  des  autres;  d’où  l’on  voit  que 

quand  il  y a des  grandeurs  marquées  par  les  mêmes  lettres  au  dividende 
CT  au  divijetir,  il  faut  les  effacer  en  même  nombre  de  fois  départ 
d autre, ôc  c’eft  une  réglé  Cju'il  faut  obferver  pour  abréger  les  expref- 

fions.  Ainfi  au  lieu  de  on  écrira  ab  : au  lieu  de  ^ on  écrira  |-i 


au  lieu  de  on  écrira  af,  ce  qui , comme  on  voit,  abrège 

beaucoup  , ôc  donne  plus  de  clarté. 

84.  S’il  y avoit  des  nombres  à gauche  du  dividende  ôc  du  di- 
vifeur,  on  diviferoit  ces  deux  nombres  à la  façon  ordinaire,  ôc 
l’on  mettroitle  quotient  à gauche  du  quotient  littéral.  Pour  abré- 
ger 1’  txpreffion  on  diviferoit  6 par  3 , ce  qui  donne  2 , 

ôc  l’on  écriroit  2 ab  : pour  abréger  l’exprefllon  ^^,onécriroit 
— , ôc  ainfi  des  autres. 

Mais  fi  la  divifion  des  chiffres  ne  pcuvoit  fe  faire  exactement* 
on  les  laiiïeroit  fubfiffer  ; on  écriroit  donc  > au  lieu  de 


laa-M 

"i  'd  ' 


ôcc. 


8 y.  ’La  divifion  des  grandeurs  complexes  fe  fait  à peu  près 
comme  la  divifion  ordinaire , ôc  l’on  y obferve  les  régies  que 
nous  avons  données  touchant  les  lignes  -h,  ôc  en  voici  quelques 
exemples  qui  ferviront  de  preuve  à ceux  que  nous  avons  donné 
touchant  la  multiplication  des  grandeurs  complexes. 

lc\ExEMPLE.  Pour  divifer  aa-\-ab 
-\-ac-\-bc  par  a-\-c,  je  mene  une  aa-{-ab-t-ac-i-  bc  (a-i-k 
ligne  fous  le  dividende,  ôc  une  autre  ~ ~j~~_  ~ 

à droite  pour  y placer  le  quotient,  en- _____ 

fuite  j’écris  le  divifeur  a ^-c  fous  le  -hab  -\-bc 
dividende  , en  mettant  fes  termes  a •+•  c 

fous  ceux  du  dividende  qui  ont  les 

mêmes  lettres.  Je  dis  donc  aa  divifé  0 ® 
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par  donne  au  quotient  a {N.  82.)  je  multiplie  les  cara&ércs 
au  quotient  par  le  divifeur , & je  retranche  le  produit  du  divi- 
dende en  difant  : -ha  par  -ha  donne  -+-  aa,  ôc  de  -h  aa  ôtez 
-haa,  il  ne  refte  rien,  ôc  je  mets  un  point  fur  le  terme  aa  du 
dividende,  pour  marquer  qu’il  a été  divifé  ; -+-  a par  -hc  fait 
ac , ôc  du  terme  -+-  ac  du  dividende  ôtez  le  produit  ac , il 
ne  refte  rien,  ôc  je  marque  un  point  furac. 

Je  mene  une  ligne  fous  a-hc,  ôc  abaiflant  les  deux  termes  -h 
ab-hac  du  dividende  qui  n’ont  pas  cté  divifés , j’écris  fous  eux  le 
divifeur  aH-c,ôc  je  dis  -+-  ab  divifé  par  -h  a donne  au  quotient 
-h b,  je  multiplie  ce  quotient  par  a-i-r,  ôc  retranchant  le  pro- 
duit ab-hbc  des  termes  ab-\-bc  du  dividende  , il  ne  refte  rien  : 
ainfi  le  quotient  eft  a -+-  b , ôc  c’eft  la  preuve  du  premier  exemple 
de  la  multiplication  des  grandeurs  complexes  ; car  notre  divi- 
dende étoit  le  produit  dans  cet  exemple,  ôc  notre  divifeur  étoit 
le  multiplicateur , ôc  par  conféquent  notre  quotient  a -h  b a dù 
être  le  nombre  à multiplier. 

II.  Exemple. 

• É '•  4 • • • 

aa  -h  2 ab  -h  ac-hbb  -h  bc-h  ad-h  bd  -h  cd(a-h  b-h  d 
a -h  b -h  c 

— i—  ab  -^—bb  — J—  bc 

a -h  b -h  c 

ad-hbd-hcd 
—h  a — t—  b -hc 

000 

• 

Pour  àmkt  aa-haab-hac-hbb-hbc-had-hbd-hcd  pat 
a-h  b -h  c , j’écris  le  dividende  ôc  le  divifeur  comme  dans  l’E- 
xemple précédent , enfuite  je  dis  aa  divifé  par  -h  a donne  a au 
quotient  i je  multiplie  les  termes  a-hb-hc  du  divifeur  par  le 
quotient,  ôc  j’ai  a par’-+-adonne  aa,  ôc  du  terme  aa  du  dividende 
retranchant  aa , il  ne  refte  rien,  a par  H-  b donne  ab , ôc  de  -+-  2 ab 
retranchant  ab , il  refte  ab  que  j’écris  au-dcflbus , en  mettant  un 
point  fur  aab  de  même  que  fur  aa , pour  marquer  qu’ils  ont  été 
divifés , ce  qui  doit  toujours  être  obfervé  ; a par  •+•  c donne  -h  ac% 
& de  -hoc  refranchant  -h  ac  ,il  ne  refte  rien. 

J’abbaifle  les  termes  bb-hbc  du  dividende,  ôc  j’écris  par-def- 
fousle  divifeur  a-hb-hc , puis  je  dis  -hab  divifé  par  a donne  au* 

Giij 
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quotient , & multipliant  ce  quotient  par  le  divifeur,  & retran- 
chant  le  produit  des  termes  ab  bb -+•  bc , il  ne  relie  rien  ; j’ab- 
bàifle  les  trois  derniers  termes  ad-hdb^-cd,  6c  écrivant  le  divi- 
feur a -+-  b •+•  c , je  trouve  au  quotient  H-  d,  6c  achevant  le  refte 
de  la  même  façon  , il  ne  refte  rien  ; ainfi  le  quotient  total  eft  a-\-b 
-+-d,  6c  c’eft  la  preuve  du  fécond  exemple  de  la  multiplication 
des  grandeurs  complexes. 

85.  Remarque.  II  arrive  fouvent  que  la  divilion  femble  ne 
pouvoir  pas  fe  faire,  parce  qu’il  manque  au  divifeur  des  termes 
qui  contiennent  quelqu’un  des  termes  du  divifeur  , lorfqu’il  fe  ■ 
trouve  multiplié  par  le  quotient  ; cependant  il  y a bien  des  cas  où 
la  divilion  devient  poffible  , en  donnant  au  dividende  la  gran- 
deur qui  lui  manque  une  fois  fous  le  ligne 6c  une  autre  fois 
fous  le  ligne  — , ce  qui  eft  la  même  chofe  que  fi  on  ne  lui  don- 
noit  rien  : les  deux  exemples  fuivans  feront  mieux  comprendre 
ceci. 

III.  Exemple.  Pour  diviferaa — bb  par  a — aa — bb(a-i-b 

je  dis  aa  divifé  par  •+-«  donne  -4-  a au  quotient.  7 

Je  multiplie  le  divifeur  par  ce  quotient,  en  di-  a 

fant  : a par -H  a donne  -haa,  ôc  du  terme  aa  du  âb bb 

dividende  ôtant  -4- aa  il  ne  refte  rien,  a par — b a 

donne  — ab\  or  il  n’y  a point  de  terme  dans  le  

dividende  qui  contienne  le  produit  ab  \ ainfi  il 
femble  que  la  divilion  ne  puilfe  pas  fe  faire;  ce- 
pendant voici  comme  je  m’y  prens.  Jefuppofe  que  le  dividende 
outre  les  termes  aa  — bb  contient  encore  les  termes -+- ai  — ab, 
ce  qui  ne  l’augmente  ni  le  diminue , puifque  -+-ab  — ab  n’eft  rien; 

6c  je  dis:  du  produit — ab  du  dividende  ôtant  le  produit — ab 
du  quotient  par  le  cara&ere  — b du  divifeur,  il  ne  refte  rien.  J’ab- 
baifle  les  deux  termes  ~\-ab — bb  du  dividende,  6c  écrivant  le  di- 
vifeur par  delTous , je  dis  : -4-  ab  divifé  par  a donne  b au  quotienr  , 
multipliant  donc  ce  quotient  par  le  divifçur  a — b,  j’ai  ab — J)b 
qui  ôié  de  ab — bb  ne  laifle  rien  ; ainfi  le  quotient  toral  eft  a-t-bt 
6c  c’eft  la  preuve  du  troifiéme  exemple  de  la  multiplication. 

IV.  Exemple.  Pour  divifer  aa-bb-\-  ibe  — cc  para — b- f-f,' 
je  dis  aa  divifé  par  a donne  au  quoticnt-Ha,  6t  multipliant  ce 
divifeur  par  ce  quotient , j’aurai  aay  qui  retranché  de  aa  ne  laiffe 
rien  i a par  — b donne  — ab , 6c  de  — ab  que  je  fuppofe  être  au 
dividende  il  ne  refte  rien  ; mais  à caufe  que  j’ai  fuppofé  au  divi- 
dende — ab,  ce  qui  n’eft  pas  vrai,  j’écris  ~i-ab  au-deflbus,ainü-t- 
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gb—  ab  que  je  donne  au  dividende  ne  l’augmentent  ni  ne  le  dimi- 
nuent. a par  -+-  c donne 
-hac , ôcde-+-dcque  je 
fuppofe  au  dividende  , 
ôtant  -hoc,  il  ne  relie 
rien  ; mais  j’écris  — ac 
par-deffous , afin  de  cor- 
riger ma  fuppofition. 

J’abbaifle  les  termes 
■ — bb  -t-2 bc  du  dividende 
à côté  de  ab  — ac , Ôc 

j’écris  le  divifeur  par  def- 
fous  en  difant  : ab  divifé  par -H*,  donne  A au  quotient;  je  multi- 
plie ce  quotient  par  le  divifeur,  b par  -+-a  donne  ab,  qui  retran- 
ché de  ab  ne  laiffe  tien,  b par  — b donne  — bb,  ôc  de  — bb 
ôtez — bb,  il  ne  relie  rien;  b par  -4-r  donne  -\-bc,  ôc  de-p-afo 
ôtez  bc , il  relie  bc  que  j’éctis  au-deffous. 

J’abaifle  les  termes  relians  — ac  — cc  du  dividende,  ôc  écri- 
vant le  divifeur  par  delfous , il  me  vient  — c au  quotient,  j’ache- 
ve  le  relie  à l’ordinaire  , ôc  le  quotient  total  eli  a-\-b — c.  C’eft 
la  preuve  du  quatrième  exemple  de  la  multiplication.  * 

87.  Si  par  le  moyen  de  ces  fortes  de  fuppofitions  la  divifion  ne 
pouvoir  pas  fe  faire,  on  écrirnit  le  divifeur  fous  le  dividende,  de 
même  qu’on  fait  pour  les  fractions. 

Des  Puijfances  des  grandeurs  incomplexes. 

88.  On  appelle  puijfances  d’une  grandeur,  les  différens  degrés 
par  lefquels  elle  s’élève  en  fe  multipliant  elle  même  fucceinve- 
ment  2 fois,  ? fois , 4 fois , ôcc  à 1 infini  : les  anciens  appelloient 
première  pu.JJance  d’une  grandeur  , le  produit  de  cette  grandeur 
multipliée  par  elle-même  , c’eft  à dire  fon  quarré  > mais  aujour- 
d’hui on  appelle  première  puifiance  la  grandeur  prile  en  elle-mê- 
me. Amfi  a eft  la  première  puifiance  de  a ; multipliant  a par  a , le 
produit  aa  eft  la  fécondé  puifiance  ouïe  quart  c de  <2;  multipliant 
aa  par  a,  le  produit  aaa  eft  la  troifiéme  puifiance  ou  le  cube  de 
a;  ôc  ainfi  de  fuite  :de  forte  que  aaaa  eft  la  quatrième  puifiance  > 
aaaaa  eft  la  cinquième  puifiance , ôcc.  ce  que  l'on  peut  continuer 
à l’infini. 

• * . 

89.  La  grandeur  a eft  la  racine  de  toutes  fes  puifiances;  c’eft- 

à-dire  a eft  la  racine  quarrée  de  la  fécondé  puifiance  ou  de  fon 


• • • 

aa  — bb~\-  2bc-ec(a-t-b—c 
a — b -+-  c 

• t • • • • 

+ ab  — • ac  — b b -P-  2b  c 

a b -+-  c « 

— ac  -f-  bc  — ce 

a — b c 

o 00 
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3uarré  aa,  il  eft  la  racine  troifiéme  de  fa  troifiéme  puiflance  ou 
e fon  cube  aaa  y la  racine  quatrième  de  fa  quatrième  puiflance 
aaaa , ôte. 

po.  Pour  abréger  l’exprellion  de  ces  puiflances  , on  n’écrit 
qu’une  fois  la  lettre  avec  un  petit  chiffre  à droite  un  peu  élevé  , 
lequel  marque  combien  de  fois  la  lettre  devroit  être  écrite  ; ainfi 
au  lieu  de  aa,  aaa,  aaaa,  aaaaa,  Sic.  on  écrit  a'-,  a> , a4,  ai  , Sic.  ce 
qui  fignifie  a élevé  au  quarré,  au  cube  ou  à la  troifiéme  puiflTance, 
à la  quatrième,  à la  cinquième,  ôte.  ces  chiffres  fe  nomment  ex- 
posants , parce  qu’ils  marquent  à quel  degré  la  grandeur  eft  élevée. 

p t.  Il  ne  faut  pas  confondre  ces  expofants  avec  les  chiffres  qui 
fe  trouvent  quelquefois  à gauche  d’une  grandeur  algébrique  : 
Ceux-ci  fe  nomment  coefficients,  ôc  marquent  une  addition  réi- 
térée de  la  grandeur  qui  eft  à leur  droite:  au  lieu  que  les  expofants 
marquent  la  multiplication  réitérée  de  la  grandeur  par  elle-mê- 
me , ce  qui  eft  bien  différent.  Par  exemple  fi  a vaut  3 , l’expreffion 
4<j  marquera  que  a doit  être  pris  4 fois , ce  qui  fait  12,  & au  con- 
traire a4  marquera  que  a doit  être  multiplié  par  lui-même  pour 
faire  aa  ou  a 1 , ce  qui  fait  d'abord  p , qu’enfuite  a1  doit  être  mul- 
tiplié par  a,  ce  qui  fait  aaa  ou  ai , S*  par  conféquent  27 ; & enfin 
que  ai  doit  être  multiplié  encore  par  a , ce  qui  donne  aaaa  ou  a*  ; 
& par  conféquent  8 1 qui  eft  différent  de  12  ou  de  4 a. 

Des  Puijfances  des  grandeurs  complexes. 

?2.  Les  grandeurs  complexes  prennent  différens  noms  félon 
qu’elles  ont  plus  ou  moins  de  termes  ; on  les  nomme  binômes  lors- 
qu'elles ont  deux  termes  ; trinômes  quand  elles  en  ont  trois  ; tjua- 
drinomes  quand  elles  en  ont  quatre  , &c.  & en  général  on  les 
nomme  multinomes , a-\-b  eft  un  binôme;  c-+-d-w  eft  un  tri- 
nôme , ôcc. 

pj.  De  même  qu’on  peut  élever  les  grandeurs  incomplexes  à 
la  fécondé  puiflance,  à la  troifiéme  , à la  quatrième , &c.  on  peut 
élever  auffi  les  grandeurs  complexes  aux  mêmes  puiflances  ; ôc 
ces  grandeurs  venant  à fe  multiplier  elles-mêmes  , donnent  des 
produits  qui  ont  toujours  plus  de  termes  qu  elles  , ôc  dont  il  eft 
bon  de  connoître  la  formation. 

Pour  cela , prenons  un  binôme  dont  nous  ferons  fucceflive- 
ment  les  puiflances , après  quoi  ce  qui  arrivera  dans  ces  différen- 
tes multiplications,  nous  fera  juger  aifément  de  ce  qui  doit  arriver 
aux  termes  des  trinômes , quadrinomes , ôte. 

P4.  Soit 
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5>4.  Soit  donc  le  binôme  a + b,  je  le  multiplie  par  lui  même , 
ce  qui  me  donne  le  quarré  aa  -+-2ab-+-  bb>  je  multiplie  ce  quarré 
par  a+b,&i  j’ai  le  cube  ai-h  la'b  + iabb -h bi ; je  multiplie  ce 
Cube  para-+-ê,ce  qui  donne  la  quatrième  puiflancc  a*-y$alb 
H-  6aabb  ■+■  4 abi  ■+•  b* , ôc  continuant  de  la  même  façon , je  trou- 
ve les  autres  puifiances  de  a-\-b  telles  qu  on  les  voit  dans  la  ta- 
ble luivante  qu’on  nomme  1 able  des  puifiances. 

Table  des  Puijfances  d'un  binôme. 


ire.  Puijjance. 

J 

* ! 

2e 

a 1 

2 ab  j 

bb 

3e 

al 

lalb 

$abb 

bî  1 

4e 

a4 

$alb 

6albb 

4a6i  j b* 

5* 

j5 

ja*b 

10  aibb 

1 oalbi  i $ab* 

Cette  Table  contient  deux  fortes  de  rangs  : les  uns  qui  vont 
de  gauche  à droite  , & qui  contiennent  les  puifiances  d c a -t- b , 
ôc  les  autres  qui  vont  de  haut  en  bas  ; ôc  les  cellules  de  tous  ces 
rangs  font  remplies  de  différens  produits  qui  ont  tous  leurs  coeffi- 
cient s,  ou  des  nombres  à leur  gauche;  car  ceux  qui  n'en  ont  point 
font  cenfés  avoir  l’unité  pour  coefficient,  puifque  b'i  ou  b*  eft  la 
même  chofe  que  ibi  ou  1 b*. 

Si  nous  ne  faifons  attention  qu’aux  produits  littéraux , nous 
trouverons  que  les  cellules  de  chaque  rang  de  gauche  à droite 
contiennent  les  puifiances  du  premier  terme  a,  lelquelles  vont  en 
diminuant  jufqu’à  la  derniete  cellule  où  le  terme  a ne  fe  trouve 
point  ; ôc  qu’au  contraire  les  puifiances  de  b vont  en  augmentant 
dans  ces  mêmes  cellules,  depuis  la  fécondé  où  b eft  à la  première 
puifiance , jufqu’a  la  derniere  où  b fe  trouve  élevé  à la  même  puif- 
fance  que  a eft  dans  la  première  cellule. 

Pour  fçavoir  comment  fe  forment  les  coefficients , il  n’y  a qu’à 
examiner  i°.  que  dans  le  premier  rang  à gauche  qui  va  de  haut 
en  bas  , les  puifiances  de  a qui  fe  trouvent  dans  fes  cellules , n’ont 
d’autre  coefficient  que  l’unité.  20.  Que  dans  le  fécond  ring  de 
haut  en  bas , les  coefficients  qui  fe  trouvent  dans  fes  cellules  font 
les  nombres  naturels  1, 2, 3, 4,  t,  ôcc.  î°.  Que  dans  le  troifiéme 
du  haut  en  bas  les  coefficients  des  produits  littéraux  font  les  fom- 
mes  fucceftives  des  coefficients  du  rang  de  haut  en  bas  qui  eft  à 
Tome  I.  H 
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gauche , ou  qui  précédé  celui  ci.  Ainfi  les  coefficients  du  rang 
précédent  étant  i,  2,  3,  4 & y,  on  trouve  que  le  coefficient  de  ia 
première  cellule  du  troifiéme  rang  eft  1,  que  le  coefficient  de  la 
fécondé  eft  3,  c’eft-à-dire  la  fomme  des  coefficients  1,  2,  du  rang 
précédent  ; que  le  coefficient  de  ia  troifiéme  cellule  eft  6,  c’eft-à- 
dire  la  fomme  des  coefficients  1,2,  3,  du  rang  précédent,  & ainfi 
de  fuite.  40.  On  trouvera  de  même  que  les  coefficients  du  4e. 
rang  du  haut  en  bas , font  les  fommes  fucceffives  des  cocfficiens  du 
3e.  rang,  & ainfi  des  autres.  De  forte  que  pour  avoir  le  coeffi- 
cient d’une  cellule  quelconque  de  l’un  de  ces  rangs , par  exemple 
le  coefficient  6 de  la  troifiéme  cellule  du  troifiéme  rang  du  haut 
en  bas,  on  n’a  qu’à  prendre  le  coefficient  3 de  la  cellule  qui  lui 
eft  fuperieure  , ôt  l’ajourer  au  coefficient  3 de  la  cellule  qui  eft  à 
gauche  de  celle-ci , ce  qui  fera  le  coefficient  6 que  l’on  cherche  ; 
car  le  coefficient  3 de  la  cellule  fuperieure  étant  la  fomme  des 
coefficients  1 & 2 du  rang  précédent,  fi  on  ajoute  à cette  fomme 
le  coefficient  3 du  rang  à gauche , la  fomme  6 lera  la  fomme  des 
coefficients  t,  2,  3,  du  rang  précédent,  & par  conféquent  elle  fera 
le  coefficient  demandé. 

Parle  moyen  de  ceci  on  peut  continuer  la  table  à l’infini,  fans 
être  obligé  de  faire  les  multiplications  qu’il  faudrait  faire  pour 
avoir  les  puiffances  que  cetre  table  ne  contient  pas;  par  exemple 
pour  avoir  la  fixiéme  puifiance  de  a-\-b , je  fais  un  lixiéme  rang 
de  gauche  à droite,  & je  mets  dans  fes  fix  premières  cellules  a6, 
a5,  a ♦,  ai,  a1,  a ; & en  commençant  depuis  la  fécondé  jufqua  la 
feptiéme , je  mets  b,  bl,bi,b*,bi,  b6  ;ainli  j’aurai  déjà  tous  les  pro- 
duits littéraux  a6,  aib,a*bb,  aibi,alb*,  abi,b6,  & il  ne  refte  plus  que 
les  coefficients;  & pour  cela  je  mets  dans  la  fécondé  cellule  le 
coefficient  6,  parce  que  cette  cellule  fe  trouvera  dans  le  fécond 
rang  du  haut  en  bas , qui  comprend  les  nombres  naturels  1,2,3, 
4,  y,  6,  &c.  Dans  la  troifiéme  je  mets  la  fomme  1 y du  coefficient 
iode  la  cellule  de  la  cinquième  puifiance  qui  fera  au-delTus  de  ma 
troifiéme , & du  coefficient  y de  la  cellule  du  cinquième  rang  qui 
çft  à gauche  de  celle  qui  a le  coefficient  10,  & continuant  de  la 
même  façon  , j’aurai  a6-\-6aib-+-  i<>a*bb-+-2oaibi-t-  iya^-4- 
6abi-\-b6 , qui  fera  la  fixiéme  puifiance  de  a-i-b,  6c  ainfi  des 
autres. 

py.  Si  le  fécond  terme  b avoir  le  ligne  — au  lieu  du  figne 
les  puiffances  du  binôme  a — b feraient  les  mêmes  que  celles  du 
binôme  a-\-b,  à l’exception  que  leurs  termes  auraient  alternat»- 
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vement  le  figne  -h  ôc  le  figne — . Ainfi  le  quarré  de  a — b feroit 
aa — 2ab-t-bb,  fon  cube  feroit  ai — 3 aab-t-jabb — bi , ôc  de  mê- 
me des  autres. 

96.  La  table  des  puiflances  que  nous  venons  de  donner,  nous 
fait  donc  voir  1 °.  Que  le  quarré  du  binôme  a-t-b  contient  le  quarri 
aa  de  fon  premier  terme  a,  deux  produits  du  premier  terme  a par  le  fé- 
cond b,  ou  le  double  du  premier  terme  a multiplié  par  le  fécond  b,  & 
le  quarré  bb  du  fécond.  2°.  Que  le  cube  de  a-t-b  contient  le  cube  a* 
du  premier  terme  a,  trois  quarrés  du  premier  par  le  fécond,  trois  fois 
le  premier  multiplié  par  le  quarré  du  fécond  & le  cube  du  fécond.  Et 
il  eft  facile  d’examiner  de  la  même  façon  quels  font  les  produits 
contenus  dans  les  autrespuiflances. 

97.  Maintenant  pourlçavoir  ce  qui  arriveroit  à un  multinome 
de  quelque  nombre  de  termes  qu’il  fût,  prenons  un  trinôme  a -h 
b-+-c,  ôc  concevons  que  fes  deux  premiers  termes  a -h  b n’en  faf- 
fent  qu’un , ce  qui  pourroit  arriver  aifément  fi  nous  mettions  leur 
valeur  en  nombre,  ôc  que  nous  fiftions  la  fomme  des  deux.  Ainfi 
ce  trinôme  n’eft  plus  qu’un  binôme  , dont  le  premier  terme  eft 
a-hb,  6c  le  fécond  eft  c.  Donc  le  quarré  de  ce  binôme  contient 
le  quarré  de  fon  premier  terme  a-\-b,  le  double  de  ce  terme  mul- 
tiplié par  le  fécond , 6c  le  quarré  du  fécond.  Mais  le  premier  ter- 
me a-\rb  étant  lui-même  un  binôme,  fon  quarré  contient  le  quar- 
ré de  a,  le  double  de  a multiplié  par  b , ôc  le  quarré  de  b.  Donc  le 
quarré  du  trinôme  a-\-b-\-c  contient  le  quarré  du  premier  ter- 
me a,  le  double  du  premier  par  le  fécond,  le  quarré  du  fécond, 
le  double  des  deux  premiers  par  le  troifiéme  ôc  le  quarré  du  troi- 
fiéme. 

De  même  fi  nous  confiderons  le  quadrinome  a-\-b-i-c-bdt 
comme  un  binôme,  dont  le  premier  terme  eft  u+i-i-r,  ôc  le 
fécond  eft  d,  le  quarré  de  ce  binôme  contient  le  quarré  du  pre- 
mier terme  a-+-b-\rc , le  double  de  celui-ci  multiplié  par  le  fé- 
cond,ôc  le  quarré  du  fécond  ; mais  le  premier  terme  a-i-b-hc 
étant  lui-même  un  trinôme , contient  le  quarré  de  a,  le  double  de 

multiplié  par  b,  le  quarré  de  b,  le  double  de  a-\rb  multiplié 
par  c , ôc  le  quarré  de  c.  Donc  le  quarré  du  quadrinome  a -f-  b -+- 
c-h  d contient  le  quarré  du  premier  terme , le  double  du  premier 
multiplié  par  le  fécond , le  quarré  du  fécond , le  double  des  deux 
premiers  multiplié  par  le  troifiéme , le  quarré  du  troifiéme , le  dou- 
ble des  trois  premiers  multiplié  par  le  quatrième , ôc  le  quarré  du 
quatrième  ; ôc  en  faifanc  le  même  raifonnement  à l’égard  d'un 
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multinome  de  y termes,  de  6,  de  7,  ôte.  on  aura  la  régie  générale 
ou  le  Théorème  fuivant. 

j>8.  1 HEOREME.  Le  quatre  d'un  multinome  quelconque  contient 
le  quatre  de  jon  premier  terme  : le  double  du  premier  multiplié  par  le 
fécond  , te  quatre  du  fécond:  le  double  des  deux  premiers  multiplié  par 
le  troifiéme , le  quarré  du  troifiéme  : le  double  des  trots  premiers  multi- 
plié par  le  quatrième , le  quatre  du  quatrième  y ôt  ainfi  de  fuite. 

PP.  Pour  trouver  les  produits  que  contiennent  les  cubes  des 
trinômes,  quadrinoines  , prenons  le  trinôme  a-+-b-\-c,  & confi- 
derons  le  comme  un  binôme  dont  le  premier  terme  eft  a-+-b,  ÔC 
le  fécond  eft  c , le  cube  de  ce  binôme  contiendra  lê  cube  du  pre- 
mier terme  a-\-b , trois  quarrés  de  ce  premier  terme  multipliés 
par  le  fécond  c,  trois  quarrés  du  fécond  multipliés  parle  premier, 
& le  cube  du  fécond  (M  ■}+.).  Or  le  premier  terme  a-hb  étant 
lui  même  un  binôme,  contient  le  cube  de  a,  trois  quarrés  de  a 
multipliés  par  b , trois  quarrés  de  b multipliés  par  a,  & le  cube  de 
b.  Donc  le  cube  du  trinôme  a-\-b-\-c  contient  le  cube  du  pre- 
mier terme:  trois  quarrés  du  premier  multipliés  par  le  fécond  : 
trois  quarrés  du  fécond  multipliés  par  le  premier,  le  cube  du  fé- 
cond : trois  quarrés  de  la  fomme  des  deux  premiers  multipliés  par 
le  troifiéme  : trois  quarrés  du  troifiéme  multipliés  par  la  fomme 
des  deux  premiers , & le  cube  du  troifiéme.  Ltfaifant  les  mêmes 
cbfcrvations  fur  un  quadrinome , un  quinquinome,  ôte.  on  aura 
la  réglé  générale  ou  le  Théorème  fuivant.. 

100.  1 HtOREME.  Le  cube  d'un  multinome  quelconque  contient  le 
cube  du  premier  terme  , trois  quarrés  du  premier  multipliés  par  le  fé- 
cond , trois  quarrés  du  fécond  multipliés  par  le  premier  : le  cube  du  fé- 
cond t trais  quarrés  de  la  fomme  des  deux  premiers  , multipliés  par  le 
troi  [terne , trois  quarrés  du  t,  oiftéme  multipliés  par  la  fomme  des  deux 
premiers  : le  cube  du  troifiéme , trois  quarrés  de  la  fomme  des  trois  pre- 
m ers , multipl  is  par  le  quatrième , trois  quarrés  du  quatrième  multi- 
pliés par  la  Jomme  des  trois  premiers  : le  cube  du  quatrième,  &c.  ainli 
de  luire. 

toi.  On  peut  de  la  même  façon  trouver  quels  font  les  termes 
contenus  dans  les  puiflances  quatrièmes,  cinquièmes,  fixiémes 
ôte.  des  multinomes  qui  ont  plus  de  deux  termes. 

De  l' Extraction  des  Racines  des  grandeurs  littérales. 

l oa.  Extraire  la  Racine  d’une  grandeur , c’eft  chercher  le  nom- 
bre qui , en  lu  multipliant  une  ou  plufieurs  fois,  a produit  cette 
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grandeur.  La  racine  d’un  quarré , ou  la  racine  quarrée , eft  le  nom- 
bre qui,  en  fe  multipliant  une  fois  , a produit  le  quarré.  La  raci- 
ne d’un  cube,  ou  la  racine  cubique,  ou  la  racine  troifiéme,  eft 
le  nombre  qui,  en  fe  multipliant  deux  fois  fuccellivemenr,  a pro- 
duit le  cube  : la  racine  quatrième  eft  le  nombre  qui  ,en  fe  multi- 
pliant trois  fois  fucceflivement,  a produit  la  quatrième  puiffan- 
ce,  &c. 

ioj.  Quand  la  grandeur  dont  on  veut  extraire  une  racine  quel- 
conque , eft  une  grandeur  incomplexe , on  connoit  aifément  fi  la 
racine  qu’on  cherche  peut  s'extraire,  ou  fi  elle  ne  le  peut  pas.  Par 
exemple  il  eft  évident  que  la  racine  quarrée  de  aa  eft  a,  que  la  ra- 
cine quarrée  de  aabb  eft  ab  ; que  la  racine  cubique  de  aaa  ou  ai 
eft  a,  que  celle  de  ale*  eftac,  ôc  ainfi  des  autres.  Au  contraire  on 
voit  bien  que  la  racine  quarrée  ou  cubique  de  ac  ne  peut  s’extrai- 
re non  plus  que  celle  de  a,  de  bd,  &c. 

104.  Quand  on  ne  peut  pas  extraire  la  racine  d’une  grandeur," 
on  écrit  à gauche  de  cette  grandeur  le  ligne  V , qu’on  nomme  le 
ligne  radical , & l’on  met  au-delfus  le  nombre  qui  marque  le  dé- 
gré  de  cette  racine:  J/ a ou  limplemenr  Va,  eft  la  racine  quarrée 
de  a;  y/ b eft  la  racine  cubique  ou  troiiiéme  de  b ; \fac  eft  la  racine 
quatrième  de  ac;  ces  fortes  déracinés  fe  nomment  four  de  s , ou 
irrationnelles , ou  incommenfurables , parce  qu’on  ne  peut  pas  ex- 
primer le  rapport  qu’elles  ont  avec  quelqu’autre  grandeur  con- 
nue que  ce  foir. 

10  j".  Quand  la  grandeur  fimple  dont  on  veut  extraire  une  raci- 
ne quelconque  eft  une  fradion,  on  extrait  la  racine  du  numéra- 
teur, & celle  du  dénominateur,  & l’on  en  fait  une  nouvelle  frac- 
tion , qui  eft  la  racine  cherchée.  La  racine  quarrée  de  — eft 

j- , la  racine  cubique  de  £ eft  celle  de  -’J-  eft  , la  racine 

quatrième  de  eft  La  racine  quarrée  de  eft  t-ÜL  ou 

Amplement  , ou  encore  V ^ , en  fâifant  en  forte  que  la 
jambe  du  figne  radical  embrafle  le  numérateur  & le  dénomina- 
teur. La  racine  cubique  de  eft  ou  v“Jf>  &c. 

îotf.  Les  racines  des  grandeurs  complexes  fe  tirent  par  le 
moyen  de  la  table  que  nous  avons  donnée  ci-devant.  En  voici 
quelques  exemples. 

H iij 
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Ier.  Exemple.  Pour  extraire  la  racine  quarréede<r4-2rd4-tW 
je  tire  une  ligne  fous  cette  grandeur,  & • . 

une  à droite  pour  écrire  après  elle  les  CC~+~2C  ~+~  (f 
termes  de  la  racine  que  je  cherche,  après  c-t-xe  d 
quoi  confultant  la  table  ou  le  Théorème 

du  nombre  p8.  je  vois  que  le  quarré  propofé  contient  le  quarré 
de  fon  premier  terme,  le  double  du  premier  multiplié  par  le  fé- 
cond, le  quarré  du  fécond,  &c.  donc  fi  en  retranchant  de  la 
grandeur  propofée  ces  différens  produits  il  ne  refie  rien , ce  fera 
une  marque  que  cetre  grandeur  efl  un  quarré,  ôc  j’en  aurai  la 
racine  cherchée.  Je  dis  donc  le  premier  quarré  en  allant  de  gau- 
che à droite  efl  cc  dont  la  racine  efl  es  j’écris  c au  lieu  marqué 
pour  la  racine,  ôc  je  l écris  aufli  fous  le  quarré  cc.  Je  multiplie  la 
racine  c par  elle- même,  c’efl  à dire  par  la  lettre  c que  j’ai  écrite 
fous  le  quarré  cc , & le  produit  efl  cc , lequel  étant  retranché  de  cc 
ne  laiffe  rien;  ainfi  le  quarré  propofé  ne  contient  plus  le  quarré 
que  je  viens  de  retrancher  ; c’efl  pourquoi  je  mets  un  point  fur  le 
quarré  cc  pour  marquer  qu’il  a été  retranché. 

Je  double  la  racine  c que  je  viens  de  trouver,  ce  qui  fair  2 c t 
& comme  2 c multiplié  par  la  fécondé  racine  efl  dans  le  refie  du 
quarré  propofé,  j’écris  2c  fous  le  terme  xcd,  ôc  je  divife  2 cd  par 
xc,  ce  qui  donne  d,  lequel  doit  être  la  fécondé  racine;  car  puif- 
que  le  terme  2 cd  efl  le  produit  de  2 c multiplié  par  la  feeonde  ra- 
cine , il  efl  fur  par  les  réglés  de  la  multiplication  ôc  de  la  divï- 
fion , qu’en  divifant  xcd  par  le  nombre  à multiplier  2 c , le  quo- 
tient doit  être  le  multiplicateur  , ôc  par  conféquent  doit  être  d. 
Je  multiplie  la  racine  ou  le  quotient  d par  le  divifeur  2 c , ce  qui 
donne  2 cd , de  2 cd  ôtez  xcd , il  ne  relie  rien , ôc  je  mers  un  point. 

Or  le  quarré  propofé  doit  encore  contenir  le  quarré  de  la  fé- 
condé racine  d,  ainfi  j’écris  d fous  le  terme  dd  de  la  grandeurpro- 

f>ofée  , ôc  multipliant  d par  lui-même  ou  par  la  fécondé  racine  d, 
e produit  efl  dd,  lequel  retranché  de  dd  ne  laide  rien  : la  racine 
cherchée  efl  donc  c-\-d. 

II.  Exemple.  Pour  extraire  la  racine  quarrée  de  bb-\r  xbc^-cc 

-\-2hd-\-2cd~\rdd. 

Je  dis  le  premier  bb-^-xbc  -\-cc-+-  xbd-+-  xcd-^-dd  ( b-hc-hd 
terme  à gauche 
efl  bb  dont  la  ra- 


b-\-xb  4- c -\-xb  -+-2 c H-d 


cine  efl  b que  j’écris  au  lieu  defliné  pour  la  racine , ôc  fous  la 
grandeur  bb , je  multiplie  b par  b , ce  qui  donne  bb , lequel  retrait^ 
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ehê  de  bb  ne  laifle  rien , ôc  je  mers  un  point  fur  le  terme  bb. 

Je  double  la  racine  trouvée  b,  ce  qui  fait  2 b que  j'écris  fous  le 
terme  2 bc , ôc  divilanr  ce  terme  par  2b,  la  fécondé  racine  eftcgue 
j’écris;  je  multiplie  2b  par c,  ôc  le  produit  eft  2 bc,  lequel  retran- 
cha àezbcne  laifle  rien.  J’écris  c fous  le  terme  cc,  ôc  multipliant  «r 
par  la  racine  c,  le  produit  eft  cc,  lequel  retranché  derme  laifle  rien. 

Je  double  les  deux  premières  racines,  ce  qui  fait  2b-\-2c  que 
j’écris  fous  les  termes  2bd-\-2cd,  6c  divifant  ces  termes  par  2^-j- 
2c , le  quotient  d eft  la  rroifiéme  racine.  Je  multiplie  cette  racine 
par  2b-\-cd , ce  qui  donne  2bd-\-2cd , lequel  retranché  de  2 bd-\- 
2cd,  ne  laifle  rien  ; j’é^js  d fous  le  dernier  terme  dd,  ôt  multipliant 
d par  la  troifiéme  racine  d,  le  produit  eft  dd,  lequel  retranché  de 
dd,  ne  laifle  rien.  Ainlila  racine  cherchée  eft  b-i-c-i-d. 


III.  Exemple.  Pour  extraire  la  racine  quarrée  de  cc—  2cd-+-dd 
je  trouve  que  la  première  racine  eft  c dont 

le  quarré  étant  retranché  du  terme  cc  ne  cc-2cd-+-  dd{c — d 

laifle,  rien.  Je  double  la  première  racine , j 

ce  qui  fait-+-2r,  6c  divifant  — 2cd  par  C~+~2C 
H- 2 c,  le  quotient  eft  — d.  Je  multiplie  — d par -+-2 c,  ce  qui 
donne  — 2 cd,  lequel  retranché  de  — 2cd  ne  laifle  rien.  J’écris 
— d fous  le  terme  dd , 6c  multipliant  — d par  la  racine  — d,  le 
produit  eft-t-dd,  lequel  retranché  de  -j~dd  ne  laifle  rien. 

IV.  Exemple.  Pour  extraire  b racine  cubique  de  eH-  }ccd-t^ 

fedd-hd*  ; je  dis,  en  fuivant  les  • . 

préceptes  duThéoréme  du  nom-  f3  *+■  3 ccd~ **  3 edd+di  (c+d. 
bre  100  : la  racine  cubique  du 
premier  terme  d eft  c,  ôc  faifant 


d •+■  $cc  -4-3 dd  -t-di 


le  cube  ci  de  cette  racine , je  le  retranche  du  terme  ci,  6c  il  ne 
refte  rien  ; je  fais  le  quarté  cc  de  cette  première  racine,  je  le  mul- 
tiplie par  3 , ce  qui  fait  jrr,  & comme  la  grandeur  propofée  doit 
contenir  3 cc  multiplié  par  la  fécondé  racine,  je  divife  $ccd  par 
3cc,  6c  le  quotient  deft  la  fécondé  racine  cherchée.  Je  multiplie 
la  fécondé  racine  d par  jee , ôc  le  produit  3 ccd  étant  retranché  de 
3 ccd  ne  laifle  rien.  Je  fais  le  quarré  dd  de  la  fécondé  racine  d , ôc 
je  le  multiplie  par  3 ôc  par  c,  parce  que  la  grandeur  propofée  doit 
contenir  3 fois  ce  quarré  multiplié  parc,  ôc  le  produit  eft  3 edd,  le- 
quel tetranché  du  terme  3 edd  ne  laifle  rien;  enfin  faifant  le  cube  dî 
de  la  fécondé  racine , ôc  le  retranchant  du  terme  di  il  ne  relie  rien* 
& la  racine  cherchée  eit  £■-+•<£ 
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V.  Exemple.  Pour  extraire  la  racine  quatrième  de  r4-4-4rî<l 
~^-(cldd-i-^cdi  ~hd*,  je  prens  le  quatrième  rang  de  gauche  à 
dudite  de  la  table  des  puiftances , lequel  contient  la  quatrième 
puiiïance  du  binôme  a -+-b , ôc  je  vois  que  cette  quatrième  puiP- 
fance  contient  la  quatrième  puilfance  du  premier  terme  a,  4^'ois 
le  cube  de  a multiplié  par  le  fécond  terme  d,  lix  fo  s le  quarré  du 
premier  terme  a multiplié  par  le  quarré  du  fécond  , quatre  fois  le 
cube  du  fécond  multiplié  par  le  premier,  ôc  la  quatrième  puillan- 
ce  du  fécond.  Je  dis 

donc  le  premier  terme  c*-j-^cid-+-  6cxdd  -t-  grd>  -4-  d*  (c-j-d 
f4  eft  la  quatrième  puif-  -j-  6t&dd-i-  ^edi -i- d> 

fance  dec;  ainli  j’écris 

c au  lieu  deftiné  pour  les  racines  ; j'éleve  c à la  quatrième  puif- 
fance  c 4,  ôc  retranchant  c*  de  c * il  ne  refle  rien.  Je  fais  le  cube 
c i de  la  première  racine  c,  & le  multipliant  par  4 j’ai  $ci  ; je 
divife  le  terme  qtfd  par  $ci , ôc  le  quotient  d eft  la  fécondé  racine 
à caufe  que  la  grandeur  propofée  doit  contenir  4c?  multiplié  par 
la  fécondé  racine;  je  multiplie  ^ci  par  la  fécondé  racine  d,  ce 
qui  donne  ^dd  lequel  retranché  de  4 rtd  ne  laifle  rien.  Je  fais  le 
quarré  dd  de  la  fécondé  racine  d & je  le  multiplie  par  6 , ôc  en- 
fuite  par  le  quarré  c1  de  la  première , ce  qui  fait  S^dd,  qui  retran- 
ché de  6cldd  ne  laifTe  rien.  Je  fais  le  cube  ai  de  la  fécondé  ra- 
cine, je  le  multiplie  par  4 ôc  parc,  ce  qui  donne  4^3, qui  re- 
tranché de  4 edi  ne  laide  rien  ; enfin  j’éleve  la  fécondé  racine 
à fa  quatrième  puifiance  d*,  Ôc  a*  retranché  de  d 4 nelailfe  rien, 
la  racine  cherchée  eft  donc  r-f-  d. 

VI.  Exemple.  Four  extraire  la  racine  quarrée  de  la  grandeur 

aa  bb  une  fradion.  Je  tire  la  racine  du  numérateur, 

laquelle  eft  a-+-b , ôc  la  racine  du  numérateur,  laquelle  eft  c,  ôc 
j’écris  , ôc  ainfi  des  autres  ; la  raifon  en  eft  qu’une  fradion 

qui  fe  multiplie  elle-même  produit  fon  quarré  ; or  pour  multiplier 
une  fradion  par  elle-même,  on  multiplie  le  numérateur  par  lui- 
même,  ce  qui  donne  le  quarré  du  numérateur,  ôc  l’on  multiplie 
aufti  le  dénominateur  par  lui-même  , ce  qui  donne  le  quarré  du 
dénominateur  ; donc  pour  extraire  la  racine,  il  faut  extraire  la 
racine  du  numérateur  ôc  celle  du  dénominateur. 

il  faut  dire  la  même  chofe  de  la  racine  cubique  d'une  frac- 
tion ; car  une  fradion  en  fe  mulripliant  deux  fois  fucceftivement 
produit  fon  cube  ; or  pour  cuber  une  fraction  on  multiplie  fon  nu- 
mérateur 
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merareur  par  lui-même  deux  fois  fuccdlîvemcnt , 6c  fon  dénomi- 
nateur  aufti  ; donc  pour  extraire  la  racine  cubique , il  faut  extraire 
la  racine  cubique  du  numérateur,  6c  la  racine  cubique  du  déno- 
minateur , 6c  il  en  eft  de  même  à l’égard  des  puillances  plus  éle- 
vées  des  fra&ions. 

VII.  Exemple.  Pour  extraire  la  racine  cubique  de  , 

j’écris  {/a*  -t-b1,  parce  que  cette  racine  ne  peut  pas  s’extraire  , 
ôc  j’obfcrve  que  le  ligne  radical  s’étende  fur  tous  les  termes  de 
la  grandeur  prôpofée  ; de  même  pour  extraire  la  racine  quarrée 

aa  -t-  nb  - ' -',a  ■+■  at  -+-  i-' 


de 


- au  - 


ec — dd 


ce — JJ 


OU 


— dd 


ioj.  Ce  que  nous  venons  de  dire  va  nous  fervir  pour  l’extrac- 
tion des  racines  des  grandeurs  numériques;  mais  comme  il  n’y 
a guéres  que  la  racine  quarrée  , ôc  la  racine  cubique  qui 
foient  en  ufage , nous  nous  en  tiendrons  à ces  deux-ci , 6c  ce 
que  nous  en  dirons  fera  aifément  juger  de  ce  que  l’on  devroit 
faire , fi  l’on  étoit  obligé  d’extraire  les  racines  des  grandeurs  plus 
élevées. 


De  lExtr&Üion  de  la  Racine  quarrée  des  grandeurs  numériques. 

108.  Pour  extraire  la  racine  quarrée  des  grandeurs  numéri- 
ques , il  faut  d’abord  connoître  les  quarrés  des  dix  premiers  nom- 
bres 1,2,  3,  4,  ôcc.  ôc  ces  quarrés  font  tels  qu’on  les  voit  dans  la 
Table  fuivante. 


Racines 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

Quarrés 

t 

♦ 

9 

i* 

2? 

36 

49 

54 

81 

100 

109.  Quand  les  quantités  dont  il  faut  extraire  la  racine  quarrée 
font  plus  grandes  que  le  plus  grand  des  quarrés  contenus  dans  la 
Table,  on  en  extrait  la  racine  de  la  même  façon  qu’on  extrait  la 
racine  quarrée  des  grandeurs  littérales  ; mais  la  difficulté  eft  de- 
fçavoir  quelle  place  occupent  les  produits  qu’il  faut  retrancher 
de  la  quantité  propofée.  Pour  en  venir  donc  à bout,  il  n’y  a qu’à 
voir  de  quelle  maniéré  fe  forme  un  quarré  numérique , ôc  en  ti- 
rer enfuite  des  régies  pour  l’extradion  de  fa  racine. 

Soit  donc  le  nombre  3 6 qu’il  faut  élever  au  quarré , je  le  mul- 
tiplie par  lui- même  en  écrivant  3 6 fous  36,  ôc  je  dis  6 fois  6 
font  3<î,  j’écris  6 fous  les  unités,  ôc  j’avance  3 fous  les  dixaincs 
au  lieu  de  le  retenir  ; 6 fois  3 font  1 8 , j’écris  8 fous  les  dixaines 
Tome  I.  I 


3* 

3* 


3 6 

I 

S 

1 

8 

9 

12 

96 

66  ELEMENS 

ôc  j'avance  i au  lieu  de  le  retenir.  Je  mutiplie  3 <5  par  le  fécond 
caradere  du  multiplicateur,  en  difant  : 3 fois  6 font  18,  j’écris 
8 fous  les  dixaines  ôc  j’avance  1 5 3 fois  3 font  p ôc  j’écris  p au 
rang  des  centaines  ; ainfi  cette  façon  de  multiplier  quoi- 
que différente  en  apparence  de  la  façon  ordinaire  , n’al- 
tére  point  le  produit  total  ; j’ajoute  tous  les  produits  que 
j’ai  trouvés , ôc  la  fomme  eft  12 96.  Je  coupe  ce  nombre 
par  tranches  de  deux  en  deux , & je  vois  que  le  quarré  9 
du  premier  caradere  3 de  la  racine  36  eft  à gauche  de 
la  première  tranche  en  prenant  les  tranches  de  gauche 
à droite  ; que  les  deux  produits  1 8 , j 8 , du  premier  ca- 
radére  3 multiplié  par  le  fécond  font  contenus  partie  à gau- 
che ôc  partie  à droite,  ôc  enfin  que  le  quarré  3 6 du  fécond  cara- 
dere 6,  eft  contenu  entre  les  deux  tranches. 

Si  l’on  faifoit  de  la  même  façon  le  quarré  10432P  de  323  * 
on  trouveroit  qu’en  cdüpant  ce  quarré  par  tranches  de  deux  en 
deux,  tels  qu’on  les  voit  ici  1 0J43 |2p , le  quarré  du  premier  ca- 
radére  3 de  fa  racine  feroit  contenu  dans  les  caradéres  1 o qui 
font  à gauche  de  la  première  tranche  ; que  le  double  de  ce  cara- 
dére  multiplié  par  le  fécond  2 feroit  partie  à gauche  ôc  partie  à 
droite  de  la  première  tranche;  que  le  quarré  4 du  fécond  caradere 
2 feroit  à gauche  de  la  fécondé  tranche  ; que  le  double  des  deux 
premiers  caraderes  multiplié  par  le  troifiéme  3 feroit  partie  à 
gauche  ôc  partie  à droite  de  la  fécondé  tranche , ôc  enfin  que  le 
quarré  p du  troifiéme  caradére  feroit  à gauche  de  la  troifiéme 
tranche,  ôc  or.  trouveroit  la  mc*mc  chofc  fi  le  quarré  propofé  avoir 
un  plus  grand  nombres  de  tranches  ; cela  pofé  , nous  allons 
donner  quelques  Exemples  de  l’Extradion  de  la  racine  quarrée  , 
mais  auparavant  il  eft  bon  de  faire  l’obfervation  fuivante. 

1 op.  Remarque.  Les  nombres  quarrés  font  ainfi  nommés  , 
parce  que  ce  font  les  feuls  qu’on  puiffe 
ranger  de  façon  qu’ils  forment  une  figure 
quarrée  dont  chaque  côté  contient  un 
même  nombre  d’unités.  Le  nombre  4 
rangé  comme  on  voit  ici , contient  à cha- 
que côté  deux  unités;  le  nombre  p en  contient  3 à chaque  côté 
l.c  nombre  1 6 en  contient  4 à chaque  côté,  ôc  ainfi  des  autres.. 


1 1 
j 1 


iii 
1 1 1 
in 


1 1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1. 
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Ier.  EXEMPLE.  On  veut  faire  un  Bataillon  quarré  S une  troupe  corn- 
pofèe  de  3844  hommes , combien  y aura- 1 il  d'hommes  de  front  & 
d'hommes  de  file , c'ejl-à-dire  combien  y aura-t'il  d'hommes  à chaque 
coté  de  ce  quarré  ? 

J’écris  le  nombre  3844  fous  lequel  je  mené  une  38144(62 
ligne , ôc  une  autre  à fa  droite  pour  y mettre  la  racine  ~~7 

cherchée.  Je  coupe  ce  nombre  par  tranches  de  deux  

en  deux  caraéleres,  ôc  je  dis  le  plus  grand  quarré  2.44 
contenu  dans  les  caratleres  38  qui  font  à gauche  de  1 22 

la  première  tranche  eft  3 6 dont  la  racine  eft  6 ; j’écris  000 

6 au  lieu  deiliné  pour  la  racine,  ôc  6 fous  38.  Je 
multiplie  la  racine  6 par  elle-même,  ce  qui  donne  36,  ôc  3 6 
retranché  de  38  laifle  2,  c’eft  pourquoi  je  mene  une  ligne  fous 
le  6 que  j’ai  mis  au-delîbus  du  nombre  propofé , ôc  j’écris  le 
refte  2.  • 

J’abbaifle  les  deux  autres  caraêleres  4 ôc  4 du  nombre  propofé 
lefquels  fe  trouvent  entre  la  première  ôc  la  fécondé  tranche , ôc 
doublant  la  première  racine  6 , ce  qui  fait  12  ; j’écris  12  fous  244, 
en  forte  que  fon  dernier  caraÛere  2 foit  à droite  de  la  première 
tranche  ôc  l’autre  à gauche , ôc  comme  les  caratleres  24  du  nom- 
bre propofé  doivent  contenir  ce  double  12  multiplié  parla  fé- 
condé racine  ; je  divife  24  par  1 2 ôc  le  quotient  2 eft  la  fécondé 
racine  que  j’écris  en  fon  lieu  ; je  multiplie  12  par  la  racine  2 , ce 
qui  fait  24,  lequel  retranché  de  24  ne  laifle  rien. 

J’écris  la  racine  2 fous  le  dernier  caratlere  4 , ôc  multipliant  2 
par  2,  le  produit  eft  4,  lequel  ôté  de  4 ne  laifle  rien,  donc  la 
racine  eft  62 , ôc  par  conféquent  il  y aura  6 2 de  front  ôc  62  de 
file. 

1 to.  Lorfqu’en  divifant  ce  qui  refte  de  la  grandeur  propofée 
par  le  double  de  la  première  racine  ou  des  deux  premières  , ou 
des  trois  premières , êcc.  on  trouve  un  quotient  dont  le  quarré  ne 

Îieut  pas  être  contenu  dans  les  caratleres  de  la  grandeur  propo- 
êe  defquels  on  doit  le  retrancher,  il  faut  diminuer  ce  quotient 
ou  cette  racine  d’autant  d’unités  qu’il  en  faut  pour  faire  que  ce 
quarré  puifle  être  retranché,  c’eft  ce  que  nous  allons  voir  dans 
l’Exemple  fuivant. 

II.  Exemple.  Soir  le  nombre  propofé  4831204,  je  le  coupe 
par  tranches  à la  maniéré  accoutumée , ôc  je  vois  qu’il  y aura 
quatre  racines.  Je  dis  donc  le  plus  grand  quarré  contenu  dans  le 
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caradére  à gauche , eft  4 dont  la  racine  eft  2 , & retranchant  le 
quarré  4 de  la  racine , du  caradere  4 il  ne  refte 
rien.  J’abbaifle  les  deux  caraderes  85,  6c 
doublant  la  première  racine.,  ce  qui  fait  4, 
je  l’»-cris  fous  83  , c’eft-à-dire  fous  8 qui  eft 
immédiatement  à droite  de  la  première  tran- 
che ; je  divife  8 par  4,  ce  qui  donne  2 , mais 
comme  après  avoir  retranché  de  8 le  produit 
de  la  racine  2 par  4,  il  ne  refteroit  plus  que 
3 qui  ne  peut  pas  contenir  le  quarré  4 de  ce 
quotient  2 , je  ne  mets  que  1 au  lieu  de  2 , 
ainfi  1 fois  4 eft  4 qui  retranché  de  8 lailfe  4, 
ôc  écrivant  la  racine  1 fous  le  caradere  3 , j’ai 
1 fois  1 eft  1 qui  retranché  de  3 lailfe  2. 

J’abbaifle  les  deux  caraderes  12  qui  font  entre  la  fécondé  6c 
la  troifiéme  tranche , 6c  doublant  les  deux  premières  racines  2 1. 
ce  qui  fait  42  ; j’écris  42  fous  4212,  de  façon  que  fon  dernier 
terme  2 l'oit  immédiatement  à droite  de  la  fécondé  tranche  , de 
laquelle  je  marque  la  place  par  un  point  à mefure  que  j’abbaifle 
les  ternies  du  quarré  propofé  ; or  ce  double  42  multiplié  par  la 
troiliéme  racine,  eft  contenu  dans  les  termes  421  du  quarré  pro- 
pofé , divifant  donc  42 1 par  42  difpofé  comme  il  eft , je  trouve  9 
pour  la  troifiéme  racine  ; car  dans  42  le  nombre  4 eft  p fois , 6c 
il  refte  beaucoup  plus  qu’il  ne  faut  pour  faire  que  2 foit  contenu 
aufii  p fois , ôc  que  le  quarré  de  p foit  contenu  dans  le  refte  joint 
au  dernier  caradere  2 de  4212  ; j’écris  donc  p fous  ce  dernier 
caradcre , fie  je  dis  p fois  p font  8 1 , lequel  ne  peut  fe  retrancher 
de.2,mais  en  empruntant  j’ai  82,  6c  de  82  ôtez  81  il  refte  1 ■, 
p fois  2 font  18 , 6c  8 d’emprunté  font  2 6 , lequel  ne  peut  être 
retranché  de  1 , mais  j’emprunte  3 , ce  qui  fait  3 1 , ôc  de  3 1 ôtez 
26  il  refte  3 ; p fois  4 font  36  ôc  3 font  39 , 6c  de  42  ôtez  39 , il 
refte  3. 

J’abbaifle  les  deux  derniers  caraderes  C4  du  quarré  propofé  y 
je  double  les  trois  premières  racines , ce  qui  donne  438  que  j’é- 
' cris  de  façon  que  fon  dernier  caradere  (oit  immédiatement  à 
droite  de  la  troifiéme  tranche,  ôc  divifant  3310  par  438  difpofé 
comme  il  eft,  je  trouve  8 pour  la  troifiéme  racine; j'écris  donc 
8 à la  racine,  Ôc  (ous  le  dernier  caradere  4 du  quarré,  après 
quoi  multiplant  4388  par  la  racine  8,  ôc  retranchant  le  produit 

nombre  33104 , de  même  que  dans  l’opération  précédente  , 
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il  ne  refte  rien,  ôc  la  racine  cherchée  eft  2198. 

III.  Exemple.  Pour  extraire  la  racine  quarrée  de  la  fraôtion 
, j’extrais  la  racine  du  numérateur  121  à la  façon  ordinaire, 
ôc  cette  racine  eft  1 1 ; j’extrais  de  même  la  racine  1 2 du  déno- 
minateur 144 , & j’ai  fj  qui  eft  la  racine  de  la  fraôtion  donnée. 
J’ai  donné  la  démonftration  de  ceci  dans  le  fixiéme  exemple  c/e 
l’extraêtion  des  racines  des  grandeurs  littérales  (N.  10 1.) 

111.  Lorfqu’après  avoir  fait  toutes  les  opérations  néceflaires 
pour  extraire  la  racine  quarrée  d’un  nombre,  on  trouve  un  refte, 
cela  marque  que  le  nombre  donné  n’eft  pas  un  quarré  parfait, 
ôc  que  par  conféquent  on  ne  fçauroit  en  extraire  la  racine  ; ainfi 
on  marque  ce  nombre  avec  le  ligne  radical.  Soit  par  exemple 
125,  j’en  extrais  fa  racine,  & je  trouve  1 1 avec  un  refte  y , ce 
nombre  n’eft  donc  pas  un  nombre  quarré , c’eft  pourquoi  j’ex- 
prime fa  racine  en  écrivant  /1 26,  nous  ferons  bientôt  voir  que 
ces  racines  ne  peuvent  s’exprimer  ni  par  un  nombre  entier , ni 
par  un  nombre  rompu,  ni  par  un  nombre  compofé  d’un  entier 
ôc  d’une  fraction,  ôc  que  cependant  on  peut  approcher  de  fa 
véritable  valeur  toujours  de  plus  en  plus  près  fans  pouvoir  jamais 
y atteindre.  En  attendant  voici  quelques  Théorèmes  aufquels  il 
eft  bon  de  faire  attention. 

1 1 2.  Theoreme.  Si  l on  ajoute  à un  nombre  entier  un  autre  nom- 
bre entier  ,fi  on  lui  retranche  un  nombre  entier , ou  fi  on  le  multiplie 
par  un  attire  nombre  entier,  la  fomme  ou  le  rejie , ou  le  prodoit  fera, 
un  nombre  entier  y mais  ft  on  le  divtfe  par  un  nombre  entier , le  quo- 
tient n’c/l  pas  toujours  un  nombre  entier. 

Un  nombre  entier  eft  une  fomme  exaête  d’unités  fans  fraction; 
fi  l’on  ajoute  donc  deux  pareilles  fommes,  le  total  ne  peut  être 
qu’un  amas  d’unités  fans  fraction,  ôc  fi  d’une  fomme  exaête  d’u- 
nités on  ôte  une  autre  fomme  exacte  d’unités,  mais  moindre,  le 
refte  doit  être  encore  une  fomme  d’unités  fans  fraction  , de  même 
comme  en  multipliant  un  nombre  entier  par  un  autre  nombre 
entier,  on  prend  le  premier  autant  de  fois  que  l’unité  eft  conte- 
nue dans  le  fécond , ôc  que  ce  fécond  contient  l’unité  exaôte- 
ment , il  eft  clair  qu’on  prend  la  fomme  exaête  d’unités  du  pre- 
mier un  certain  nombre  de  fois  fans  fraêtion,  ôc  que  par  con- 
féquent le  produit  doit  être  fans  fraétion.  Au  contraire  quand  on 
divife  un  nombre  entier  par  un  autre  nombre  entier,  il  peut  fe 
faire  que  le  divifeur  ne  foit  pas  contenu  exaûement  un  certain- 
nombre  de  fois  dans  le  dividende , ce  qui  donne  un  refte  qui  elt 
une  fraction.  Iiij 
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1 1 3.  Theoreme.  Si  on  ajoute  à un  nombre  entier  une  fraÛion , 
ou  fi  on  lui  retranche  une  fraction , la  fomme  on  le  refîe  ne  fera  pas 
un  nombre  entier , mais  fi  on  multiplie  ou  divifc  un  nombre  entier  par 
une  fraihon , le  produit  ou  le  quotient  peuvent  être  un  nombre  entier. 

Si  la  fradion  eft  moindre  que  l’unité,  il  eft  clair  qu’en  ajou- 
tant cette  fradion  à un  nombre  entier , là  fomme  fera  compo- 
se d’une  fomme  exacte  d’unités  fie  d’une  fradion,  6c  que  fi  on 
la  retranche  d’un  nombre  entier,  le  refte  fera  une  fomme  d’uni- 
tés moins  une  partie  d’unité,  ôt  par  conféquent  le  relie  ou  la 
fomme  ne  feront  pas  des  nombres  entiers  qui  contiennent  exac- 
tement l’unité,  mais  fi  l’on  multiplie  ou  fi  l’on  divife  un  entier  par 
une  fradion , il  pourra  fe  faire  que  le  produit  ou  le  quotient  foient 
des  nombres  entiers.  Par  exemple,  fi  l’on  multiplie  le  nombre 
entier  3 par  |,  le  produit  { fera  un  entier  qui  vaudra  2 , ôc  au 
contraire  multipliant  3 pari,  le  produit  | ne  fera  pas  un  entier. 
De  même  fi  on  divife  2 par  f , ou  ce  qui  revient  au  même,  f 

fiar  f,  le  quotient  3 fera  un  nombre  entier,  ôc  au  contraire  li 
’on  divife  3 par  j,  le  quotient  4 | ne  fera  pas  un  nombre  entier. 
1 14.  Theoreme.  Si  unefratlion  eft  réduite  à fies  moindres  termes, 
fion  quarré,  fon  cube , &c.  feront  des  fr  ail  ions  réduit  es  à leurs  moindres 
termes. 

Soit  la  fradion  réduite  à fes  moindres  termes , fon  quarré 

eft  ^ » fi  l’on  veut  que  cette  fradion  ou  quarré  ~ ne  foit  pas  ré- 
duite à fes  moindres  termes,  on  pourra  donc  trouver  un  nom- 
bre qui  divifera  exadement  le  numérateur  aa  ôc  le  dénominateur 
bb.  Suppofons  que  les  deux  quotients  foient  xx  ,yy,  en  forte  que 

la  fradion^1  foit  égale  à la  fradion  ^ réduite  à fes  moindres 


termes , la  racine  quarrée  de  cette  fradion  fera  donc  y , ôc 

cette  racine  fera  égale  à la  racine  ~ de  la  fradion  ; or  à 

caufe  que  les  quarrés  xx  , yy  font  moindres  que  les  quarrés  aa  , 
bb,  les  racines  x,y  feront  auffi  moindres  que  les  racines  a,  b , 

ôc  par  conféquent  la  fradion  ~ fera  exprimée  en  termes  plus 


grands  que  ceux  de  fon  égale  * ; donc  cette  fradion  ~ n’eft  pas 
réduite  à fes  moindres  termes,  comme  on  le  fuppofoit,  puis- 
qu'elle pourtoit  être  exprimée  par  ^,donc,ôcc. 
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iif.  Nous  pourrions  ajouter  ici  grand  nombre  de  Theorême 
fur  cette  matière  ; mais  les  3 ou  4 fuivans  fuffiront  pour  donner 
tous  les  éclairciflemens  néceflaires. 

1 1(5.  Theoreme.  Si  deux  fractions  réduites  à leurs  moindres  ter « 
mes  n’ont  pas  un  même  dénominateur , elles  ne  peuvent  être  égales. 

Soient  les  fraCtions  ~ j réduites  à leurs  moindres  termes,  ÔC 

dont  les  dénominateurs  font  différens , fi  l’on  veut  que  ces  deux 
fractions  foient  égales,  le  numérateur  a feraauffi  grand  par  rap- 

S>ort  à fon  dénominateur  b,  que  le  numérateur  c par  rapport  à 
on  dénominateur  d ; c’eft  pourquoi  fi  d eft  plus  grand  que  b , le 

numérateur  c fera  plus  grand  que  a,  & la  fraction  j fera  ex- 
primée par  des  termes  plus  grands  que  ceux  de  fon  égale  ^ 

donc  cette  fraCtion  j n’aura  pas  été  réduite  à fes  moindres  ter- 
mes comme  on  le  fuppofoit,  puifqu’elle  pourroitêtre  exprimée 
par  ; que  fi  au  contraire  d eft  moindre  que  b , le  numérateur 

c fera  auffi  moindre  que  le  numérateur  a,  ôc  la  fraction  £ étant 

exprimée  par  des  termes  plus  grands  que  ceux  de  fon  égale  j 

n’aura  pas  été  réduite  à fes  moindres  termes , ce  qui  eft  encore 
contre  la  fuppofition , donc , ôte. 

1 17.  Theoreme.  Si  deux  frayions  tjui  ont  même  dénominateur 
font  enfemble  égales  à un  entier , & que  l'une  des  deux  foit  réduite  à 
fes  moindres  termes , l autre  l'ejl  au  fi. 

Soit  les  fractions  £ - qui  ont  même  dénominateur  > ôc  dont 
la  première  ~ eft  réduite  à fes  moindres  termes,  la  fomrne  des  deux 

numérateurs  a-hc  eft  égale  ou  à b,  ou  à 2b,  ou  à f , ôcc.  ôc  par 
oonféquent  cette  fomme  eft  un  entier,  fi  l’on  veut  que  la  fécondé 

fraction  ~ ne  foit  pas  réduite  à fes  moindres  termes,  nous 

trouverons  un  nombre  que  je  nomme  *,  lequel  divifanr  exaCte- 
ment  le  numérateur  ôc  le  dénominateur  de  cette  fraction , la  ré- 
duira à fes  moindres  termes  ; fi  l’on  fuppofe  donc  p -+* 

e’eft-à-dire  a-hc  =ê,  le  nombre  x qui  divife  exactement  ê,  di- 
vifera  exactemenHa  quantité  a + c,  ôc  comme  ce  nombre  diviïe 
exactement  la  partie  c de  cette  quantité  , il  divifexa  exactement: 
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l’autre  partie  a ; donc  çn  aura  un  nombre  x qui  pourra  divifer 

exactement  les  termes  de  la  fraction  g,  ôc  par  conféquent  cette 

fraction  n’aura  pas  été  réduite  à fes  moindres  termes , ce  qui  eft 
contre  la  fuppofition,  ôc  ce  feroit  la  même  chofe  fi  on  fuppofoit 
a-\-c  — 2bî  car  le  nombre  x qui  diviferoit  éxadement  b,  divife-, 
roit  aufli  exactement  2 b ouaH-r,  ôte. 

1 18.  THEOREME.  Si  deux  f raflions  réduites  à leurs  moindres  ter- 
mes j ont  le  meme  dénominateur , leur  Jomme  peut  être  égale  à un  en- 
tier , mais  fi  leurs  dénominateurs  font  different , leur  fomme  eft  tou- 
jours unefraétion  plus  grande  ou  moindre  que  f unité. 

Soient  les  deux  bradions  g g réduites  à leurs  moindres  ter- 
mes , ôc  qui  ont  le  même  dénominateur , il  peut  aifément  fe 
faire  que  la  fomme  des  numérateurs  a , c,  foit  égale  à b ou  à 2 b, 
ôcc.  par  exemple  dans  les  fractions  y,  f,  qui  font  réduites  à leurs 
moindres  termes  , la  fomme  2 -f-  3 des  numérateurs  eft  égale  à 
5 , ôt  par  conféquent  ces  deux  bradions  font  ou  un  entier; 
de  même  dans  les  bradions  y , ôc  £ réduites  a leurs  moindres 
termes , la  fomme  8 -+-  6 des  numérateurs  eft  double  du  déno- 
minateur 7 , ôc  les  deux  bradions  valent  , ou  deux  entiers , Ôc 
ainfi  des  autres. 

Maintenant  foient  les  bradions  r t réduites  à leurs  moindres 

Di  a 

termes,  ôc  dont  les  dénominateurs  font  différens  ; je  cherche  la 
quantité  qu’il  faut  ajouter  au  numérateur  a pour  le  rendre  égal  à 

fon  dénominateur , ôc  faifant  la  fradion  \ la  fomme  g H-  g fera 
égale  à g , ôc  par  conféquent  un  entier , ôc  à caufe  que  la  frac- 
tion g eft  réduite  à fes  moindres  termes , la  fradion  j le  fera 

aufli  (M  11 7.)  Si  l’on  veut  donc  que  les  deux  fradions  g | 
prifes  cnfemble  vaillent  un  entier,  je  les  réduis  au  même  déno- 
minateur,  ce  qui  donne  gj  gy , partant  il  faut  que  ad-+-cb 
foit  égal  à bd,  je  multiplie  les  termes  de  la  fradion  g par  d,  ce 
qui  donne  ^ ; ainfi  à.  caufe  que  les  deux  g ■+■  g valent  un  entier, 

les  deux  —H  qiai  font  les  mêmes , valent  aufli  un  entier  , 

ou 
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ou  1 , or  par  la  fuppofition  qu’on  fait,  les  deux  _p.  ^ valent 
auiïi  1 ; donc  yp  -+-  yj  = yj  •+■  y/ . & retranchant  yj  de  part 

- „ hd  cd  • hd  n IA 

& d autre , nous  aurons  yy  = yy  , mars  yy  eu  la  meme  que 

^ m^me  clue  J » ^onc  ^es  deux  frayions  y & y ré- 

duites  à leurs  moindres  termes , & qui  ont  des  dénominateurs 
inégaux,  font  égales,  ce  qui  cftimpolfible  (A'.  1 1 6.)  donc  il  eft 

impofliblc  aufti  que  les  deux  y j vaillent  enfcmble  l’unité,  ou 
un  entier. 

Que  fi  on  prétend  que  les  deux  fractions  vaillent  deux  entiers, 
ou  trois,  ou  quatre,  Ôcc.  je  cherche  ce  qui  manque  au  numéra- 
teur a de  la  fraêtion  y,  pour  être  égal  à ai,  ji,  &c.  & faifant 

h égal  à cette  quantité , je  forme  la  fraêtion  y ; ainfi  les  deux 

cnfemble  y -+-  y valent  ou  -y,  ou  -ç  , &c.  c’eft-à-dire  , ou  trois 
unités,  ou  quatre,  ou  cinq,  &c.  ôc  continuant  le  même raifon- 
nenrent,  & les  mêmes  opérations  que  ci-deflus,  je  ferai  voir 
aifément  que  les  deux  y H-  y ne  peuvent  valoir  ni  deux  unités, 

ni  trois,  ni  quatre,  &c.  ni  aucun  nombre  entier,  & que  par 
conféquent  leur  fomme  eft  une  fraêtion  plus  ou  moins  grande 
que  l’unité. 

119.  Theoreme.  Si  Ton  multiplie  une  fraBion  par  elle-même , 
le  produit  ejl  une  fraflion , & jamais  un  entier. 

Si  la  fraction  eft  moindre  que  l’unité , je  la  réduis  à fes  moin- 
dres termes , & fuppofant  quelle  foit  exprimée  par  fon  quarré 

eft  "y  ; or  à caufe  que  a eft  moindre  que  b , & que  pour  faire  le 

quarré  on  a multiplié  le  numérateur  de  la  fraêtion  y par  a , & le 
dénominateur  pari  plus  grand  que  a,  le  dénominateur  bb  du 
quarré  eft  plus  grand  par  rapport  à fon  numérateur  aa,  que 

le  dénominateur  b de  la  fraêtion  y par  rapport  à fon  nuuméra- 
teur  a , & par  conféquent  yy  eft  moindre  que  la  fra&ion  t ; 
Tome  I.  , K 
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mais  eft  moindre  que  l’unité  j donc  à plus  forte  raifon  y-  cft 

moindre  que  l’unité. 

Si  la  fraction  eft  plus  grande  que  l’unité , elle  contiendra  un 
ou  plufieurs  entiers , plus  une  fraction  moindre  que  l’unité  ; fup- 
pofant  donc  que  l’entier  ou  les  entiers  quelle  renferme  foient 
exprimés  par  m,  ôc  que  la  fraétion  reliante  réduite  à fes  moindres 

termes  foit  ~ , cette  fraction  fera  m -+-  £ , ôc  fon  quarré  mm 
-+-  ’-j - -+-  J or  dans  ce  quarré  le  premier  terme  mm  eft  un 

entier,  le  fécond  l~  étant  le  produit  de  la  fra£tion  %■  par  l’en- 
tier 2>n,  cft  ou  entier  ou  une  fraction  (M  113.),  & Ie  dernier 
eft  une  fraction , puifqu’il  eft  le  quarré  de  la  fraction  ^ moindre 

que  l’unité  ; donc  fi  les  deux  premiers  termes  font  des  entiers 
leur  fournie  fera-un  entier  (A'.  112.)  6c  ajoutant  à cet  entier  la 

fraction  ~ , la  fomme  ne  fera  pas  un  entier  {N.  1 13.)  î que  fi 

le  fécond  terme  eft  une  fraction , cette  fraction  ou  fera  ré- 
duite à fes  moindres  termes,  o,u  ne  le  fera  pas;  fi  elle  eft  réduite 
à fes  moindres  termes  , il  eft  clair  que  fen  dénominateur  ne  fera 

pas  le  même  que  le  dénominateur  bb  du  troifiéme  terme  -gp,  qui 
par  la  fuppofition  eft  aulli  une  fraction  réduite  à fes  moindres 
termes  (A/.  114.)  ainfi  les  deux  termes  l-”™,  ^ formeront  en- 
femble  une  fraction  plus  grande,  ou  moindre  que  l’unité  ( 1 1 S) ; 
mais  fi  le  fécond  terme  n’eft  pas  réduit  à fes  moindres  termes  , 

- je  le  réduits , ôc  il  eft  clair  que  fon  dénominateur  fera  moindre 
que  b , 6c  par  confcquent  moindre  que  le  dénominateur  bb  du 

troifiéme  terme  ; donc  le  fécond  6c  le  troifiéme  terme 

n’ayant  pas  le  même  dénominateur , formeront  encore  enfem- 
ble  une  fraction  plus  grande  ou  moindre  que  l’unité  {A'.  1 8.)  ; 
6c  par  conféquent  ces  deux  termes  joints  au  premier  mm,  ne 
feront  pas  non  plus  un  entier  fans  fraction. 

120.  THEOREME.  Si  la  racine  quarrèe  d'un  nombre  entier  nejl 
pas  un  nombre  entier , elle  ne  pourra  s'exprimer  m par  une  fraclion , 
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ni  par  un  nombre  compofé  dentier  & de  fr  ad  ion. 

Démonstration.  Si  cette  racine  pouvoir  s’exprimer  par  une 
fraction  , il  s’enfuivroit  qtle  le  produit  de  cette  fraction  par  elle- 
même  feroit-un  nombre  entier,  ce  qui  eft  impolfible  (N.  1 19.), 
& fi  elle  pouvoir  s’exprimer  par  un  entier  & fraction,  i!  s’enfui- 
vroit encore  qu’un  entier  & fraction  multiplié  par  lui-même,  fe- 
roit  un  nombre  entier,  ce  qui  eft  aufii  impolfible  (N.  iip.)j 
donc,  ûcc. 

12t.  Corollaire.  Il  fuit  delà  que  la  racine  d’un  nombre  en- 
tier qu’on  ne  peut  tirer  exaêtemcnt , ne  peut  s’exprimer  autre- 
ment que  par  le  figne  radical,  puifqu’on  ne  peut  l’exprimer  ni 
par  un  nombre  entier,  ni  par  une  fraction , ni  par  un  entier  6c 
fraction  ; c’eft  l’une  des  chofes  que  j’avois  promis  de  démontrer. 
(AA  tu.) 

122.  Theoreme.  67  les  racines  de  deux  quartés  ne  different  en- 
tr elle  que  de  P unité , le  plus  grand  des  deux  quarrés  furpajje  le  petit 
de  deux  fois  la  racine  du  petit,  plus  Puni  té. 


Démonstration.  Soit  la 
racine  du  premier  quarré  a , 
celle  du  fceond  fera  donc^, 
<i-f- 1 , le  quarré  de  la  pre-1 
miere  fera  aa,  ôc  le  quarré  de 
la  fécondé  fera  aa-\-  aa  H-  1 ; 
or  fi  de  ce  fécond  quarré  je 
retranche  le  premier  quarré 
aa,  il  eft  vifible  que  le  refte 


a- 
a - 


aa  • 


a -f—  I 
a 


aa • 
aa 


■ 2.  a ■ 


O narre. 


2 tt  •+•  1 lie  fie  ou  Différence. 


fera  aa  -+-1  » mais  ce  refte  eft 
le  double  de  4t  première  racines,  plusPunité;donc,&c. 

• 

12  j.  Question.  Avec  4001  hommes , on  veut  faire  un  Bataillon 
quarré , ér  I on  demande  au  cas  qu’il  y ait  des  hommes  de  trop,  com- 
bien il  faudroit  en  ajouter  ou  en  retrancher  pour  faire  que  le  quarré 
fuit  parfait , & qu'il  ne  refle  rien. 

Solution'.  J’extrais  la  racine  quarrée  du  nombre  4001,  & 
je  trouve  63  avec  un  refte  32 , ce  qui  me  fait  voir  que  ce  quarré 

Kij 
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aura  63  hommes  de  front  & de  file , mais  qu’il  en  refiera  32  ;fi 
l’on  veut  donc  employer  ces  32,  il  faut  en 
ajouter  un  certain  nombre , lequel  joint  au 
nombre  400 1 fafie  un  quarré  dont  la  racine 
furpafie  la  racine  63  d’une  unité;  or  le  quarré 
dont  la  racine  eft  64,  furpafie  le  quarré  dont 
la  racine  eft  63  de  deux  fois  63  plus  l’unité, 
c’eft-à-dire  de  i2tf-M,ou  de  127;  donc  fi 
400 1 étoit  exactement  le  quarré  de  63  , il 
faudroit  lui  ajouter  1 27  hommes  pour  avoir 
le  quarré  de  6 4,  mais  comme  400  r en  con- 
tient déjà  32  de  plus,  je  ne  dois  lui  ajouter 
que  127  moins  32,  c’eft-à-dire  9 y hommes, 

& la  fournie  eft  4096,  dont  la  racine  eft  ef- 
fectivement 6 4. 

Que  fi  on  vouloit  feulement  le  quarré  de  63  , il  eft  clair  qu’en 
retranchant  32  hommes  de  4001 , le  rcfte  3969  feroit  le  quarré 
de  63. 

1 24.  Corollaire.  Il  fuit  du  Théorème  précédent  que  fi  après 
avoir  extrait  la  racine  d’un  nombre,  il  refte  quelque  chofe;  ce 
refte  eft  moindre  que  le  double  de  la  racine  trouvée,  plus  l’unité  ; 
& par  conféquent  ce  refte  ajouté  à la  racine  trouvée  ne  peut  pas 
l’augmenter  de  l’unité  ; car , par  exemple  , fi  après  avoir  extrait 
la  racine  de  4001  qui  eft  6 3 avec  un  refte  32,  ce  refte  32  fe 
trouvoit  égal  au  double  de  63  plus* , c’eft-à-dire  à 127,  le  nom- 
bre 4001  diminué  de  127  feroit  le  quarré  de  63  5 or  en  ajoutant 
au  quarré  deux  fois  fa  racine  63  plus  l’unité,  c’eft-à-dire  127,  on 
le  feroit  devenir  le  quarré  de  64;  donc  4001  feroit  exactement 
le  quarré  de  64,  6c  par  conféquent  en  tirant  fà  racine,  on  trou- 
vercit  64,  & non  pas  63  avec  un  refte. 

De  l’Extraliion  de  la  Racine  qnarrée  des  grandeurs 
numériques  par  approximation. 

123.  Quand  un  nombre  entier  n’eft  pas  un  quarré  parfait,  là 
racine  ne  peut  s’exprimer  ni  par  un  nombre  entier , ni  par  une 
fraCtion , ni  par  un  entier  & fraCtion  (N.  120.)  ; or  tout  ce  qu’on 
peut  faire  dans  ces  occafions,  c’eft  d’operer  de  façon  que  l’on 
approche  fi  près  de  la  véritable  racine  , que  le  refte  foit  moindre 
qu'une  quantité  donnée  quelque  petite  qu’elle  foit , & c’eft  ce 
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qu’on  appelle  extraire  la  racine  par  approximation.  Par  exemple 
fi  l’on  propofe  d’extraire  cette  racine,  en  forte  que  ce  qui  reliera 
foit  moindre  qu’un  dixième  d’unité,  ou  qu’un  centième , ou  qu’un 
dix- millième,  ôcc.  la  maniéré  de  fatisfaire  à cette  queftion  s’ap- 
pelle extraire  la  racine  quarrèe  par  approximation  , cette  extrac- 
tion eft  fondée  fur  le  Theorême  fuivant. 

126.  TheoremE.  Si  ton  prend  tunité,  & qu’à  fa  droite  on  ir.cm 
un  zéro , ou  deux  zéros , ou  trois  zéros , &c.  ce  qui  donnera  les  nom- 
bres jo,  100,  1000,  10000 , &c.  les  quarrés  de  ces  nombres  con- 
tiendront encore  t unité,  plus  un  nombre  de  zéros  double  du  nombre  de 
zéros  que  leurs  racines  contiennent. 

La  Démonftrationde  ceci  étant  tirée  de  la  nature  de  la  multi- 
plication, on  la  trouvera  bientôt  fi  l’on  multiplie  chacun  des 
nombres  10,  100,  1000,  ôcc.  par  lui-même;  car  on  verra  que 
le  quarré  de  10  qui  eft  100,  contient  l’unité  plus  deux  zéros, 
au  lieu  que  10  ne  contient  que  l’unité  ôc  un  zéro;  que  le  quarré 
de  100  qui  eft  10000  contient  l’unité  plus  quatre  zéros,  au  lieu 
que  too  ne  contient  que  l’unité  ôc  deux  zéros,  & ainft  des  au- 
tres, cela  pofé. 

Exemple.  Pour  extraire  la  racine  de  3 qui  n’eft  pas  un  quarré 
parfait,  je  réduis  le  nombre  3 en  une  fraction  dont  le  dénomina- 
teur foit  100,  c’eft- à-dire,  je  multiplie  3 par  100, ce  qui  fait  300, 
ôc  je  le  divife  par  it>o,  ce  qui  fait-j-f-  égale  à 3 (A'.  37.)  j’extrais 
la  racine  de  cette  fraétion,  c’eft- à-dire  j’extrais  d’une  part  la  ra- 
cine du  numérateur  ôc  de  l’autre  la  racine  du  dénominateur  pour 
faire  de  ces  deux  racines  une  nouvelle  fraétion  qui  fera  la  racine 
cherchée  (IV.  104.) ; or  la  racine  du  dénominateur  too  eft  10  par 
le  Theorême  précédent  ; donc  il  ne  s’agit  plus  t^ue  de  tirer  la 
racine  du  numérateur  300  ; j’extrais  cette  racine  a la 
façon  ordinaire  & je  trouvé  1 7 ; ainli  la  racine  de  la  fra-  3l00(17 
étion  eft  f|,  ou  1 /à,  & il  refte  1 1 qui  eft  moindre  qu’une  1 10 

unité  de  la  racine  (A'.  1 24.)  c’eft-à-dire  moindre  qu’un  2-0O 
dixiéme,  Ôc  par  conféquenr  j’ai  tiré  la  racine  de  3,  ôc  27 
ce  qui  refte  eft  moindre  qu’un  dixiéme.  ~ 

Si  je  veux  que  ce  qui  refte  foit  moindre  qu’un  cen- 
tième , ôc  que  par  conféquent  la  racine  trouvée  approche  davan- 
tage de  la  véritable  ; je  multiplie  3 non  pas  par  100  , mais  par 
10000,  ôc  le  divifant  par  10000  j’ai  la  fra&ion  qui  eft  égale 
à 3 ; or  la  racine  du  dénominateur  eft  100  par  le  Theorême  pré* 
cedent,  ainft  je  n’ai  plus  qu’à  extraire  la  racine  du  numérateur  ; 
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& cette  racine  étant  extraite  à la  façon  ordinaire  eft  173 , & par 
conféquent  la  racine  de  la  fradion  eft  ou 
1 avec  un  refte  71  qui  eft  moindre  qu’un  cen- 
tième. 

Si  je  veux  en  approcher  davantage,  j’ajoute 
encore  deux  zéros  au  numérateur  & au  dénomi- 
nateur de  la  fraction  , ce  qui  fait  i^focc  ; or 
la  racine  du  dénominateur  1000000 eft  iooo,ainfi 
extrayant  la  racine  du  numérateur  qui  efl:  1 73  2 , je 
trouve  que  la  racine  cherchée  eft  , ou  1 
avec  un  refte  276  qui  eft  moindre  qu’un  millième. 

Et  continuant  toujours  de  la  même  façon  3Joojoo]oo(  1732 
en  ajoutant  toujours  deux  zéros  au  numéra- 
teur ôc  au  dénominateur,  j'approcherois  tou- 
jours de  plus  en  plus  de  la  véritable  valeur  de 
la  fradion , fans  pouvoir  jamais  y atteindre  , 
parce  qu’il  me  reftera  toujours  un  refte,  à 
caufe  que  la  racine  de  3 ne  pouvant  s’extraire 
en  nombre  entier , ne  fçauroit  s’extraire  non 
plus  en  nombre  rompu  ou  en  nombre  com- 
pofé  d’entier  & de  fradion. 
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127.  La  réglé  eft  donc  d’ajouter  au  nombre  dont  on  veut  ex- 
traire la  racine  par  approximation,  ou  deux  zéros , ou  quatre,  ou 
fix,  &c.  toujours  en  nombre  pair,  & d’en  extraire  la  racine  fous 
laquelle  on  mettra  l’unité  avec  la  moitié  du  nombre  de  zéros  qu’on 
a ajouté  au  nombre  propofé,  ce  qui  donnera  une  fradion  qui 
fera  la  racine  cherchée,  & plus  le  nombre  de  zéros  ajoutés  fera 
grand,  plus  aulTi  on  approchera  de  la  véritable  valeur. 

De  l’Extrafiion  de  la  racine  cubique  des  quantités  numériques. 

128.  Pour  extraire  la  racine  cubique  d’un  nombre,  il  faut  d’a- 
bord fe  rendre  familiers  les  cubes  des  dix  premiers  nombres  que 
l’on  voit  dans  cette  Table. 


Racinescubiq. 


Enfuite  fi  le  cube  propofé  eft  plus  grand  que  les  cubes  de 
cette  Table,  on  en  extrait  la  racine  cubique  à peu  près  de  même 
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qu’on  extrait  celle  des  grandeurs  littérales  ; mais  la  difficulté  con- 
fiée à trouver  les  places  qu’occupent  les  diflférens  produits  con- 
tenus dans  le  cube  propofé , ôc  c’eft  ce  que  nous  allons  voir , en 
examinant  de  quelle  façon  Ce  forme  un  cube. 

Soit  donc  le  nombre  y 4 qu’il  faut  élever  au 
cube,  je  le  multiplie  d’abord  par  lui-même,  en 
écrivant  chaque  produit  à la  place  qu’il  doit  oc- 
cuper fans  rien  retenir,  ce  qui  me  donne  les  qua- 
tre produits  que  le  quarré  de  y 4 contient  ; ainft 
la  fomme  de  ces  quatre  produits  donneroit  le 
quarré  de  54,  de  même  que  (i  j’avois  multiplié 
à la  façon  ordinaire,  ôc  par  conféquent  en  mul- 
tipliant ces  quatre  produits  encore  par  J4,  le 
produit  total  fera  le  cube. 

J’écris  donc  <4  par-deflous,  ôc  je  multiplie 
chacun  des  quatre  produits  d’abord  par  4 , ôc 
enfuite  par  y , ce  qui  me  donne  huit  produits  , 
lefquels  ajoutés  enfemble  font  le  cube  1J74Ô4 
de  y4. 

Je  coupe  ce  cube  par  tranches  de  trois  en 
trois  carattercs  de  droite  à gauche , ôc  je  vois 
que  le  cube  i2j  du  premier  caractère  y,  fe  trouve  à gauche  de 
la  première  tranche,  en  allant  de  gauche  à droite;  que  les  trois 
produits  100,  100,  100,  font  partie  à gauche,  ôc  partie  à droite 
de  la  première  tranche  ; que  les  trois  produits  80,  80 , 80  , font 
à droite  de  la  première  tranche , ôc  qu’enfin  le  cube  64  du  fécond 
cara&ere  4 de  la  racine  eft  à gauche  de  la  féconde  tranche. 

Or  les  trois  produits  100,  100,  100,  font  chacun  le  produit 
du  quarré  2 y du  premier  caractère  y delà'  racine  multiplié  par 
le  fécond  caraéierc  4,  ôc  les  trois  produits  80,  80,80,  fonr 
chacun  le  produit  du  quarré  1 6 du  fécond  caractère  4 de  la  ra- 
cine multiplié  par  le  premier  caraêtere  y ; donc  le  cube  de  y 4 
coupé  par  tranches  contient  à gauche  de  la  première  tranche 
le  cube  du  piemier  carrôtere  y , enfuite  trois  quarrés  de  ce  pre- 
mier cara£tere  y multipliés  par  le  fécond,  partie  à gauche  ôc  par- 
tie à droite  de  la  première  tranche,  puis  trois  quarrés  du  fécond 
caradtere  4 multipliés  par  le  premier  caraétere  à droite  de  la  pre- 
mière tranche , ôc  enfin  le  cube  du  fécond  caractère  à gauche 
de  la  fécondé  tranche. 

Que  fi  le  cube  avoir  un  plus  grand  nombre  de  tranches , cc 
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qui  ne  pourroit  fe  faire  que  fa  racine  n’eut  un  plus  grand  nom- 
bre de  caractères,  on  trouveroit  de  même  que  les  cubes  du  pre- 
mier, du  fécond,  dutroilîéme,  ôcc.  feroient  toujours  à gauche 
des  tranches  première,  fécondé,  troifiéme,  ôcc.  & que  les  pro- 
duits que  le  cube  comiendroient  feroient  toujours  partie  à gau- 
che 6c  partie  adroite  de  ces  tranches;  cela  pofé 

Ier.  Exemple.  Soit  le  nombre  804 3 j 7,  dont  on  demande  la 
racine  cubique  , je  mène  une  ligne  fous  ce  nombre  6c  une  autre 
à droite  pour  écrire  la  racine  à côté  ; je  coupe  ce  nombre  par 
tranches  de  trois  en  trois  caractères  en  allant  de  droice  à gauche. 


après  quoi  je  dis  : le  plus  grand  cube 
contenu  dans  les  trois  premiers  carac- 
tères 804  qui  font  à gauche  de  la  pre- 
mière tranche  eft  729 , ce  que  je  trouve 

8°4l3f7(PÎ 

729 

729 

par  le  moyen  de  la  table  des  cubes  des 

7S-3S7 

243 

dix  premiers  nombres;  or  la  racine  de 

243 

27 

729  eft  9 que  j écris  au  lieu  defliné,  ôc 

7;  337 

75357 

mettant  le  cube  729  de  cette  racine  fous 
804,  je  le  retranche  de  804,  ôc  le  refte 
eft  73. 

00000 

J’abbaifle  les  caractères  3 J7  du  cube,  ôc  faifantlc  quarré  81 
du  premier  caractère 9 de  la  racine,  je  le  multiplie  par  3,  ce 
qui  donne  243;  or  243,  ou  le  triple  du  quarré  de  la  première 
racine  multiplié  parla  fécondé  eft  dans  733  , j’écris  donc  243 
fous  ce  nombre,  en  forte  que  fon  dernier  caractère  3 foit  à 
droire  de  la  première  tranche  dont  je  marque  la  place  par  un 
point  à mefure  que  j’abbaifle  les  caractères  337  compris  entre 
la  première  ôc  la  fécondé  tranche  5 c’eft  pourquoi  je  divii'c  733 
par  243 , ôc  le  quotient  3 étant  le  nombre  qui  multiplie  243 
dans  733,  eft  par  conféquent  la  fécondé  racine. 

Je  multiplie  243  qui  eft  la  fornme  des  trois  quarrc's  delà  pre- 
mière racine  par  la  féconde  racine  3 , ôc  le  produit  eft  729  que 
j’écris  à part  ; je  fais  le  quarré  9 de  la  fécondé  racine  , ôc  le  mul- 
tipliant par  3 pour  en  avoir  le  triple  , ôc  enfuite  par  la  première 
racine  9,  ce  qui  donne  243 , j’écris  243  fous  729  en  avançant 
d’un  rang  vers  la  droite,  parce  que  le  cube  propofé  contient  ce 

f>roduit  243  en  avançant  d’un  rang  ; enfin  je  fais  le  cube  27  de 
a fécondé  racine,  ôc  je  l’écris  fous  le  produit  243  en  avançant 
d’un  rang  à droite,  parce  que  le  cube  propofé  contient  le  cube 
27  de  cette  façon , ôc  faifant  la  fornme  des  trois  produits , laquelle 

eft 
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cft7Jîf7,  je  l’écris  fous  le  relte  7yyy7,  & retranchant  la  fomme 
7yjy7du  relie  7y  JÎ7>  *1  ne  relie  rien,  ainfila  racine  cherchée  eft 
P3,  puifqu’en  retranchant  du  cube  propofélecube  du  premier  ca- 
radere, le  triple  du  quarré  de  ce  premier  caradere  multiplié  par 
le  fécond , le  triple  du  quarré  du  fécond  multiplié  par  le  premier, 
& enfin  le  cube  du  fécond , il  n'elt  rien  relié. 

II.  Exemple.  Soit  le  nombre  propofé  80621  y 68  dont  on  de- 
mande la  racine  cubique,  je  le  coupe  par  tranches,  & je  trouve 
que  la  racine  aura  trois  caraderes,  puifqu’il  y a trois  tranches. 

Je  dis  donc  le  plus  grand  cube  80)62115-68(432 

contenu  dans  les  caraderes  80  qui  ^ *îo8 

font  à gauche  de  la  première  tran-  _ I 1 0 

che  ell  64 , dont  la  racine  cubique  t/5.621  Z 

ell  4,  ce  que  je  trouve  parla  table  1SS° 7 

des  cubes  des  dix  premiers  nom-  — ' Li— Z. 

bres  ; j’écris  donc  4 au  lieu  delliné  1114.5-68 

pour  la  racine  ,6c  64  fous  80;  je  re-  * g 

tranche  64  de  80,  ôc  le  relie  ell  1 6.  

J’abbaifle  les  trois  caraderes  0000000  11145-68 

621  qui  font  entre  la  première  6c  la  fécondé  tranche,  je  fais  le 
quarré  du  premier  caradere,  ôc  le  multipliant  par  3 , le  produit 
ell  48 , ôc  comme  48  multiplie  par  la  leconde  racine  ell  dans 
les  trois  caraderes  1 66,  je  divife  166  par  48,  ôc  le  quorient  3 
ell  la  fécondé  racine  ; je  multiplie  48  par  la  fécondé  racine  3 , 
ce  qui  donne  le  produit  144  que  j’écris  à part;  je  fais  le  quarré 
de  la  fécondé  racine  3 , je  le  multiplie  par  3 , ôc  enfuite  par  la 
première  racine  4,  ce  qui  donne  108  que  j’écris  à part  fous  144, 
en  avançant  d’un  rang  à droite  ; enfin  je  fais  le  cube  27  de  la 
conde  racine,  ôc  je  l’écris  à pan  fous  108  en  avançant  d’un  rang 
à droite  ; je  fais  la  fomme  1 y 507  des  produits  que  j’ai  écrit  à parr, 
6c  l’écrivant  fous  le  relie  1 66 2 1 de  la  première  opération , je  re- 
tranche iyyo7  de  16621  , ôc  le  relie  ell  1114. 

J’abbaifle  les  trois  caraderes  y 68  qui  font  entre  la  fécondé 
ôc  la  troifiéme  tranche , 6c  faifant  le  quarré  des  deux  premières 
racines  43  , je  le  multiplie  par  3 , ce  qui  fait  y y47  5 or  ce  produit 
multiplié  par  la  troifiéme  racine  ell  dans  1 1 i4y , j’écris  donc 
yy47  fous  1 1 i4y,  ôc  divifant  1 1 i4y  par  yy47,  le  quotient  2 cil 
la  troifiéme  racine;  je  multiplie  yy47  par  la  troifiéme  racine  2, 
6c  le  produit  ell  1 1 094  que  j’écris  à part  ; je  fais  le  quarré  de  la 
troifiéme  racine  2 , je  le  multiplie  par  3 , ôc  enfuite  par  la  fomme 
Tome  I.  L 
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des  deux  premières,  le  produit  cft  p 6 que  j’écris  à part  fous 
nop4  en  avançant  d'un  rang  à droite  ; enfin  je  fais  le  cube  8 
de  la  rroifiéme  racine,  ôc  je  l’écris  à part  fous  en  avançant 
d’un  rang  à droite  ; je  fais  la  fomme  1 1 14.^68  des  trois  produits 
mis  à part,  ôc  retranchant  cette  fomme  du  relie  1 1 14^68  delà 
fécondé  opération,  il  ne  relie  rien  ; ainfi  la  racine  cherchée  eft 

4J2. 

1 29.  Il  faut  obferver  que  fi  après  avoir  pris  le  triple  du  quarré 
de  la  première  racine,  ôc  divifé  le  relie  par  ce  triple,  on  trou- 
voit  pour  la  fécondé  racine  un  nombre  qui  fut  de  telle  nature 
qu’en  achevant  l’opération  jufqu’à  la  fécondé  tranche,  la  fomme 
des  trois  produits  mis  à part  fut  plus  grande  que  ce  qui  feroit 
relié  après  avoir  retranché  le  premier  cube , il  faudroit  dimi- 
nuer la  féconde  racine  d’une  unité,  ou  de  deux,  ou  de  trois, 
jufqu’à  ce  que  la  foullradion  de  la  fomme  des  trois  produits  put 
fe  faire , ôc  la  même  chofe  doit  être  obfervée  àd’égard  des  opé- 
rations fuivantes , s’il  s’en  trouve  encore  à faire. 

IV.  Exemple.  Pour  extraire  la  racine  cubique  de  la  fraôtion 
r,K  > j’extrais  la  racine  cubique  1 1 du  numérateur , ôc  la  racine 
cubique  12  du  dénominateur,  ôc  j’écris  fj  pour  la  racine  cher- 
chée, & ainfi  des  autres.  La  démonllrarion  de  ceci  fe  trouve  dans 
le  fixiéme  exemple  de  l’extraêlion  des  racines  des  grandeurs  lit- 
térales. 

Ve  l'ExtraÜion  delaracine  cubique  des  grandeurs  numériques 
par  approximation. 

t jo.  L’approximation  de  la  racine  cubique  des  nombres  fe 
fait  à peu  près  comme  celle  de  la  racine  quarrée , 6c  dépend  du 
Théorème  fuivant. 

I j t.  Theoreme.  SiFon  prend  les  nombres  10,  100,  1000, ôcc. 
qui  ont  tous  F unité  jointe  à un  zéro,  à deux , à trois,  &c.  les  cubes 
de  ces  nombres  auront  encore  F unité  avec  un  nombre  de  zéros  triple  du 
nombre  de  zéros  que  leur  racine  contient. 

II  ellaifé  de  fe  convaincre  de  ceci,  en  faifant  les  cubes  des 
nombres  propofés,  car  on  trouvera  que  le  cube  de  10  cil  1000, 
lequel  contient  trois  zéros,  au  lieu  que  fa  racine  rien  contient 
qu’un,  que  le  cube  de  100  ell  toooooo,  lequel  contient  fix  zé- 
ros , tandis  que  fa  racine  rien  contient  que  trois,  ôc  ainfi  des  au- 
tres ; cela  pofc 
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Soit  le  nombre  9 dont  on  demande  la  racine  cubique , j’ajoute 
trois  zéros  ou  fix,  ou  neuf,  Ôc  ainfi  de  fuite , en  augmentant  tou* 
jours  de  trois , ce  qui  eft  la  même  chofe  que  fi  je  réduifois  le 
nombre  9 en  une  fraftion  dont  le  dénominateur  fut  ou  1000, 
ou  1000000,  ce  qui  donneroitou  f|!-§ , ou  ff££~  > &c-  or  la  ra- 
cine cubique  du  dénominateur  eft  10  quand  le  dénominateur 
eft  iooo,  elle  eft  ioo  quand  le  dénominateur  eft  ioooooo,  Ôcc. 
par  le  Theorême  précédent  ; donc  en  tirant  la  racine  cubique 
du  numérateur,  j’aurois  des  dixiémes  à la  racine  , lorfque  la  fra- 
ction fieroit  f|f| , des  centièmes  lorfque  la  fraCtion  feroit  -fflIflSi 
&c.  ôc  j’aurois  toujours  un  refte  qui  feroit  moindre  qu’une  unité 
de  la  racine,  c’eft-à-dire,  qui  ne  fçauroit  augmenter  1a  racine 
d’une  unité-  Les  opérations  de  ceci  font  faciles  à faire,  c’eft 
pourquoi  je  me  difpenfe  de  les  donner  pour  être  plus  court  ; 
mais  voici  un  Theorême  par  le  moyen  duquel  nous  ferons  voir 
que  ce  qui  refte  de  l’extraction,  ne  peut  augmenter  la  racine 
d’une  unité. 


132.  THEOREME.  Si  deux  nombres  ne  different  que  de  l'unité,  le 

cube  du  plus  grand furpaffe  le  cube  du  moindre  de  trois  fois  le  quarréde 

la  racine  du  moindre , plus  trois  fois  cette  racine , plus  [unité. 

Démons  trat  1 o n.  Je  . . 

11  • a ■+■  1 

nomme  le  plus  petit  nom-  a I 

bre  ay  ôc  par  conféquent  le 

fécond  fera  æ-+-i  ; je  fais  le  aa-ha-+-i 


cube  de  a -h  1 , ôc  j’ai  ai-b 
jaa-h  3 a-h  1 ; je  retranche 
de  ce  cube  le  cube  ai  du 
petit  nombre,  ôc  le  refte  ]aa 
-f-  3 a -+-  1 eft  l’excès  du 
grand  fur  le  petit  ; or  cet 
excès  contient  trois  quarrés 
de  la  racine  a du  petit,  plus 
trois  fois  cette  racine,  plus 
l’unité  ; donc , ôcc. 


—H  a 

aa  -+-  2 a 1 Quart è 
a -+-  1 

«3  -H  aaa  -+-  a 

(M  •+•  2U  + 1 

ai-hiaa-i-  3a-h  1 Cube  du  grand, 
ai Cube  du  petit. 

jaa-h  ja-j-  1 Différence. 


13  3.  Pour  faire  donc  voir  que  ce  qui  refte  après  l’extraôtion 
d’une  racine  cubique  ne  fçauroit  augmenter  cette  racine  d’une 
unité,  prenons  le  nombre  9,  ôc  tirons-en  la  racine  ainfi  que  je 
viens  de  l’enfeigner,  c’eft-à-dire  multiplions  9 par  1000,  ôc  di- 
vifons-le  par  1000,  ce  qui  donnera  la  fraôlion  ?|ff  égale  à 9 ; or 
la  racine  cubique  du  dénominateur  eft  1 0 ; tirant  donc  la  racine 
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cubique  du  numérateur,  laquelle  eft  20,  nous  aurons  pour  la  ra- 
cine approchée  , ou  2 , avec  un  relie  1 000  ; ainfi 
le  numérateur  pooo  diminué  de  ce  refte , c’eft-à- 
dire  8000  feroit  exactement  le  cube  du  numérateur 
20  de  la  racine  ; orfi  l’on  veut  que  le  refte  1 000  puifte 
donner  une  unité  de  plus  à la  racine , c’eft-à-dire 

Sue  cette  racine  puifle  être  2 1 , au  lieu  de  20 , il  fau- 
ra  néceflairement  que  ce  refte  foit  égal  à trois  fois 
le  quarré  de  la  racine  20,  plus  trois  fois  cette  racine, 
plus  l’unité  : mais  fi  ce  refte  1 000  étoit  égal  à la  fomme 
de  ces  trois  quantités , ce  refte  ajouté  au  cube  8000  de  20  feroit 
exactement  le  cube  de  21,  & par  conféquent  après  avoir  tiré 
la  racine  de  pooo , on  auroit  2 1 à la  racine , ôc  il  ne  rcfteroit  rien. 

1 34.  Et  il  ne  faut  pas  dire  que  fi  on  réduifoit  le  nombre  p en 
une  fraction  plus  grande,  par  exemple  en  £ff-ff£t,  ou-f£fft£ff£g, 
Ôcc.  il  pourroit  arriver  qu’après  l’extraCtion  de  la  racine  il  ne  refi 
teroit  rien  ; car  G cela  étoit,  on  pourroit  trouver  la  racine  exaCte 
de  p , puifque  la  fraCtion  dont  on  auroit  tiré  la  racine  feroit  égale 
à p , & cette  racine  feroit  ou  un  nombre  entier,  ou  une  fraCtion 
moindre  que  l’unité,  ou  enfin  un  entier  ôc  fraCtion  ; or  cette  ra- 
cine ne  peut  pas  être  un  nombre  entier,  puifqu’il  n’y  a point  de 
nombre  entier  qui  en  fe  multipliant  deux  fois  fuccefiivement  lui- 
même  produife  p , ôc  que  d’ailleurs  fi  cette  racine  étoit  un  nom- 
bre entier,  on  la  trouveroit  par  les  réglés  ordinaires  fans  être 
obligé  de  réduire  le  nombre  p en  fraCtion  ; elle  ne  peut  pas  être 
non  plus  une  fraCtion  moindre  que  l’unité,  car  une  fraCtion  moin- 
dre que  l'unité  produit  une  fraCtion  encore  moindre  qu’elle , 
(A7.  1 ip.)  & ce  produit  multiplié  par  la  même  fraCtion  produit 
une  autre  fraCtion  encore  moindre  que  lui  (A^.  1 ip.)  ; enfin  la  ra- 
cine ne  peut  pas  être  un  entier  ôc  fraCtion , parce  qu’un  entier 
& fraCtion  multiplié  par  lui-même  produit  un  entier  ôc  fraCtion 
11p.),  ôc  que  ce  produit  multiplié  par  l’entier  ôc  fraCtion 
qui  l’a  produit,  doit  encore  produire  un  entier  ôc  fraCtion  dont 
la  racine  ne  peut  pas  être  exaCte  , ôc  par  conféquent  on  doit  tou- 
jours trouver  un  refte. 

13 T.  Comme  il  fe  rencontre  plus  de  nombres  qui  ne  font  pas 
quarrés  que  des  nombres  quarrés,  il  eft  bon  de  fe  former  à ces 
fortes  d’approximation. 

13  6.  On  trouve  dans  quelques  Livres  d’Arithmetique  des  ap- 
proximations qui  ne  font  appuyées  fur  aucun  fondement  ôc  dont  il 
faut  fe  défier. 
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Du  Calcul  des  grandeur±RadicaIes. 

137.  Les  grandeurs  radicales  font  les  mêmes  que  celles  que 
nous  avons  nommées  four  des , ou  irrationnelles , ou  incommenfura- 
blés  (N.  1 04.) , le  nombre  ou  la  lettre  qui  eft  fous  le  figne  eft  la 

{>uiflance  dont  on  veut  extraire  la  racine,  & le  figne  radical  avec 
e nombre  qu’on  écrit  au-deflus  marque  de  quel  dégré  eft  la  ra- 
cine qu’on  veut  extraire.  Va  , ou  Va,  marque  qu’on  veut  extraire 
la  racine  quarrée  de  la  grandeur  a -,  ÿb  marque  qu’on  veut  tirer 
la  racine  cubique  de  1*  grandeur  b confiderée  comme  un  cube, 
& ainfi  des  autres. 

138.  Quoique  les  grandeurs  radicales  foientincommenfurables 
«n  elles-mêmes,  de  façon  qu’on  ne  peut  pas  exprimer  le  rapport 

âu’elles  ont  avec  quelque  autre  grandeur  connue  ; cependant 
peut  fe  faire  qu’elles  foient  commenfurables  entt* elles.  Par  exem- 
ple on  ne  peut  pas  exprimer  ce  que  c’eft  que  V3  par  rapport  à 
aucun  nombre  entier  ou  rompu,  ou  compofé  d’entier  & de  fra- 
ction , cependant  on  connoît  aifément  que  Vj  eft  le  tiers  de 
3 Vj , le  quart  de  4^3,  &c.  & la  même  chofe  arrivera  toutes  les  fois 
que  les  grandeurs  qui  font  fous  le  figne  radical  feront  les  mêmes, 
& que  le  figne  radical  fera  du  même  dégré  ; car  fi  l’une  ou  l’autre 
de  ces  deux  conditions  manquoiem,  les  grandeurs  radicales 
n’auroient  pas  plus  de  rapport  entre  elles  qu’elles  n’en  ont  avec 
des  entiers  ou  des  fractions , ou  des  entiers  & fractions  i ainfi  le 
rapport  de  V2  à V3  ne  peut  s’exprimer  quoique  les  racines  foient 
du  même  genre , & la  raifon  en  eft  que  les  grandeurs  qui  font 
fous  le  figne  font  différentes:  de  même  ^2  & ÿa  n’ont  point 
un  rapport  qu’on  puiffe  exprimer,  parce  que  les  dégrés  3 & 4. 
de  leurs  racines  font  différens  , quoique  le  nombre  qui  eft  fous 
la.  racine  foit  le  même  de  part  & d’autre. 

13 p.  Quand  les  dégrés  des  fignes  radicaux  font  les  mêmes,  & 
que  les  grandeurs  qui  font  fous  le  figne  font  aufii  les  mêmes,  les 
grandeurs  radicales  fe  nomment  communicantes  ou  commenfurables 
entr  elles. 

140.  On  peut  faire  toutes  les  operations  de  l’Arithmétique  Ce 
de  l’AIgebre  fur  les  grandeurs  radicales  de  même  que  fur  les 
grandeurs  qui  ne  le  font  pas,  moyennant  certaines  préparations 
qui  dépendent  des  deux  Théorèmes  fuivans. 

141.  THEOREME.  Si  Fon  multiplie  deux  quarrés  tun  par  F autre , 
if  produit fera  un  nouveau  quarrê  dont  la  racine  fera  égale  au  produit 
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des  racines  quarrée  s des  deux  quartés,  la  même  chofe  doit  s’entendre 
de  deux  cubes  multipliés  nm  par  l'autre , de  deux  puijjdnccs , quatriè- 
mes , cinquièmes , dre. 

Soient  les  deux  quarrés  a a ôc  bb , je  les  multiplie  l’un  par  l’au- 
tre , 6c  le  produit  ed  aabb  , dont  la  racine  quarrée  ab  efl  égale  au 
produit  des  racines  a , b,  des  deux  quarrés.  De  même  foient  les 
deux  cubes  ai,  bi , le  produit  de  l’un  par  l’autre  eftaibi  dont  la 
racine  cubique  ab  efl  égale  au  produit  des  deux  racines  a,  b , des 
deux  cubes,  ôc  ainfi  des  autres. 

142.  Theoreme.  La  racine  quarrée  d' wfe  grandeur  ejl  égale  à la 
racine  quatrième  du  quatre  de  cette  grandeur  ; à la  racine  fixiéme  de 
fon  cube , à la  racine  huitième  de  fa  quatrième  puijfance , & ainft  de 
fuite,  en  augmentant  f expofant  de  la  racine  de  deux  unités , à mefure 
que  les  puijjances  de  la  grandeur  donnée  augmentent  d une  unité. 

De  même  la  racine  cubique  d'une  grandeur  ejl  égale  à la  racine  ft- 
xiémt  du  quarré  de  cette  grandeur  ,àla  racine  neuvième  de  fon  cube , 
dre.  en  augmentant  Lexpofant  de  la  racine  de  trois  unités , à mefure 
que  les  puijjances  de  la  grandeur  donnée  augmentent  de  f unité , dr  il 
faut  dire  la  même  chofe  des  racines  plus  élevees  en  augmentant  de  quatre 
unités  de  y,  6,  &c.  les  expojans  des  racines  à mefure  que  les puijjances 
de  la  grandeur  donnée  augmentent  de  I unité. 

Prenons  les  puiflances  fucceflives  de  la  grandeur  a,  lefquelles 
font  a,  aa,  ai , a* , a *,  a6 , a? , as , a9 , a'° , a",  a'*,  ôcc.  la  gran- 
deur a efl  certainement  la  racine  quarrée  de  aa,  la  racine  cubi- 
que de  ai , la  racine  quatrième  de  a* , 6c  ainfi  de  fuite  ; or  le  quarré 
de  aa  efl  a4,  ôc  par  conféqucnt  la  racine  quarrée  de  la  grandeur 
aa  efl  la  même  que  la  racine  quarriéme  de  a + quarré  de  aa.  De 
même  le  cube  de  aa  efl  a 6 , fa  quatrième  puiflance  efl  as , fa  cin- 
quième puiflance  efl  a‘° , ôcc.  6c  par  conféquentla  racine  quar- 
rée de  aa  efl  la  racine  fixiéme  du  cube  de  aa,  la  racine  huitième 
de  fa  quatrième  puiflance,  la  racine  dixiéme  de  fa  cinquième 
puiflance , ôcc. 

De  même  le  quarré  de  ai  efl  a6 , fon  cube  efl  a9 , fa  quatrième 
puiflance  efl  a11,  ôcc.  donc  la  racine  cubique  de  ai  laquelle  efl 
a,  efl  égale  à la  racine  fixiéme  du  quarré  de  ai , à la  racine  neu- 
vième de  fon  cube , à la  racine  douzième  de  fa  quatrième  puif- 
fance , ôcc. 

On  trouvera  aufli  que  a qui  efl  la  racine  quatrième  de  a * efl  la 
racine  huitième  du  quarré  de  a 4,  la  racine  douzième  de  fon 
cube  , ôcc.  en  augmentant  toujours  lexpofant  de  la  racine  de  4 , 
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à mefure  que  l’expofant  des  puiflances  de  a4  augmenté  de  l’unité, 
& de  même  des  autres  puiflances.  Tout  ceci  eft  extrêmement 
facile , 6c  s’il  y a quelque  chofe  qui  puifle  faire  de  la  peine,  ce 
n’eft  uniquement  que  l’énoncé  qu’il  faut  fe  rendre  familier. 

Changer  une  grandeur  non  radicale  en  une  autre  qui  foit 
radicale  & dont  l’expofant  Joit  donné. 

143.  Soit  la  grandeur  radicale  a qu’il  faut  changer  en  une  au- 
tre qui  ait  le  figne  , ou  Amplement  V , car  l’un  6c  l’autre  font 
la  même  chofe  ; je  fais  le  quarré  de  a lequel  eft  a a , 6c  j’écris  {/  aa, 
ou  V aa\ car  cette  expreflion  V aa , flgnifie  la  racine  quarrée  du 
quarré  aa , laquelle  eft  a , ôc  par  conséquent  a — Vaa. 

Si  le  figne  radical  donné  avoit  été  {/,  j’aurois  élevé  la  gran- 
deur a k l a troifiéme  puiflance  a? , 6c  j’aurois  écrit  J/a?  ; car  {/aî 
flgnifie  la  racine  cubique  de  a?,  mais  cette  racine  eft  a , donc  a 
= J/a3,ôc  ainfi  des  autres. 

La  réglé  eft  donc  d’élever  la  grandeur  donnée  à la  puiflance 
marquée  par  le  dégré  de  la  racine,  ôc  d’écrire  cette  puiflance  fous 
le  figne  radical,  en  marquant  au-deflus  le  dégré  de  la  racine , 6c 
cela  s’appelle  fairepajjer  une  grandeur  fous  le  figne  radical. 

Pour  changer  aVb  en  une  autre  grandeur  où  tout  fe  trouve 
fous  le  figne,  je  fais  le  quarré  de  a qui  eft  aa , 6c  j’écris  V aab  ; 
car  a eft  la  même  chofe  que  V aa,  6c  a multiplié  par  Vb  eft  la 
même  chofe  que  V aa  multiplié  par  Vb,  c’eft-à-dire  la  racine  du 
quarré  aa  multipliée  par  la  racine  du  quarré  b ; mais  quand  deux 
racines  quarrées  fe  multiplient , elles  produifent  un  nombre  qui 
eft  la  racine  du  quarré  que  produiroient  les  deux  quarrés  des  deux 
racines  ( N.  1 4 1 .) , ôc  le  produit  des  deux  quarrés  fetoit  aab  ; donc 
la  racine  produite  par  les  deux  racines  V aa,  Vb  doit  être  V aab, 
6c  ainfi  des  autres. 

Tirer  une  grandeur  hors  du  figne  radical. 

144.  Soit  la  grandeur  V4  qu’il  faut  tirer  hors  du  figne  radical, 
je  dis  la  racine  quarrée  de  4 eft  2,  ainfi  j’écris  2 au  lieu  de  V4  ; 
de  même  au  lieu  de  i/a? , j’écris  a;  au  lieu  de  i/a4^4 , j’écris  ab, 
6c  ainfi  des  autres,  ce  qui  n’a  pas  befoin  de  démonftration. 

Mais  fi  la  grandeur  qui  eft  fous  le  figne  n’eft  pas  une  puiflance 
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{•arfaite  du  dégré  marque?  par  la  racine , j’examine  fi  elle  n’eft  pas 
e produit  de  quelque  puiflance  de  ce  degré  multipliée  par  une 
autre  grandeur  qui  ne  loit  pas  élevée  à ce  dégré,  6c  fi  cela  eft  , 
je  laifle  fous  le  figne  la  grandeur  qui  n’eft  pas  du  même  dégré , 
ôc  tirant  la  racine  de  l'autre , je  l’écris  hors  du  figne. 

Dans  Vaab  je  vois  que  le  quarré  aa  eft  multiplié  par  b qui  n’eft 
pas  un  quarré,  je  laifle  b fous  le  figne,  6c  tirant  la  racine  a du 
quarré  aa , j’écris  aVb , au  lieu  de  Vaab. 

De  même  dans  1 8 , la  grandeur  18  n’eft  pas  un  quarré,  mais 
je  vois  que  1 8 eft  le  produit  du  quarré  p par  a qui  n’eft  pas  un 
quarré  ; je  laifle  a fous  le  figne , 6c  tirant  là  racine  3 du  quarré  9 
j’écris  jv'a  au  lieu  de  V 18. 

Dans y' aie  la  grandeur  ai  eft  un  cube,  6c  la  grandeur  r ne  l’eft 
pas,  je  laifle  c fous  le  figne,  6c  tirant  la  racine  cubique  de  ai 
qui  eft  a , j’écris  a J/r,  au  lieu  de  \/aic. 

Dans  V y 4 la  grandeur  y 4 n’eft  pas  un  cube , mais  je  vois  que 
54  eft  le  produit  de  37  par  a ; or  a7  eft  un  cube,  6c  a ne  l’eft 
pas,  je  laifle  a fous  le  figne,  6c  tirant  la  racine  cubique  du  cube 
37,  j’écris  3 l/a  au  lieu  de  i'y*,  ôcc. 

La  raifon  de  ceci  eft  évidente,  car  dans  Vaab , je  puis  regarder 
la  grandeur  aab  comme  étant  le  produit  du  quarré  aa  par  le  quarré  b\ 
mais  deux  quarrés  qui  fe  multiplient  produifent  unautre  quarré  dont 
la  racine  eft  égale  au  produit  des  racines  quarrées  des  deux  quarrés 
qui  fe  font  multipliés  (N.  141.),  donc  Vaab  eft  le  produit  des 
racines  des  quarrés  aa,  b,  c’eft-à-dire  le  produit  de  V aa  multi- 
plié par  Vb  \ mais  V aa  eft  la  même  chofe  que  a ; donc  V aa  mul- 
tiplié par  Vbt  ou  Vaab  eft  la  même  chofe  que  aVb,  ôc  on  démon- 
trera la  même  chofe  dans  tous  les  autres  cas. 

t4y.  Quand  on  tire  les  grandeurs  hors  du  figne,  cela  s’ap- 
pelle réduire  les  radicaux  à leurs  expo/ans  ou  à leurs  moindres 
termes. 

145.  Il  arrive  quelquefois  qu’en  réduifant  deux  grandeurs  qui 
ont  le  même  figne  à leurs  moindres  termes  , on  rend  ces  gran- 
deurs commenfurables  entr’elles , au  lieu  qu’elles  ne  l’étoient 
pas  auparavant:  par  exemple,  fi  on  réduit  les  grandeurs  V8  ôc 
^18  à leurs  moindres  termes,  on  trouvera  2V  2 1 ôc  3^2  qui 
font  des  grandeurs  commenfurables  entr’elles. 

Réduire 
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Réduire  à un  même  fignedcux  ou  plujieurs  grandeurs  Radicales 
"*  qui  ont  différent  fignes. 

147.  Pour  réduire  à un  même  figne  les  deux  grandeurs  Va  , 
6 ...  ** 

6c  Vb , il  s’agit  de  faire  devenir  6 l’expofant  2 de  y/ a,  ce  qui 

a 

peut  fc  faire  en  le  prenant  trois  fois  ; or  Va  étant  la  racine  quar- 
rée  de  a eft  égal  à la  racine  quatrième  du  quarré  de  a,  6c  à la  ra- 
cine fixiéme  (je  fon  cube,  (TV.  14a.)  donc  élevant  a au  cube,  ce 
< * 

<jui  fait  aï  , j’écris  V a^ , qui  eft  la  même  chofe  que  Vay  ainfi  j’ai 

ôcVb  qui  ont  le  même  ligne. 

Pour  réduire  au  même  figne  les  deux  grandeurs  Va  ôc  V 3 

a 

l’expofant  2 de  V z eft  contenu  précifément  quatre  fois  dans 

l’autre  expofant , ainfi  il  faut  le  prendre  quatre  fois  pour  avoir 

• 

l’expofant  8 ; or  V 2 étant  la  racine  quarrée  de  2 , eft  égal  à la 
racine  quatrième  du  quarré  de  2,  ou  à la  racine  fixiéme  du  cube 

de  2 , ou  enfin  à la  racine  huitième  de  la  quatrième  puiftance  de 

8 

a ; élevant  donc  2 à fa  quatrième  puiftance  1 6 , j’écris  V 16 , au 

1 8 8 

lieu  de  Va,  6c  j’ai  les  deux  grandeurs  V 16  &c  V 3 qui  ont  le 
même  figne , ôcc. 

148.  Si  le  moindre  des  deux  expofans  n’étoit  pas  exactement 

contenu  dans  le  plus  grand , on  multiplierait  l’un  par  l’autre , 6c 
le  produit  ferait  l’expofant  de  la  racine  de  l’une  ôc  l’autre  gran- 
deur. , , 

Pour  réduire  au  même  figne  Va,  ôc  Vb,  je  multiplie  les  ex- 
pofans 3 ôc  y l’un  par  l’autre,  ce  qui  donne  ly  qui  eft  l’expofarit 

que  la  racine  de  l’une  ôc  l’autre  grandeur  doit  avoir  >or/a  étant 
la  racine  cubique  de  a,  eft  par  conféquent  la  racine  fixiéme  du 
quarré  de  a , la  racine  neuvième  du  cube  de  a,  la  racine  douzième 
de  fa  4e.  puiftance , 6c  la  racine  quinziéme  de  fa  ye.  puiftance  ; ainfi 

If  ) 

élevant  a à la  cinquième  puiftance  ai,  j’écris  V aï  au  lieu  de  Va; 

de  même  Vb  étant  la  racine  cinquième  de  b,  eft  par  conféquent 

la  racine  dixiéme  du  quarré  de  b,  Ôc  la  racine  quinziéme  de  fon 

1 f 

cube  ; donc  élevant  b au  cube,  ce  qui  donne  bi , j’écris  Vb 3 au 

lieu  de  Vb , Ôc  j’ai  V & Vbi  qui  eft  le  même  figne. 

Tome  /.  M 
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t f 

Pour  réduire  au  même  figne  les  trois  grandeurs  Va,  Vb , ôc 

Ve,  je  multiplie  les  trois  expofans  2,  3 , 4,  les  uns  par  le*  autres, 
ce  qui  donne  24,  mais  comme  12  peut  être  divifé  éxafteraent 
par  2,  par  3 , & par  4,  je  prens  12  pour  l’expofant  commun  des 

2 t 

racines  ; or  Va  étant  la  racine  quarrée  de  a eft  aulïi  la  racine  qua- 
trième de  fon  quarré,  la  racine  fixiéme  de  fon  cube,  la  racine 
huitième  de  fa  quatrième  puiflance , la  racine  dixiéme  de  fa  cin- 
quième puiflance , & la  racine  douzième  de  fa  fixiéme  puiflance; 

I X 

ainfi  élevant  a à la  fixiéme  puiflance  ce  qui  donne  a 6 , j’écris  Va 4 

X 

au  lieu  de  Va,  êc  faifant  le  même  raifonnement  à l’égard  des 

11  ia 

deux  autres , je  trouve  Vb & Vd,  ôc  ainfi  des  autres. 

Ajouter  les  grandeurs  Radicales. 

149.  Quand  les  grandeurs  radicales  font  communicantes,  ou 
commenfurables  entr’elles , on  ajoute  enfemble  les  grandeurs  qui 
font  hors  le  figne,  ainfi  pour  ajouter  2^3  , avec  4^3,  on  ajoute  les 
deux  grandeurs  2 & 4 qui  font  hors  le  figne,  ce  qui  fait  6 , ôc 
l'on  écrit  6V 3.  Pour  ajouter  3^  avec  4^  J , on  écrit  jv' y , & de 
même  des  autres. 

Mais  fi  ces  grandeurs  ne  font  pas  communicantes  > on  les  ré- 
duit au  même  figne , &c  enfuite  à leur  expofans , ôc  fi  par  ce  moyen 
elles  deviennent  commenfurables  entr’elles , on  les  ajoute  comme 
il  vient  d’être  dit,  mais  fi  elles  ne  le  font  pas,  on  les  ajoute  en 
mettant  entr’elles  le  figne  -4-. 

Pour  ajouter  V8 1 ôc  V 192 , je  trouve  que  la  grandeur  8 1 du 
premier  eft  le  produit  du  cube  27  par  3 ; je  laiflfe  3 fous  le  figne, 

^ J 

ôc  tirant  la  racine  cubique  de  27  qui  eft  3 , j’écris  3^3  , au  lieu 

de  J^8i  ; je  vois  de  même  que  la  grandeur  192  de  la  fécondé 
eft  le  produit  du  cube  6 4 par  3 , je  laifle  3 fous  le  figne,  ôc  tirant 

la  racine  cubique  de  64  qui  eft  4,  j’écris  $V 3,  cela  fait  j’ajoute 
les  grandeurs  3 ôc  4 qui  font  fous  le  figne , ce  qui  fait  7,  ôc  j’écris 
iVl-  * " 

Pour  ajouter  enfemble  Va  ôc  je  multiplie  les  deux  expo- 
£tns,  ce  qui  donne  l’expofant  commun  6,  enfuite  opérant  comme 

Ü a été  dit  (N.  147.)  j’ai  Vi  ôc  V \ 6,  ôc  comme  je  ne  puis  pas 
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réduire  ces  grandeurs  à des  moindres  termes , je  les  ajoute  en- 
femble  en  écrivant  £/$-+-&  16 , mais  le  plus  court  dans  ces  occa- 
fions  eft  d’écrire  Va -+-V4>  des  qu’on  voit  qu’on  ne  fçauroit  les 
rendre  communicantes. 

Soujlraire  les  grandeurs  Radicales . 

iyo.  Si  les  grandeurs  font  communicantes,  on  fouftrait  la 
grandeur  qui  eft  hors  du  ligne  de  la  petite,  de  la  grandeur  qui  eft 
hors  du  ligne  de  la  grande,  Ôc  le  relie  écrit  avec  le  ligne  ôc  la 
grandeur  qui  eft  par  delïous  eft  la  Soüftraêtion  demandée. 

Pour  fouftraire  2V3  de  6V 3 , on  retranche  2 de  6,  ce  qui  fait 
4,  6c  l’on  écrit  4V  3 , 6c  ainfi  des  autres. 

Mais  fi  ces  grandeurs  ne  font  pas  communicantes , on  tâche  de 
les  rendre  telles  par  les  moyens  ci-deffus,  ôt  fi  elles  le  devien- 
nent, on  fouftrait  l’une  de  l’autre  ainfi  qu’on  vient  de  voir,  mais 
fi  elles  ne  peuvent  le  devenir,  on  fait  la  fouftra&ion  en  em- 
ployant le  ligne  — . 

Pour  fouftraire  V4*  de  V* , on  les  réduit  au  même  ligne , ce  qui 
donne  ln6  & c V8,ôc  l’on  écrit  |V8  — fs  i5,  ou  Amplement  a 
— ^4- 

Multiplier  les  grandeurs  Radicales. 

* 1 y 1 . Avant  de  multiplier  les  grandeurs  propofées,  il  faut  avoir 
foin  de  les  réduire  à leurs  moindres  exprelïions,  ôc  fur  tout  de 
leur  donner  un  même  figne , parce  qu’il  n’y  a que  les  racines  d’un 

même  dégré  qui  produifent  une  racine  d’un  même  dégré.  V2,Vy 

en  fe  multipliant  elles-mêmes  produifent  Vio,  c’eft-à-dire  la  ra- 
cine du  cube  qui  feroit  le  produit  des  cubes  2 ôc  y (N.  141.), 

mais  V2  ôc  Vy  ne  produifent  ni  Vio  ni  Vio. 

Ayant  donc  fait  les  préparations  dont  nous  venons  de  parler, 
on  multiplie  les  grandeurs  qui  font  hors  du  figne  par  elles-mêmes, 
ôc  celles  qui  font  fous  le  figne  auffi , Ôc  l’on  écrit  les  deux  produits 
en  mettant  entre  deux  le  figne  radical.  « 

as  a 

Pour  multiplier  Va  par  Vb , on  écrit  V ab  , ôc  pour  multiplier 

t I î 

aVc  par  bVd,  on  écrit  abVcd.  De  même  3V2  par  4 V6  donne 
12V12  , ou  bien  en  réduifant  V12  à fes  moindres  termes,  ce 
qui  fait  2V  3 , à caufe  que  12  eft  le  produit  du  quarré  4 par  le 
nombre  3 qui  n’eft  pas  un  quarré,  ôc  l’on  écrit  12X2V3,  ou 
24V3 , ôc  ainfi  des  autres.  M i j 


a+b  y/d 

a — b\/d 


aa 
ou  aa 


— bb\fdd 

— bbd 
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Pour  multiplier  a-\-cVd  par  a~\~b  Vc,  on  écrit  ces  deux  nom- 
bres l'un  fous  l’autre , les  entiers  fous  les  entiers  ôc  les  radicaux 
fous  les  radicaux,  & on  multiplie  à la  a+cy/d 
façon  ordinaire , ainü  a par  a donne  aa ; a+b  y/c 

a par  cV à donne  acV d\  a par  bV c donne ~T. — TT TL  7T 

Jv'c,  U n'd  par  Wc  donne  cWdc. 

Pour  multiplier  a -h  bVd  par  a — bVd , 

on  fait  la  multiplication  de  même  que  _____ 

dans  l’exemple  précédent,  6c  on  trouve  aa+aby/d — bby'dd 

aa — bbVdd-,  mais  Vddctt.  la  même  chofe  — aby/d 

que  d , donc  — bbVdd  eft  la  même  chofe 
que  — bbxd,  ou  — bbd,  6c  par  confé- 
quent  le  produit  eft  aa  — bbd. 

Ceci  fait  voir  que  la  multiplication  fait  quelquefois  difparoître 
les  grandeurs  radicales. 

Divifer  les  grandeurs  Radicales. 

1 52.  Avant  de  divifer  on  doit  avoir  foin  de  faire  les  memes 
préparations  que  pour  la  multiplication , après  quoi  on  divife  les 
grandeurs  qui  font  hors  du  ligne  par  celles  qui  font  hors  du  ligne, 
6c  celles  qui  font  fous  le  ligne  par  celles  qui  font  fous  le  ligne  , 
ôc  l’on  écrit  les  deux  quotients. 

Vab  divifé  par  Vb  donne  Va  ; car  multipliant  le  quotient  Va  * 
par  le  divifeur  Vb,  on  retrouve  le  dividende  Vab.  De  même 
cWald  divifé  par  cV ad  donne  bVa,  6c  ainft  des  autres. 

Que  fi  la  divifion  ne  peut  pas  fe  faire,  on  écrit  le  divifeur  fous 
le  dividende  j par  exemple  pour  divifer  aVc  par  bVd,  on  écrit 

— Ôcc 
ayd‘  <xc‘- 

Pour  divifer  la  grandeur  complexe  aa-hacVd  -+-abVc-h  bcV de 
par  la  grandeur  complexe  a -H  cVd,  on  écritle  divifeur  fous  le  di- 
vidende, ôc  l’on  fait  la  divifion 

aa+acy/d+abVc+bcycdc  ( a+by’c 


•Cy/d 


Cy/d 


à l’ordinaire  ; ainfi  aa  divifé  par 
a donne  a,  ôc  multipliant  le 
quotient  a par  les  termes  du  di- 
vifeur, j’ai  a par  a donne  aa 

lequel  retranché  de  aa  ne  laifTe  0 0 

rjçn  ; a par  cVd  donne  acVd  qui  retranché  de  acVd  ne  laifle  rien. 

J’écris  le  divifeur  fous  les  autres  caraûeres  du  dividende  , ôc 
jp.trouve  qüe.abV.c  divifé  par  a donne.au  quotient  bVc , Ôc  multi-s 
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pliant  ce  quotient  par  le  divifeur,  6c  faifant  enfuite  la  Souftraâion 
il  ne  relie  rien  ; ainfi  le  quotient  eft  a-hbv'c,  ôc  c’eft  la  preuve 
de  la  première  multiplication  compofée  [N.  i y i.) 

Pour  divifer  la  grandeur  complexe  aa — bbd  par  a — bv'd,  je 
vois  que  dans  le  fécond  terme  bbd  du  dividende,  la  grandeur  d 
eft  la  même  chofe  que  v'dd,  ôc  que  par 

conféquent  bbd  eft  la  même  chofe  que  ’a _ bbi/’dd (a+b^d 

bbv'dd,  ainfi  j’écris  aa — bbv’dd  pour  le  — — 

dividende,  ôc  enfuite  le  divifeur  par  def-  a ^ 

fous  ; aa  divifé  par  a donne  le  quotient  a , + aby  d — bbf  dd 

je  multiplie  a para,  ce  qui  donne  aa  qui  a 

retranché  de  aa  ne  laide  rien  ; je  multiplie  o o 

«par  — bv'd,  ce  qui  donne  — abv'd,  ôc 
comme  il  n’y  a point  de  produit  de  cet  efpece  dans  le  dividende, 
jefuppofe  que’ce  dividende  contienne  — abv'd-+-abv'd,cequine 
i’augmente  ni  ne  le  diminue  ; donc  — abv'd  retranché  de  — abv'd' 
ne  laide  rien.  J’écris  H-  abv'd  par  dedTous,  ôc  abbaiflant  le  terme 
— bbv'dd , j’écris  le  divifeur  par  dedTous.  abv'd  divifé  par  a donne 
au  quotient  bv'd,  ôc  multipliant  ce  quotient  par  le  divifeur,  puis 
faifant  la  SouftraCtion , il  ne  refte  rien , le  quotient  eft  donc  a-\-b 
Vd,& c c’eft  la  preuve  delà  fécondé  multiplication  (M  i y i .). 

Que  fi  en  opérant  comme  on  vient  de  dire,  la  divifion  n’étoit 
pas  exa&e,  on  fe  contenteroit  d’écrire  le  dividende  fous  le  di- 
vifeur comme  une  fraâion. 

Dm  Calcul  des  Expofans. 

i y j.  Le  Calcul  des  Expofans  eft  la  maniéré  de  multiplier  une 
puiflance  d’une  grandeur  par  une  autre  puidTance  de  la  même 
grandeur,  de  divifer  l’une  par  l’autre,  d’élever  une  puiflance  de 
cette  grandeur  à une  autre  puiflance , ou  d’en  extraire  la  racine 
en  ne  fe  fervant  que  des  expofans,  en  voici  les  régies. 

i y4-  Soit  la  gtandeur  a ou  a' , dont  les  puiflances  font  a1,  a1, . 
<jî,  a*,  ai,  a*,  ai,  <j8,  ôcc.  fi  l’on  veut  multiplier  la  puiflance  a 1 
par  la  puiflance  ai,  on  ajoute  l’expofant  2 à l’expofant  3,  ôc  la: 
fomme  y eft  l’expofant  de  la  puiflance  qui  fera  le  produit  des  deux, 
ainfi  cette  puiflance  fera  a*  ; car  la  puiflance  à multiplier  a1  eft  la 
même  chofe  que  «a,  ôc  le  multiplicateur  «î  eft  la  même  chofe 
que  aaa-,  mais  pour  multiplier  aa  par  aaa , il  faut  écrire  a* ,. 
donc  le  produit  a1  par  ai  eft  effectivement  la  puiflance  ai  dont 
l’.expofant  y eft  la  fomme  des  expofans  2 6c  3.  De  même  pour  nmU 

M iij. 
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tiplier  ai  par  a* , on  ajoute  l’expofant  3 à l’expofant  4 , ce  qui  fait 
7j  ôc  l’on  a a?  pour  le  produit;  car  ai  par  a4  cft  la  même  chofe 
que  aaa  par  aaaa,  ce  qui  donne  aaaaaaa , ou  a7. 

1 y y.  Pour  divifer  une  puifTance  de  la  grandeur  a par  une  autre 
puifl'ance  de  la  même  grandeur,  il  faut  retrancher  l’expofant  du 
divifeur  de  l’expofant  du  dividende,  ôc  le  relie  eft  l’expofant  du 
quotient. 

Pour  divifer  a 6 par  a1 , on  retranche  l’expofant  2 de  l’expofant 
C , ce  qui  donne  l’expofant  4,  6c  l’on  a at  pour  le  quotient  ; car 
a 6 eft  la  même  chofe  que  aaaaaa,  ôc  a 1 eli  la  même  chofe  que 
aa  ; mais  pour  divifer  aaaaaa  par  aa , on  écrit  aaaa  qui  efl  la  même 
chofe  que  a4,  donc  le  quotient  de  a6  divifé  par  a1  cft  a4 , dont 
l’expofant  4 eft  le  relie  de  la  Souftra&ion  des  deux  expofans. 

1 y 6.  Pour  élever  une  puifl'ance  donnée  de  a à une  autre  puif- 
fance  dont  l’cxpofant  foit  donné,  on  multiplie  l’expofant  de  la 
puifl'ance  donnée  par  l’expofant  donné , ôc  1»  produit  eft  l’expo- 
fant  de  la  puifl'ance  cherchée. 

Si  l’on  veut  donc  élever  la  puifl’ance  ai  au  quarré,  on  multiplie 
l’expofant  3 par  l’expofant  2 du  quarré  ou  de  la  fécondé  puif- 
fance,  ce  qui  fait  6,  ôc  a6  eft  le  quarré  de  ai  ; car  ai  étant  la  même 
chofe  que  aaa , fl  l’on  multiplie  aaa  par  liii-même , on  aura  aaaaaa 
qui  eft  la  même  chofe  que  a6.  De  même  pour  élever  la  puiflance 
a*  à fa  quatrième  puiflance  , on  multiplie  2 par  l’expofant  4 delà 
quatrième  puiflance , ce  qui  fait  8 , ôc  l’on  écrit  a8  pour  le  pro- 
duit; car  aa  multiplié  par  lui-même  donne  fa  fécondé  puiflance 
aaaa,ôc  celle-ci  multipliée-par  aa  donne  la  troifiéme  puiflance 
aaaaaa  de  aa,  ôc  enfin  cette  troifiéme  multipliée  par  aa  donne 
aaaaaaaa , ou  as  qui  eft  la  quatrième  puiflance  de  aa  ou  de  a'-. 

1 37.  Pour  extraire  la  racine  d’une  puiflance  de  la  grandeur  a, 
on  divife  l’expofant  de  la  puiflance  par  l’expofant  de  la  racine, 
ôc  le  quotient  eft  Pexpofant  de  la  racine  cherchée. 

Si  l’on  veut  donc  extraire  la  racine  fécondé  de  a6 , on  divife 
6 par  2 ce  qui  donne  3 , ôc  l’on  a ai  pour  la  racine  cherchée  ; 
car  fi  pour  élever  ai  à la  fécondé  puiflance,  il  faut  par  la  règle 
précédente  multiplier  l’expofant  3 par  l’expofant  2 de  la  puiflance 
a laquelle  on  veut  élever  ai , ce  qui  donne  l’expofant  6 de  la  fé- 
condé puiflance  a6  de  ai , il  eft  clair  que  pour  tirer  la  racine  quar- 
rée  il  faudra  divifer  6 par  2 pour  avoir  ai  qui  cil  la  racine  quarréc 
de  a6. 

i;8.  Ces  régies  nous  font  voir  que  lorfqu’on  veut  opérer  par 
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les  expofans , ce  que  l’on  devroit  faire  par  la  multiplication  ôt  la 
divifion,  on  le  fait  par  l’addition  ôt  la  fouftra&ion,  ôt  ce  que  l’on 
devroit  faire  par  l’élévation  des  puiflances  ou  par  l’extradion  des 
racines , on  le  fait  par  la  multiplication  ôc  la  divifion. 

iyp.  Il  fuit  delà  que  fi  on  divife  a par  a,  c’eft-à-dire  a 1 par  a1* 
on  aura  a'~l , ou  aP  (/V.  1 y y.) , or  a divifé  par  a donne  1 au  quo- 
tient , donc  a°  eft  égal  à 1 , ce  qu’il  faut  bien  remarquer. 

160.  Il  fuit  encore  que  fi  l’on  divife  a°  par  a' , on  aura  a°~'  » 
& fi  l’on  divife  a°  par  a1 , on  aura  <f~l , c’eft-à-dire  ar'- , de  même 
en  divifant  a°  par  ai,  on  auroir  a°~i , ou  cri , & ainfi  de  fuite, 
ce  qui  donneroit  les  puiflances  négatives  de  a qui  feroient  ar 1 , 
a-1 , ari , ôcc.  de  forte  que  a0  feroit  entre  les  puiflances  pofi- 
tives  de  a , & les  négatives , comme  on  le  voit  ici. 

a-*3  fôcc.a-i.a-*.a-i.a-\a-1.  a°.  a\aKaha*.a^&cc.a°° . 

La  grandeur  a00 , que  l’on  voit  ici  fignifie  la  grandeur  a élevée 
à une  puiflance  infinie,  laquelle  par  conséquent  feroit  une  puif- 
fance  infiniment  grande,  ôc  la  puiflance  a~°°  fignifie  a°  divifé  par 
a°° , ce  qui  donne  la  puiflance  négative  ao_0° , laquelle  feroit  une 
puiflance  infiniment  petite;  car  a°  étant  égal  à 1 , il  eft  clair  que 
1 divifé  par  une  grandeur  infinie  a™  donneroit  un  quotient  infi- 
niment petit. 

1S1.  Les  puiflances  négatives  peuvent  s’exprimer  de  façon 
que  leurs  expofans  deviennent  pofitifs  î car  a°  étant  la  même 

chofe  que  1,  fi  l’on  divife  à l’ordinaire  1 par  a ",  on  aura  ^7- , qui 

fera  égal  à a~l.  De  même  fi  l’on  divife  1 par  a1 , on  aura  ^ 
égal  à ar1,  & ainfi  des  autres , de  forte  que  les  puiflances  néga- 
tives a-',  a~l}  ari,  a~* , &c.  fe  changeront  en  celles-ci  ^ t ~r 

& c.  dont  les  expofans  font  devenus  pofitifs,  ce  qui  fe  fait 

comme  on  voit  en  faifant  pafler  chaque  puiflance  négative  au  dé- 
nominateur d’une  fradion  dont  le  numérateur  eft  1 , 6c  en  mettant 
à ce  dénominateur  un  expofant  pofitif  au  lieu  du  négatif  qui! 
avoit  auparavant. 

162.  De  même  que  les  puiflances  négatives  de  a peuvent  de- 
venir pofitives  en  partant  au  dénominateur  d’une  fradion  dont 
le  numérateur  foit  1 ; de  même  auflï  les  puiflances  pofitives  peu- 
vent devenir  négatives , en  partant  au  dénominateur  d une  frac- 
tion dont  l’expofant  foit  1 ; ainfi  les  puiflances  a a1,  ai,  a4,  ôcc~ 
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peuvent  fe  changer  en  celles-ci  qui  font  les  mêmes 

&c.  ce  que  je  prouve  ainli  : fi  je  divife  a0  par  la  puiflance  néga- 
tive a~l,  en  me  fervant  du  calcul  des  expofans,  je  dois  retran- 
cher l’expafant  négatif  de  a~'  de  l’expofant  o de  a0  (N.  iyy.); 
mais  retrancher  — i , c’eft  donner  i , donc  le  refic  de  la  fouftra* 
âion  doit  être  o+tj  ou  i,  & par  conféquent  le  quotient  de  la 
divifion  doit  être  a' } or  a°  étant  égal  à i , il  eft  clair  qu’en  divifant 

i par  or' , le  quotient  eft  donc  le  quotient  précédent  a'  eft 
égal  au  quotient  ôc  on  prouvera  de  même  que  a1  eft  égal  à 
-l  - , &C. 

1 63.  Ce  que  je  viens  de  dire  fuppofeque  les  puiflances  pofi- 
tives  ou  négatives  n’aient  point  d'autres  coèfficiens  que  l’unité, 
mais  fi  elles  en  a voient  d’autres,  ces  coèfficiens  devroient  refter 
au  numérateur,  tandis  que  les  puiflances  pafleroient  au  dénomi- 
nateur ; ainfi  pour  rendre  pofitive  2 arl , on  laifleroit  le  coefficient 

au  numérateur,  & l’on  écriroit^,  car  2 a~l  eft  la  mêmechofe 
que  îxr'jot  <r'  eft  le  même  que  ~ , donc  2 xa*'  eft  encore 
le  même  que  2 x -1-,  ou  De  même  pour  rendre  négative  la 
puiflance  2 a1,  on  écriroit  ~ à caufe  que  2 a1  eft  égal  à ix»*; 

6c  a'- égal  à & par  conféquent  axa1  eft  égal  à — ■ , ôcc. 

1 54.  Il  fuit  encore  des  régies  que  nous  avons  données,  que 
fi  l’on  veut  la  racine  quarrée  de  a ou  fa  racine  cubique,  ou  fa 

racine  quatrième,  ôcc.  il  faut  écrire  a1,  2»,  a4,  ôcc.  ôc  que  par 

s)4 

conféquent  on  peut  fe  paffer  des  fignes  radicaux  Va , Va , Va , ôcc.' 
De  même  pour  tirer  la  racine  cinquième  de  a +,  on  écrira  a~s  ; 

s 

pour  marquer  la  racine  feptiéme  de  a1,  on  écrira  a1 , ôcc. 

i6y.  Ce  calcul  eft  commode  non-feulement  pour  débarrafler 
des  fignes  radicaux,  mais  encore  parce  qu’on  peut  multiplier  des 
puiflances  de  differente  efpece  les  unes  par  les  autres  jcar  pour  mul- 

, ± J.  » ■ t 

tiplier  a1  par  a 1 , on  écrira  a*  "1"  » , ou  bien  en  réduifantles  deux 
fra&ions  en  même  dénomination  ôc  en  les  ajoutant  enfemblc  on 

aura  a*  qui  fignifie  que  ces  deux  racines  multipliées  l’une  par 

l’autre 
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l’autre  donnent  la  racine  fixiéme  de  la  puiflance  y de  la  gran- 
deur a y &c. 

Du  Calcul  des  expofans  des  puijfances  des  multinomes. 

1 66.  Il  arrive  quelquefois  qu’au  lieu  de  faire  les  puiflances  d’un 
multinome  ,on  fe  contente  d’écrire  ce  multinome  avec  une  ligne 
par  deffus  qui  couvre  tous  les  termes  , & à droite  de  cette  ligne 
on  met  un  nombre  qui  marque  à quelle  puiflance  on  veut  faire 

entendre  que  le  multinome  doit  être  élevé:  ainfi  au  lieu  des  puif- 

— 1 

fancesdu  binômes  <*-+-£,  on  écrit  a -+-  b pour  marquer  la  ire.  puif- 

1 

fance  ou  le  binôme  lui-même;  a-{-b  pour  marquer  qu’il  faut 

l’élever  au  quarré  ; a-\-b  pour  marquer  qu’il  faut  en  faire  le  cube; 

a-\-b  pour  fignifier  qu’on  doit  l’élever  à la  quatrième  puiflance , 
& de  même  des  autres. 

i6-j.  Si  l’on  exprime  donc  les  puiflances  d’un  multinome  ainfi 
que  nous  venons  de  le  dire,  il  eft  vifible  qu’on  peut  appliquer  à 
ces  puiflances  les  réglés  du  calcul  des  expofans  > par  exemple 

pour  multiplier  la  puiflance  a-\-b  du  binôme  a-+-b  par  la  puif- 
fance  a-\rb  du  même  binôme,  on  doit  écrire  a-\-b,  en  ajou- 
tant les  deux  expofans  enfemble.  Pour  divifer  la  puiflance  a-\-b 
par  la  puiflance  a-\-b,  on  écrira  a-\-b , en  retranchant  de  l’ex- 
pofant  6 l’expofant  j.  Pour  élever  la  puiflance  a-k-b  àfon  quarré, 
on  écrira  a -{-b,  en  multipliant  l’expofant  j de  la  puiflance  par 
l’expofant  2 de  celle  à laquelle  on  veut  l’clever.  Pour  extraire 

la  racine  quarrée  de  la  puiflance  a -+■  b , on  écrira  a b , en  di- 
vifant  l’expofant  6 par  l’expofant  a de  la  racine. 

De  même  fi  on  divife  a-\-b  par  lui-même,  on  aura  a-\-b  = t, 

O l 

& fi  on  divife  a-\-b  par  a-\~by  on  aura  la  puiflance  négative 
a-\r  b y & fi  on  divife  a-hb  par  a-^-b , on  aura  la  puiflance  néga- 
tive a-+-b,  & c. 

' — - » 

Pour  rendre  pofitive  la  puiflance  négative  a-i-b,  on  écrira 
Tome  I.  N 
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=rr,  & au  lieu  de  jxa-hi,  on  écrira  ==7,  mais  il  faut  pren- 

a-hb  * M-t-h 

dre  garde  que  le  coefficient  3 doit  être  hors  de  la  ligne  écrite 

fur  le  multinome , car  alors  l’expreffion  lignifie  3 multiplié  par  la 

puiffance  négative  a -b  b de  a-bb , au  lieu  que  file  chiffre  étoit 
fous  la  ligne  en  cette  forte  3 a 4-  b , cela  fignifieroit  la  puiffance 
négative  3a -b  b du  binôme  3^4-^  ,& pour  rendre  cette  puif- 
fance pofitive  on  écriroit  , , ôc  il  faut  bien  obferver  ceci  ; 

$a-i-  b 

c’eft  pour  cette  raifon  que  pour  marquer  que  le  coefficient  eft 
hors  du  figne , on  met  toujours  le  figne  x entre  le  coefficient 
ôc  la  grandeur  qui  eft  fous  le  figne. 

Pour  rendre  négative  la  puiffance  a-bb  , on  écrit  — , ôc 

a-hb 

pour  rendre  négative  qxa-bb,  on  écrit  rrrry,  ôcc. 

* a-hb 


Pour  exprimer  la  racine  troifiéme  de  a -b  b , on  écrit  a-bb\ 

De  même  la  racine  quatrième  de  a 4-  b fe  marque  ainfi*4-Æ* 
Si  l’on  veut  comprendre  aifément  la  raifon  de  tout  ceci , il 


n’y  a qu’à  prendre  une  grandeur  x égale  à a -b b,  ôc  alors  les 
puiffances  de  a-bh  feront  x,  xl,  *3,  x*,  *s,  ôcc.  fur  lefquelles  on 
pourra  opérer  -par  le  calcul  des  expofans  , mais  après  toutes  ces 
opérations  on  pourra  mettre  a 4-  b au  lieu  de  * , ôc  on  retrouvera 
ce  qui  vient  d’être  dit. 

i CTS.  Voilà  tout  ce  qu’il  y a de  plus  effentiel  à fçavoir  touchant 
les  opérations  de  l’Algèbre.  Voyons  à prefent  quel  eft  l’ufage  que 
l’Anaiyfe  en  fait  pour  la  folution  des  problèmes  numériques. 
Nous  verrons  dans  la  fuite  comment  on  applique  ce  même  calcul 
aux  problèmes  de  la  Geometrie. 


♦ 
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CHAPITRE  V I. 

De  'l’Analyp. 

îtfp.^NN  parvient  à la  découverte  de  la  vérité  par  deux  fortes 
y^^/de  voyes  ou  de  Méthodes,  dont  l'une  s’appelle  Syr.- 
thèfe,  & l’autre  Ânalyfe. 

1 70.  La  Synthife,  autrement  dite  Méthode  de  compofttion,  com- 
mence par  les  principe  les  plus  (impies , ôt  s’élève  par  degrés 
jufqu’à  ce  quelle  parvienne  à la  connoiflance  de  ce  qui  fait  l'ob- 
jet de  fa  recherche. 

17 1.  L’ A nalyfe  au  contraire  fuppofe la chofc  faite,  & defeend 
peu  à peu  en  examinant  toutes  les  conféquences  qui  fuivent  de 
cette  fuppofition,  jufqu’à  ce  qu’elle  ait  trouvé  d’une  maniéré 
claire  & évidente  la  vérité  quelle  cherchoit. 

172.  On  voit  par-là  que  lafynthèfe  & Panalyfe  différent  entre 
elles,  en  ce  que  l’une  commence  par  le  détail,  & finit  par  la 
eompofition,  au  lieu  que  l’autre  defeend  de  lacompofition  au 
détail. 

17  j.  Les  Anciens  employoieijt  lafynthèfe  & l’anal yfe  de  môme 
que  nous , mais  comme  les  expreffions  dont  ils  fe  fervoient  étoient 
particulières  & uniquement  propres  pour  chaque  queftion  qu’ils 
vouloient  réfoudre , il  étoit  rare  qu’ils  tiraftent  de  leur  analyfe 
les  conféquences  générales  que  nous  découvrons  aujourd’hui 
par  le  moyen  des  expreftions  & des  caractères  dont  M.  Defcartcs 
nous  a appris  de  faire  ufage. 

* 174.  Quoique  la  fynthèlè  & l’analyfe  paroiffent  fi  différentes 
l’une  de  l’autre,  cependant  leurs  principes  font  les  mômes,  & 
ces  principes  que  je  vais  rapporter  ici  font  fi  fimples , qu’on  aura 
peine  à croire  en  les  lifant , qu’ils  ayenrpû  conduire  à la  décou- 
verte de  tant  de  belles  vérités. 


Principes  ou  Axiomes. 

i7j.Le  tout  eft  plus  grand  que  fa  partie,  & il  cft  égal  à fes 
parties  prifesenfemble. 

17 6.  Si  une  grandeur  eft  parfaitement  égale  à une  autre,  on 
peut  prendre  indifféremment  l’une  pour  l’autre.  Si  a = b on  peut 
prendre  a au  lieu  de  b , & b au  lieu  de  a. 

Nii 
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177.  Si  deux  grandeurs  ne  différent  entr’elles  que  d’une  quan- 
tité infiniment  petite  ôc  qu’on  ne  peut  afligner , ces  deux  gran- 
deurs peuvent  être  dites  égales.  • 

178. 11  eft  impoffible  qu’une  chofe  foit  en  même  tems  d’une 
façon  6c  qu’elle  ne  le  foit  pas. 

1 7p.  Si  deux  grandeurs  font  égales  chacune  à une  troifiéme  , 
ces  deux  grandeurs  font  égales.  Si  a = b,  6c  £•=/>;  donc  a = c. 

1 80.  Si  à deux  grandeurs  égales  on  ajoute  ou  on  retranche  des 
grandeurs  égales  les  fommes  ou  les  relies  feront  encore  des  gran- 
deurs égales , 6c  fi  on  leur  ajoute  ou  fi  on  leur  retranche  des  gran- 
deurs inégales,  les  fommes  ou  les  reftea  feront  inégaux. 

18  t.  Si  on  multiplie  ou  fi  l’on  divile  deux  grandeurs  égales 
par  des  grandeurs  égales,  les  produits  ou  les  quotients  feront 
égaux , 6c  fi  on  les  multiplie , ou  fi  on  les  divife  par  des  grandeurs 
inégales,  les  produits  ou  les  quotients  feront  inégaux. 

1 82.  Si  deux  grandeurs  font  égales  , leurs  moitiés , leurs  tiers, 
leurs  quarts  , ôcc.  feront  égaux,  de  même  que  leur  double,  leur 
triple,  leur  quadruple,  ôcc.  de  même  encore  que  leur  quarrés, 
leur  cubes,  leur  troifiémes  puiffances,  &c.  ou  leurs  racines  fé- 
conde , troifiéme,  quatrième , ôcc. 

De  la  A attire  des  Problèmes  t & de  la  façon  de  les  refondre 
par  ï Analyfe. 

18  j.  Dans  les  Problèmes  ou  les  queftions  qu’on  propofe  à 
réfoudre,  il  y a toujours  des  quantités  connues  6c  des  quantités 
inconnues  ; fi  tout  étoit  connu  , ce  ne  ferait  plus  une  queftion , 
ôc  fi  tout  étoit  inconnu , ce  ferait  de  la  magie  qu’on  propoferoit. 
11  n’y  a que  des  Sorciers  ou  des  Devins  qui  puiffent  parvenir  à 
la  découverte  d’une  vérité,  fans  aucune  connoiffance  prélimi- 
naire , 6c  les  Mathématiciens  ne  fe  piquent  pas  d’être  Sorciers 
ou  Devins  ; or  ces  Problèmes  peuvent  être  de  deux  efpcces , les 
uns  fe  nomment  déterminés , parce  qu’ils  ne  font  fufceptibles  que 
d’une  folution,  ou  du  moins  d’un  très-petit  nombre,  6c  les  autres 
fe  nomment  indéterminés,  parce  qu’on  peut  les  réfoudre  d’une  in- 
finité de  façons. 

1 84.  Pour  réfoudre  les  Problèmes  déterminés , yoici  comme 
on  fait  i°.  On  marque  les  grandeurs  inconnues  parles  dernières 
lettres  de  l’Alphabet  a:,^,  z,  6c  les  connues  par  les  premières 
1 ,b,c,  d,  ôcc.  20.  On  exprime  toutes  les  conditions  du  Pro- 
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blême,  c’eft-à-dire,  on  fait  autant  d’équations  particulières  que 
le  Problème  propofé  renferme  de  conditions , car  chaque  condi- 
tion d’un  Problème  eft  une  équation  comme  on  verra  dans  la  fuite .» 
30.  S’il  y a plufieurs  inconnues,  on  prend  la  valeur  de  l’une  de 
ces  inconnues  parle  moyen  des  équations  qu’on  a formées,  & 
l’on  fubftitue  la  valeur  de  cette  inconnue  dans  une  autre  équation, 
ce  qui  fait  difparoître  cette  inconnue  ; on  fait  la  même  chofe  à 
l’égard  d’une  autre  inconnue  s’il  en  refle  plus  cfune.  40.  Quand 
il  ne  relie  plus  qu’une  inconnue,  fuppofé  que  cela  fe  puifte  K le 
Problème  eft  déterminé,  Ôc  en  ce  cas  comme  cette  inconnue 
* fe  trouve  dans  l’un  des  membres  ôc  fouvent  même  dans  tous  les 
deux  mêlée  avec  des  quantité»  connues,  on  fait  en  forte  que  cette 
quantité  inconnue  fe  trouve  toute  feule  dans  un  membre  de  l’équa- 
tion , ôc  que  dans  l’autre  membre  il  n’y  air  que  des  quantités 
connues  , ôc  alors  le  Problème  eft  réfolu  , puifque  la  quantité  in- 
connue fe  trouvant  égale  à une  ou  plufieurs  quantités  connues  , 
devient  elle-même  connue.  Toute  la  difficulté  confifte  à faire 
en  forte  que  la  quantité  inconnue  puifle  relier  feule  dans  un  mem- 
bre ce  que  l’on  appelle  dégager  l’ inconnue,  ôc  nous  dirons  bientôt 
de  qu’elle  maniéré  cela  fe  f air. 

Que  fi  on  ne  peut  pas  parvenir  à faire  qu’il  ne  relie  qu’une 
feule  inconnue,  ou  fi  au  contraire  il  n’en  relie  plus  du  tout,  le 
Problème  eft  indéterminé,  ôt  l’on  en  trouvera  la  folution  parles 
voyes  que  nous  enfeignerons  dans  la  fuite  ; or  pour  faire  mieux 
comprendre  ce  que  nous  venons  de  dire  touchant  les  Problèmes 
déterminés  ôc  indéterminés,  nous  allons  donner  un  exemple  de 
chacun  d’eux. 

PROBLEME  DETERMINE*.  On  veut  couper  le  nombre  24  en  deux 
parties  dont  rime  J oit  triple  de  ï autre , quelles  font  ces  parties  ? 

Je  nomme  a le  nombre  24,  la  première  partie  x,  ôc  la  fé- 
condé y , à caufe  que  ces  parties  font  inconnues  : or  le  Problème 
renferme  deux  conditions,  la^remiere  eft  que  l’un  des  nombres 
inconnus  foir  triple  de  l’autre,  ôc  par  la  fécondé  on  veut  que  les 
deux  nombres  pris  enfemble  foient  égaux  à 24.  Pour  remplir  la 
première  condition,  je  dis  x=  sy , ôc  pour  remplir  la  fécondé , 
je  dis  x-|-y  = a,  mais  x étant  égal  à jy , je  puis  mettre  jy  au 
lieu  de  x dans  l’équation  x-+-y  = a (N.  17 5.)  ôc  par  conféquent 
iy-+~y  — a * je  corrige  l’expreffion,  ôc  j’ai  4 y = a -,  ainfi  le  Pro- 
blème eft  déterminé , puilqu’il  ne  refle  qu’une  inconnue  ; or  cette 
inconnue  n’étant  pas  feule  dans  le  premier  membre  de  l’équa- 
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tion,  puifqu’elle  eft  multipliée  par  4,  je  la  dégage  en  difanti-yr 
eft  égal  à a,  donc  en  divifant  ces  deux  grandeurs  par  4,  les  quo- 
tients feront  e'gaux  (iV. 'iSo.)  fie  la  grandeur^  fera  feule  dans  le 
premier  membre,  à caufe  que  la  divifion  par  4 détruira  ce 
qu’avoir  fait  la  multiplication  par  4 ; ainfi  j’aurai  y = $a,  ou  y 

= - , ôc  le  Problème  fera  réfolu  ; car  mettant  24  au  lieu  de  a, 

j’aurai  y =~ , ou  y = 6 , ô c ]y  ou  x = 3 x6,  ou  *=18.  Les 
deux  nombres  cherchés  font  donc  6 ôc  18  dont  la  fomme  fait 
24',  fie  dont  l’un  des  deux  à fçavoir  18  eft  triple  de  l’autre  6. 

PROBLEME  INDETERMINE*.  Deux  hommes  ont  partagé  une  fomme 
décris , & la  part  de  fun  ejl  triple  df  ta  part  de  Pâture  ; quelles  J ont 
ces  deux  parts  ? 

Je  nomme  x la  plus  grande  part , y la  moindre , 6c  z la  fomme 
des  deux  ,*  or  par  l’une  des  conditions  du  Problème,  j’ai  x=  3y, 
ôc  par  la  fécondé  j’ai  ar-4-y  =z,  mettant  donc  sy  au  lieu  de  x 
dans  cette  derniere  équation,  j’ai  3 y -4- y — z,  ou  4y  = z,  ôc 
comme  toutes  les  conditions  du  Problème  font  remplies , il  ne 
ni’eft  pas  poffible  de  faire  qu’il  ne  relie  qu’une  feule  inconnue , ôc 
par  conféquent  le  Problème  eft  indéterminé , c’eft-à-dire  fufeep- 
tible  d’une  infinité  de  folutions,  ôc  en  effet  fi  je  veux  le  réfoudre 
je  n’ai  qu’à  prendre  pour  y un  nombre  tel  que  je  voudrai  , par 
exemple  2,  ôc  multiplier  enfuite  ce  nombre  par  4,  ce  qui  donnera 
8 = qy , & par  conféquent  8=2,  c’çft-à-dire  la  fomme  cherchée 
fera  8 , ôc  x étant  égal  à $y  fera  3 x 2 ou  6 ; ainfi  les  deux  parts 
feront  6 ôc  2 dont  la  fomme  eft  8 , ôc  dont  la  première  eft  le 
triple  de  la  fécondé. 

Ce  qui  fait  que  ce  Problème  eft  indéterminé,  au  lieu  que  le 
précédent  on  nous  avoit  donné  une  condition  de  plus,  fçavoir 
que  la  fomme  des  deux  étoit  égale  à 24,  ce  qui  fait  que  les  deux 
portions  étoient  déterminées  paroles  mêmes,  6&  qu’il  ne  nous 
étoit  pas  permis  d’en  déterminer  une  à notre  gré  ; mais  cette  con- 
dition ne  fe  trouvant  pas  dans  le  fécond  Problème  , il  a fallu  né- 
ceflaircment  déterminer  l’une  des  grandeurs  pour  avoir  une 
fomme  déterminée,  parce  qu’il  n’y  a point  de  nombre  tel  qu’il 
foit  qui  ajouté  avec  fon  triple  ne  fade  une  fomme  totale  5 d’où  il 
fuit  qu’en  prônant  pour  l’une  des  grandeurs  tantôt  2 , tantôt  3 , 
tantôt  4 , ôcc.  on  aura  autant  de  différentes  folutions  du  Problème. 

Le  peu  de  connoiffance  de  ce  que  nous  venons  de  dire  tou- 
chant les  Problèmes  indéterminés  eft  la  caufe  de  l’erreur  de  bien 
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des  gens,  qui  en  vous  propofant  de  femblales  Problèmes , s’ima- 
ginent qu’on  ne  fqait  pas  les  réfoudre  lorfqu’on  ne  leur  donne  pas 
précifément  la  folution  qu’ils  ont  penfé.  Par  exemple  fi  après  avoir 
répondu  à quelqu’un  qui  m’auroit  propofé  le  Problème  indéter- 
miné dont  je  viens  de  parler , que  la  première  part  étoit  6 , la  fé- 
condé 2,  ôc  la  fomme  des  deux  8 , ce  quelqu’un  s’avifoit  de  me 
dire  que  ma  folution  ne  vaut  rien , parce  qu’il  auroit  penfé  p pour 
la  première  part  & 3 pour  la  fécondé,  ce  qui  fait  la  fomme  12, 
il  le  tromperoit  en  ce  qu’il  ne  s’appercevroit  pas  que  le  Problème 
étant,  fufceptible  de  pîufieurs  folutions,  la  mienne  feroit  aulli 
bonne  que  la  fienne,  & que  parmi  ugp  infinité  de  nombres  qui 
peuvent  fatisfaireà  laqueftion,  je  ne  puis  trouver  ceux  qu’il  a 
choifi  plutôt  que  d'autres  que  par  un  pur  hazard. 


Manière  de  dégager  une  inconnue  qui  Je  trouve  feule 
dans  une  Equation. 

1 8 6.  On  dégage  une  inconnue , ou  par  l’addition  ou  par  la  fouf- 
traflion , ou  par  la  multiplication , ou  par  la  divifion  , ou  par  l’élé- 
vation à quelque  puiflance,  ou  par  l’extraélion  de  quelque  ra- 
cine, & quelquefois  par  deux  ou  pîufieurs  de  ces  opérations^ 
e’eft  ce  que  nous  verrons  dans  les  réglés  fuivantes. 

187.  On  dégage  une  inconnue  par  addition  , lorfque  cette  in- 
connue ne  fe  trouvant  que  dans  un  feul  membre  d’une  équation, 
y eft  jointe  avec  une  grandeur  connue  négative  ; car  alors  ajou- 
tant à l'un  & à l’autre  membre  la  quantité  connue  avec  le  ligne 

on  trouve  que  l’inconnue  relie  feule  dans  le  membre  où  elle 
étoit.  Pour  dégager  l’inconnuë  x dans  l’équation  x — a = b , on 
ajoute  a à l’un  & à l’autre  membre , ce  qui  n’altere  pas  l égalité  des 
deux  membres  (A7.  180.)  & l’ona  x — a-\-a  = b-t- a,  ôc  comme 
dans  le  premier  membre  les  grandeurs  — a,  -\-a,  fe  détruifent  par 
des  lignes  contraires , l’équaticn  fe  réduit  àcelle-ci  x = b~i-a  dans 
laquelle  la  grandeur  x fe  trouvant* feule  de  fon  côté,  eft  par  ccn- 
féquent  égale  à la  fomme  b a des  grandeurs  connues  b , a. 

188.  On  dégage  une  inconnue  par foujiratlion , lorfcjue  cette  in- 
connue ne  fe  trouvant  que  dans  un  feul  membre  y eft  jointe  à une 
grandeur  connue  pofitive , l’inconnue  x fe  trouve  feule  de  fon 
côté.  Pour  dégager  x dans  l’équation  x -+-  a = b , on  retranche  a 
de  part  & d’autre , ce  qui  donne  x-\-a  — a —b  — a ; or  dans 
le  premier  membre  -\-a  — a fe  détruifent,  donc  il  relie  x —b — a. 

18p.  Remarque.  On  voit  par  ces  deux  régies  que  fi  dans  une 
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équation  on  fait  pafler  une  grandeur  d’un  membre  à l’autre  en 
changeant  fon  ligne , il  y aura  toujours  égalité  entre  fes  deux 
membres,  car  dans  l'équation  x — a—b,  en  donnant  a de  part 
ôc  d’autre,  nous  avons  eu  l’équation  x = b-+-a,  dans  laquelle  la 
grandeur  a a palfé  dans  le  fécond  membre  avec  le  ligne  -J-,  au 
lieu  qu’elle  étoit  dans  le  premier  avec  le  figne  — ; de  même 
en  retranchant  de  l’un  ôc  l’autre  membre  x-\-a  = b la  grandeurs, 
noas  avons  eu  x=b — a,  ôc  dans  cette  équation  la  grandeur  a 
a palfé  dans  le  fécond  membre  avec  le  ligne  — , au  lieu  quelle 
étoit  dans  le  premier  avec  le  ligne  . 

ipo.  On  dégage  l'incojgiuë  par  multiplication , lorfque  cette  in- 
connue ne  fe  trouvant  que  dans  un  des  membres  de  l’équation  y 
elt  divifée  par  une  ou  plufieurs  grandeurs  connues  ; ôc  alors  on 
multiplie  l’un  & l’autre  membre  par  le  divifeur , &c  la  grandeur 
inconnue  relie  feule  de  fon  côté.  Pour  dégager  x dans  l’équation 

1 = on  multiplie  de  part  ôc  d’autre  par  a,  ce  qui  donne  ~ 
—ab , ôc  en  corrigeant  l’exprelîion , on  a x — ab.  De  même  pour 
dégager  * dans  l’équation  ~-b  =c , on  multiplie  l’un  ôc  l’autre 

membre  par  a-\-b , ôc  l’on  a e x~^ **  = ac -+-  bc , ôc  en  corrigeant 
l’exprellion  on  a x=ac-k-bc. 

ipr.  On  dégage  l’inconnuë  par  divifton,  lorfque  cette  incon- 
nue étant  dans  un  feul  membre  , s’y  trouve  multipliée  par  une 
ou  par  plufieurs  grandeurs , car  en  ce  cas  on  divife  l’un  ôc  l’autre 
membre  par  le  multiplicateur.  Dans  l'équation  ax  = b on  divife 

les  deux  membres  par  a , ôc  l’on  trouve  “ = j , ou  x — b~.  De 

même  dans  l’équation  ax-+-bx  = ci  on  divife  l’un  ôc  l’autre 
membre  par  a-\-b , parce  que  le  premier  terme  ax  du  premier 
membre  ell  x multiplié  par  a,  ôc  le  fécond  ell  * multiplié  par  b , 
ce  qui  ell  la  même  chofe  que.v  multiplié  par  a-\-b , ôc  l’on  trouve 

*x-+-fr.r  c c • 

t = ou*=a— 

i p 2.  Remarque.  Il  faut  bien  prendre  garde  à ces  exprellions 
complexes  qui  dans  chacun  de  leurs  termes  cbndennent  une 
même  grandeur  ; car  ces  exprellions  marquent  que  cette  gran- 
deur a été  multipliée  par  toutes  les  autres  ; par  exemple,  l’expref- 
fion  ax  -h  b x -+•  ex  dx  qui  contient  la  grandeur  ac  dans  tous 

fes  termes,  marque  que  cette  grandeur  x a été  multipliée  par 
a-hb-lrc  -+~d  ,ôc  par  conféquent  fi  on  divifoit  cette  expreflion 

par 
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4-4-b-i-c-hd,  le  quotient  feroit  la  grandeur  * toute  feule.  De 
même  l’expreflion  aax-t-cdx — bbx  marque  que  la  grandeur  x a 
été  multipliée  par  aa-\-cd  — bb,  ôc  que  par  conféquent  fi  on  di- 
vifoit  par  aa-hcd  — bb , on  auroit  x au  quotient.  De  même  en- 
core l’exprefiïon  ax-h  bx  — r*-+-*,  marque  que  la  grandeur  x 
a été  multiplié  par  a-\-b  — c-+- 1 > carie  coefficient  du  dernier 
terme  x cft  i , puifquc  x eft  la  meme  chofe  que  ix  ; fi  l’on  divi- 
foit  donc  par  a-hb — r-+-i  , on  auroit  pour  quotient  x. 

193.  On  dégage  l’inconnuë  par  l'élévation  à quelque  puifiance,  - 
lorfque  cette  inconnue  n’étant  que  dans  un  membre  de  l’équation 
s’y  trouve  fous  un  figne  radical , car  alors  l’on  éleve  l’un  8c  l’autre 
membre  à la  puifiance  qui  a le  même  expofant  que  la  racine. 
Pour  dégager  x dans  l’équation  Vx—a,  on  éleve  l’un  ôc  l’autre 
membre  au  quarré,  ôc  l’on  a x — a1  (N.  182.)  car  Vx  par  ✓*  donne 
x , puifque  la  racine  en  fe  multipliant  elle-même  proauitle  quarré. 

De  même  pour  dégager*  dans  y x — b,  on  éleve  l’un  ôc  l’autre 

membre  au  cube , ôc  l’on  a x = bi  ; car  y x par  y x donne  y xx , 

Sx.  y xx  par  y x donne  y xi , ou  x. 

194.  On  dégage  l’inconnue  par  l’extra&ion  d’une  racine , lorf- 
que cette  inconnue  eft'élevée  à quelque  puifiance  dans  le  mem- 
bre où  elle  fe  trouve , ôc  en  ce  cas  on  extrait  de  l’un  ôc  l’autre 
membre  la  racine  du  même  dégré  que  la  puifiance.  Pour  dégager 
* dans  xi  = ai , on  tire  la  racine  cubique  de  part  ôc  d’autre  , ôc 

„l’on  trouve  x=a\  de  même  pour  dégager*  aans  x*  = abcc,  on 
rire  la  racine  quatrième  de  part  ôc  d’autre,  ôc  l’on  a x==y abcc , 
ôc  ainfi  des  autres. 

ipy.  Enfin  on  dégage  l’inconuë  en  employant  deux  ou  plu- 
fieurs  de  ces  réglés , ainfi  que  nous  l’allons  montrer  par  quelques 
exemples. 

Pour  dégager  l’inconnuë  dans  ax—  bx-\-cd,  on  fait  palier  la 
quantité  bx  du  fécond  membre  dans  le  premier,  en  retranchant 
bx  de  part  ôc  d’autre , ou  ce  qui  revient  au  même  , en  changeant 
le  figne  -f-en  — , ôc  l’on  trouve  ax — bx=cd,  enfuite  on  dir 
vife  par  a — by& c l’on  trouve  x = ~^. 

Pour  dégager  l’inconnuë  dans  dx—x-^ab , on  fait  pafier  la 
quantité*,  ou  1*  du  fécond  membre  dans  le  premier,  ce  qui 
donne. dx — 1*  = ab , ôc  divifant  départ  ôc  d’autre  par  d — 1 , on 
trouve*=  — -. 
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Dans  ax  -h  dx  -+-  cb—  af,  on  fait  pafler  cb  du  premier  dans  le 
fécond  membre,  ce  qui  donne  ax-hdx  — af — cb , ôc  divifant 

enfuite  départ  & d’autre  par<j-Hd,  on  trouve 

Dans  ‘ _ c , on  multiplie  de  part  & d’autre  par  a-\-by 

ce  qui  donne  av'x-ç-dv'  x= ac-+-bc } enfuite  on  divifc  par  a-+-d, 
& le  quotient  eft  s/x=  , ôc  enfin  on  élevé  tout  au  quarré, 
ce  qui  donne  * = ***■*■  * :c . 

^ -f- 1 ad-hdd 

Dans  —j ~=zfy  on  réduit  les  deux  fractions  du  pre- 

mier membre  au  même  dénominateur,  ôc  l’on  a tcVx~iWx=fy 

on  multiplie  de  part  & d’autre  par  bc  y ôc  le  produit  eft  acv'x  — 
dbV x=fbc , on  divife  tout  par  ac — db,  & le  quotient  eft  v'x  = 

af—db‘  Cn^n  on  ^*eve  tout  au  quarré,  & l’on  trouve  x = 

<a,<-{LJdt,  + ïdbb>. & ainfi  de*  autres. 

Exemples  des  Problèmes  déterminés. 

196.  Ier.  Exemple.  Trois  Officiers  ont  reçu  chacun  une  gratification; 
celle  du  Jecond  ejl  double  de  celle  du  premier  plus  6 livres , etr  celle  du 
troifiéme  eft  triple  de  celle  du  premier  moins  2 livres  y&  la  [bmme  to~ 
taie  eft  3 o 4 livres. 

Je  nomme  a la  fomme  totale,  & x la  gratification  du  premier, 
parce  qu’elle  m’eft  inconnue  > or  par  la  première  condition  du 
Problème,  la  gratification  du  fécond  eft  2x-t-6,  ôc  celle  du 
troifiéme  eft  jx — 2 parla  fécondé  condition,  mais  parla  troi- 
fiéme les  trois  gratifications  prifes  enfemble  font  égales  à la  gran- 
deur a,  donc  j’ai  cette  équation  x -h  ax-+-  6 -h  y x — 2 = a,  ôc 
corrigeant  l’expreftion  j’ai  tfx-+-4=  a,  je  fais  pafler  4 du  premier 
membre  dans  le  fécond,  ce  qui  donne  6x=a  — 4;  enfin  divi- 
fant par  5,  je  trouve  x—ï^l , 6c  mettant  la  valeur  de  a,  j’ai 

* =^7— ==yo;  ainfila  gratification  du  premier  eft  yo, 

6c  mettant  cette  valeur  dans  les  expreflions  2 x-f-5,  ôc  yx — 2 
de  la  fécondé  6c  de  la  troifiéme,  je  trouve  2X-+-  5 = 2X  yo -4-6 
= 1 00  -+-  6 = 1 06  fécondé  gratification , 6c  yx — 2 = 5 x yo — 2 
*=  lyo  — 2=148  troifiéme  gratification,  ôc  les  trois  nombres 
y 0 , 106  6c  148  font  en  effet  la  fomme  304. 
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II.  Exemple.  Deux  Bombardiers  revenant  de  leurs  Batteries , P un 
dit  â P autre  ,fi  tu  avois  tiré  cinq  coups  de  moins,  & moi  cinq  coups 
de  plus , f aurais  tiré  deux  fois  plus  de  bombes  que  toi , & fi  tu  avois 
tiré  trois  coups  de  plus,  & moi  trois  de  moins , f dur ois  tiré  autant 
que  toi  j on  demande  quel  ejl  le  nombre  de  coups  que  chacun  d'eux  a 
tiré  P 

Je  nomme  x le  nombre  de  coups  que  le  premier  a tiré , 6cy 
celui  du  fécond  ; or  par  la  première  condition  du  Problème,  le 
nombre  du  premier  augmenté  de  cinq  eft  double  du  fécond  di- 
minué de  cinq;  ainfi  r+J  ell  double  de^ — y,  fie  par  confé- 
quent  multplianr^ — y par  2 , ce  qui  fait  a.y — 10,  nous  avons 
tf-f-y  —2 y — 10  première  équation. 

Par  la  fécondé  condition 
du  Problème  , le  nombre 
du  premier  diminué  de  3 eft 
égal  au  nombre  du  fécond 
augmenté  de  trois  ; donc 
x — 3 =y  -4-  3 , féconde 
équation. 

Je  dégage  * dans  la  pre- 
mière équation  , ce  qui 
donne  x = 2 y — 1 y.  Je  dé- 
gage de  même  x dans  la 
fécondé , fie  j’ai  x =y  -+-  6; 

ainfi  j’ai  deux  valeurs  de  x,  ôc  par  conféquent  ces  deux  valeurs 
font  égales  entr’elles. 

Je  fais  une  équation  de  ces  deux  valeurs  de  x , ce  qui  donne 
2 y — t y =y  -+-  6.  Je  fais  paflcr^  du  fécond  membre  dans  le 
premier,- 6c  )’ai y — iy  = 5,  6c  faifant  paffer  iy  du  premier 
membre  dans  le  fécond  , je  rrouve_y=  21. 

Je  mets  cette  valeur  de  y dans  la  valeur^-f-tf  de  x , 6c  j’ai 
x — 21  -h  6—21  -,  ainfi  le  premier  a tiré  27  coups  ôc  l’autre  21, 
6c  en  effet  fi  j’ajoute  y au  premier,  ce  qui  fait  32 , ôc  que  je  re- 
tranche y au  fécond  ce  qui  fait  1 6 , on  voit  que  32  eft  double  de 
16 , ôc  fi  je  retranche  3 du  premier,  ce  qui  fera  24,  6c  que  j’ajoute 
3 au  fécond , ce  qui  fait  au  (fi  24  ; il  eft  clair  que  les  deux  nombres 
feront  égaux. 


x = iy—i$ 
x — y-h6 . . 

2 y — 1 y —y  -+-  6 

y—iS=6 

y=  21 

x — 21  -+-6=27. 


Oij 
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198.  III.  Exemple.  Trois  hommes  ont  dépenfi  une  fomme  ef  ar- 
gent, le  premier  & le  fécond  ont  dèpenfé  à eux  deux  cinq  livres  plus 
que  le  troifiéme , le  premier  & le  troifiéme  en  ont  dèpenjé  à eux  deux 
1 j de  plus  que  le  fécond,  & le  fécond  & le  troifiéme  en  ont  dépenfe 
à eux  deux  2$  de  plus  que  le  premier  ,-  quelle  ejl  la  fomme  totale  & 
la  dépenfe  de  chacun  en  particulier  ? 

Je  nomme  a l’exccs  des  deux  premiers  fur  le  troifiéme,  h l’ex- 
cès ij  du  premier  & du  troifiéme  fur  le  fécond,  c l’excès  2 j des 
deux  derniers  fur  le  premier , x la  dépenfe  du  premier,  celle 
du  fécond  , & z celle  du  troifiéme. 

Par  la  première  condition  , fi  le  troifiéme  avoir  dépenfe  j livres 
de  plus,  fa  dépenfe  auroit  été  égale  à la  dépenfe  du  premier,  ôc 
à celle  du  fécond  prifes  enfemble  ; donc  j’ai  cette  première  équa- 
tion * ■+■  y = z -+-  a, 

- — J - x -+-y  = z-+-  a . 

x -J-  z =y  -\-b ... . 2e 


& faifant  le  même 
raifonnement  à l’é- 
gard des  deux  autres 
conditions  du  Pro- 
blème, je  trouve  que 
la  féconde  donne 
l’équation  a-+-  z =y 
•4-^,  ôc  que  la  troi- 
fiéme donne  celle- 
ci  z -+-y  = ï + r. 

J’ajoute  enlemble 
ces  trois  équations 
en  faifant  d’une  part 
la  fomme  des  trois 
premiers  membres, 
& de  l’autre  la  fom- 
me des  trois  féconds 
membres  , ce  qui 
donne  2x-\-zy  -y-iz 
b 


■ere.  Equation. 
Equation. 


z-J-y  = . 3e.  Equation. 

2X-\-2y-+-2Z  — a-+-b->r-c->r  Z-+-y  -+-x. 
x -+-  y -+-  z = a-\-b-+-c. 
x-+-  y-+-  z — S.  ....  Dépenfe  totale. 

x — S — y — z. 
x —S — x — r. 

2 x^=S  — c. 

x=±S — fr. . . . Dépenfe  du  premier. 

y = S — x — z. 
y = S—y—b. 
zy  = S — b 

yz=\S — \b Dépenfe  du  fécond. 

Z — S—x  — y. 

c J ’ . 

z—S  — z • — a . 

2 z=S  — a. 

z = ±S  — 7 a . . . Dépenfe  du  troifiéme. 

s a -+-  b -+■  c -4—  z 

-hy-hx,  & faifant  palier  z-Hy  4-  z du  fécond  membre  dans  le 
premier  j’ai  x-+-y-hz  = a-hb-i-c,  ce  qui  me  fait  voir  que  les 
trois  dépenfes  enfemble,  c’efl-à-dire la  dépenfe  totale  elî  égale 
à la  fomme  des  trois  excès  a-i-b!-+-c. 

Pour  abréger,  je  fuppofe  a-i-b-i-c  = S,  & par  confequent 
Téquation  de  la  dépenfe  totale  eft  x-j-y-t-z  ==  Si  or  pour  trou- 
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ver  la  dépenfe  du  premier , je  dégage  x dans  cette  équation,  en 
faifant  paffer^-t-z  dans  le  fécond  membre,  ce  qui  donne  ,v  = 

S — y — z > mais  par  latroifiéme  équation  des  trois  premières,  j’ai 
z -h y =x-+- c , donc  — z—y  = — x — c ; nattant  donc  — x — c 
au  lieu  de  — z — y dans  l’équation  x = S — y — z , j'ai  x = S — x 
• — c't  ôc  faifanr  palier  x du  fécond  membre  dans  lç  premier,  je 
trouve  2x=S — c , ôedivifant  tout  par  2,  j’ai  enfinx=vS' — -je 
qui  eft  la  dépenfe  du  premier. 

Pour  trouver  celle  du  fécond  je  prens  encore  l’équation  x-\-y 
-+-  z = 61  de  la  dépenfe  totale  ; j’en  dégage  l’inconnue  y,  ce  qui 
donnent  = S — x — z;  mais  par  la  fécondé  équation  des  trois  pre- 
mières, j’ai  * -H  z —y  -+-  b , ou — x — z = — y — b , mettant 
donc  — y — b au  lieu  de  — zdans  l’équation  y = S — x — z, 
j’ai  y = S — y — b ; 6c  faifant  paffery  du  fécond  membre  dans  le 
premier,  je  trouve  zy  — S — b,& c divifant  tout  par  2,  j’ai^=j-i' 

— 7 b dépenfe  du  fécond. 

Pour  trouver  celle  du  troifiéme  , je  prens  encore  l'équation 
Jt-+-j'-hz  = 5' de  la  dépenfe  totale  , je  dégage  z,  ce  qui  donne 
z — S — x — y;  mais  parla  première  équation  des  trois  premières 
j’ai  x ~\~y  = z -+- a , ou — x — y— — z — a , mettant  donc  la 
VEleur  — z — a de  — x — jtdans  l’équation  z=S — x — y,  j’ai 
z = -j S — z — ai  ôc  faifant  palier  z du  fécond  membre  dans  le 
premier,  je  trouve  zz=S — <j;ôc  le  tout  divifé  par  2,  donne 
z = S — j- a dépenfe  du  troifiéme. 

Je  mets  les  valeurs  des  lettre^,  b,  c,  dans  l’équation  de  la 
fortune  totale , 6c  dans  celles  des  dépenfes  particulières,  6c  je 
trouve  que  la  dépenfe  totale  eft  4y , que  celle  du  premier  eft  227 

— 127,  c’eft-à-dire  10  ; que  celle  du  fécond  eft  22  7 — 7-j,c’eft- 
à-dire  iy,  6c  que  celle  du  troifiéme  eft  22 -j  — 2-7,  c’cft-à-dirc 
20,  ÔC  il  eftaifé  de  voir  que  ces  trois  nombres  10,  iy,  2orem- 
plillent  les  conditions  du  Problème,  car  lafomme  2 y des  deux 
premiers  furpafle  le  troifiéme  de  y , la  fomme  30  du  premier  6e 
du  troifiéme  furpafle  le  fécond  de  1 y , 6c  la  fomme  3 y des  deux 
derniers  furpafle  le  premier  de  2 y , ce  qui  étoit  propofé. 

ipp.  IV.  Exemple.  Deux  Soldats  ont  tué  80  hommes  dans  une 
Bataille , & [un  des  deux  en  a tué  20  plus  que  t autre  ; combien  cha- 
cun en  a-t'il  tué  ? 

Je  nomme  a la  fomme  80,  d la  différence  20  ,*le  nombre, 
d’hommes  que  le  premier  a tué , que  je  fuppofe  être  le  plus  grand, 
fit  z le  nombre  d’hommes  qLui  ont  été  tués  par  l’autre  ; donc  x:  ■ 

O iij. 
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■4-2  — a , ôc  fi  du  plus  grand  je  retranche  le  moindre  , ce  qui 
fait  x — z , ce  refte  fera  égal  à la  différence  d , ôc  par  conféquent 
x — z — d. 

ere 


r 


Equation.  . 
valeur  de  x. 
Equation, 
valeur  de  x. 


X ■ Æ ' 2 i • • 1 
x — z—d 2e 

* = d -4-  z ....  2e. 

— z — d+z. 
a — d = 22. 

\a—\d=z. 

x = d -4”  2 = d -4-  7 a — 7 d = 7 a -H  j d. 


J’ai  donc  deux 
équations  x-\-z  =a, 

Ôc  .v  — z — d , je 
dégage  x dans  la 
première  , ce  qui 
donne  x = a — z , 
première  valeur  de 
x. 

Je  dégage  de 
même  .v  dans  la  fécondé  équation,  ôc  j’ai  x=d-+-  z fécondé 
valeur  de  x. 

Je  fais  une  équation  de  ces  deux  valeurs  de  x,  ce  qui  donne 
a — z — d -h  z , ôc  faifant  pafTer  z du  premier  membre  £dans  le 
fécond,  ôc  d du  fécond  dans  le  premier,  j’ai  a — d = 22,ôcdi- 
vifant  tout  par  2 , je  trouve  \a  — { d = z,  c’eft-à-dire  le  plus 
petit  nombre  eft  égal  à la  moitié  de  la  fomrne  moins  la  moitié 
de  la  différence. 

Je  mets  cette  valeur  de  2 dans  la  fécondé  valeur  de  x , qui 
eft  x — d-hz,  ôc  je  trouve  x= d-h~  a — \d—~  a-^-^d,  c’eft- 
à-dire  le  plus  grand  nombre  eft  égal  à la  moitié  de  la  fournie, 
plus  la  moitié  de  la  différence. 

Mettant  donc  les  valeurs  de  ^ ôc  de  b,  je  trouve  z = 7 a — \b 
= 40 — 10=50,  ôc  A-=7fl-4-7-A  = 4o-4-io=yo,ôc  ces 
deux  nombres  50  ôc  yo  font  enfemble  80,  ôc  la  différence  du 
grand  au  petit  eft  20,  ce  qui  étoit  propofé. 

Or  comme  les  lettres  a ôc  b peuvent  lignifier  tel  autre  nombre 
que  l’on  voudra , il  eft  vifiblc  que  la  folution  que  l’on  vient  de 
trouver  eft  générale , ôc  que  par  conféquent  on  en  peut  tirer  la 
régie  ou  le  Théorème  fuivant. 

200.  Theoreme  tiré  de  l’Exemple  précédent.  La  fomme  de  deux 
grandeurs  étant  connue,  & leur  différence  auff,  la  moitié  de  la  fomme 
plus  la  moitié  de  la  différence  eft  égale  à la  plus  grande , & la  moitié 
de  la  fomme  moins  la  moitié  de  la  différence  eft  égale  à la  moindre. 

■ 20 1.  Il  eft  clair  que  fi  dans  la  folution  des  Problèmes  on  met 
toujours  les  lettres  a,  b,  r,Ôcc.  au  lieu  des  grandeurs  connues, 
les  folutions  que  l’on  trouvera  feront  toujours  des  Théorèmes  gé- 
néraux pour  ces  fortes  de  cas , comme  on  vient  de  le  voir,  ôc 
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voilà  quel  eft  l’avanrage  de  l’analyfe  d’aujourd’hui  fur  celle  des 
Anciens  , qui  faute  d’avoir  des  expreflions  générales  pour  mar- 
quer les  grandeurs  connues  & les  inconnues,  ne  trouvoienc  ja- 
mais que  des  folutions  particulières  pour  les  cas  particuliers  qu’ils 
avoient  à réfoudre  , ce  qui  les  obligeoit  de  recommencer  de  nou- 
veau lorfque  les  grandeurs  comprifes  dans  un  Problème  n’étoient 
pas  précifément  les  mêmes  qui  fe  trouvoient  comprifes  dans  un 
autre  Problème  de  même  efpece.  De  plus , il  arrive  fouvent 
qu’un  Théorème  découvert  par  notre  méthode , nous  conduit  avec 
facilité  à la  découverte  d’une  infinité  de  Problèmes  qui  ne  feroient 
pas  aifés  à réfoudre  fans  ce  fecours , c’eft  ce  qu’on  va  voir  dans 
l’exemple  fuivant  où  nous  allons  mettre  en  ufage  le  Théorème 
précédent. 

202.  Exemple.  Deux  Joueurs  ont  gagné  une  fomme  déçus , le  gain 
du  premier  multiplié  par  le  gain  du  fécond  fait  96 , & filon  fait  les 
cjuarrés  des  deux  gains , ces  deux  quarrés  ajoutés  enfemble  feront  208; 
quel  ejl  le  gain  de  chacun  d'eux  ? 4 

Comme  je  ne  con- 

nois  ni  la  fomme  ga-  x-+-z.  Gain  du  premier, 
gnéc , ni  la  différen-  *— z.  Gain  du  fécond, 
ce  des  deux  gains  , 
je  nomme  la  lomrne 
gagnée  2*,  ôcla dif- 
férence des  deux 
gains  2Z,  & je  me 
îers  de  ces  expref- 
fions  afin  de  pouvoir 
prendre  la  moitié  de 
la  fomme  ôc  la  moi- 
tié de  la  différence 
fans  fraûion.  Je 
nomme  auffi  le  pro- 
duit ÿ6  des  deux 
gains  a , & la  fomme 
208  des  quarrés  b. 

Par  le  Théorème 
précédent  le  gain  du 
premier  eft  x -+- z,  & 
celui  du  fécond  eft 
x — zi  or  parla  pre- 


xx 


-+-.VZ  - 

— xz 


■zz. 


XX 
XX  ■ 
XX- 
XX  ■ 


— zz.  Produit  des  deux  gains. 

. zz  = a i*re.  Equation. 

■2xrz-t-  zz.  Quarré  du  premier  gain. 
-2*z-f-  zz.  Quarré  du  fécond. 


2e.  Equation. 

!.  valeur  de  xx. 

xx  — - — zz.  ie.  valeur  de  xx. 


2XX 
XX  — 


■ 2 ZZ  = 
- ZZ 


a-trzz—fb  — zz. 
2zz  — — a. 


zz  ■■ 


■ t a. 


XX 


z=V  - — ~a.  Gain  du  premier. 
— — 7«  = r-+-f*. 

4 • 4 


x = ✓ h-  -+•  t a.  Gain  du  fecond. 
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miere  condition  du  Problème , le  produit  de  ces  deux  gains  mul- 
tipliés l’un  par  l’autre  eft  égal  à 96  = a ; faifantdonc  ce  produit 
j’ai  xx — zz=a. 

Je  fais  les  quarrés  des  deux  gains , 6c  les  ajoutant  enfemble, 
la  fomme  eft  2*x-+-2zz,  laquelle  eft  égale  à 208  = £parla  fé- 
condé condition  du  Problème. 

Je  prens  dans  la  première  équation  la  valeur  de  xx  en  faifant 
pafTer  zz  dans  le  fécond  membre,  ôc  j’ai  xx=a-hzz.  Je  prens 
de  môme  la  valeur  de  xx  dans  la  fécondé  équation,  en  faifant 
d’abord  pafTer  azz  dans  le  fécond  membre,  ce  qui  donne  2xx 
—b  — 2zz,  ôc  divifant  enfuite  le  tout  par  2 , ce  qui  donne  xx=  . 
b 

zz. 

X 

Je  fais  une  équation  de  ces  deux  valeurs  de  xx , ôc  j’ai  a-+-  zz 
= {b  — zz  ; je  fais  pafTer  zz  du  fécond  membre  dans  le  premier, 
ôc  a du  premier  dans  le  fécond , ôc  je  trouve  2zz  = ^b  — a , Ôc 

divifant  tout  par  2 , j’ai  zz  = * — ÿa  ; enfin  tirant  la  racine  quar- 

rée  de  part  ôc  d’autre , je  trouve  z = — \a. 

Je  mets  la  valeur  - — 7*1  de  zz  dans  la  première  valeur  de 

b 

xx  qui  eft  xx=a-+-  zz,  ôc  j’ai  — ia,ôc  corrigeant 

l’expreflîon,  je  trouve  xx  — h--\-\a,  ôc  tirant  la  racine quarrée 
de  partôc  d’autre,  j’ai  * = ✓ 

Je  mets  les  valeurs  de  a ôc  b dans  les  valeurs  trouvées  de*  ôc 
z , ôc  je  trouve  z=  ^ = v7 72 — 48  = ^4  = 2,  ôc 

.v  — •-+-  fr=  Vf  2 -+- 48  i=v'ioo=  10;  donc  le  premier 

gain  x H- z = 1 o -+- 2 = 1 2 , ôc  le  fécond  * — z—  10  — 2=8, 
ôc  il  eft  clair  que  ces  deux  gains  12  ôc  8 multipliés  l’un  par  l’au- 
tre font  96,  ôc  que  leurs  quarrés  144  ôc  54  ajoutés  enfemble 
font  108 , ce  qui  éroit  propofé. 

20}.  On  trouvera  grand  nombre  d’autres  exemples  de  Pro- 
blèmes déterminés  dans  les  Chapitres  fuivans  ; c’eft  pourquoi  je 
n’en  dirai  pas  davantage  pour  le  prefent  de  peur  d’être  trop  long. 
Ceux  qui  voudront  s’inftruire  plus  à fond  de  tout  ceci  peuvent 
confulter  les  Elemens  de  Mathématique  du  Pere  Lami,  ceux  du 
Pere  Preftet,  notre  Arithmétique  des  Géomètres , ôc  l’Analyfe  dé- 
montrée du  Pere  Reynaud. 

Des 
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DES  MATHEMATIQUES.  uj 
Des  Equations  compofées  qui  ne  contiennent  quune  inconnue. 

204.  On  nomme  Equations  compofées  toutes  les  équations  où 
l'inconnue  fe  trouve  élevée  à différons  dégrés  dans  deux  ou  plu- 
fieurs  termes,  xx-i-ax  — bc  eft  une  équation  compofée,  parce 
que  l’inconnue  eft  au  fécond  dégré  dans  un  terme  ôc  au  premier 
dans  une  autre.  De  même  xi-^-ax-\-bx  = abb  eft  une  équation 
compofée,  & ainfi  des  autres. 

2oy.  Toute  équation  compofée  prend  le  nom  du  plus  haut 
dégré  où  l’inconnue  fe  trouve  dans  quelqu’un  de  fes  termes. 
L’équation  xx-^-ax  = bc  eft  du  fécond  dégré  , parce  que  le  plus 
haut  dégré  où  l’inconnuë  x fe  trouve  eft  le  fécond  ; l’équation 
xi-+-axl-+-bx=abb  eft  du  troifiéme  dégré , ôcc. 

20 6.  Il  n’eft  pas  poflible  dans  les  Equations  compofées  de  faire 
que  l’inconnue  fe  trouve  feule  dans  un  membre  de  l’Equation 
ôc  au  premier  dégré,  en  n’employant  que  les  moyens  dont  nous 
nous  fommes  fervis  pour  les  Equations  fimples.  Qu’on  faffe  paffer 
d’un  membre  à l’autre,  qu’on  multiplie , qu’on  divife , qu’on  éleve 
à des  puiffances  plus  élevées,  ou  qu’on  tire  des  racines  tant  qu’on 
voudra  , on  n’y  parviendra  jamais  ainfi  qu’on  pourra  voir  fi  on 
veut  en  faire  l’expérience  ; c’cft  pourquoi  il  a fallu  néceffairement 
chercher  d’autres  Méthodes  pour  réfoudre  ces  Equations. 

207.  Une  Equation  compofée  eft  dite  ordonnée  quand  elle  com- 
mence par  le  plus  haut  degré  de  l’inconnue,  6c  que  les  autres 
dégrcs  vont  par  ordre  dans  les  termes  fuivans.  .y*  -hbxi  -J-rcx1 
dix  ~-fgg  eft  une  équation  ordonnée , & elle  ceflcroit  de  l’être 
fi  j’on  dérangeoit  quelqu’un  de  fes  termes  ; mais  fi  quelqu’un  de 
fes  termes  manquoit  comme  dans  x^-haux1  -+-  bccx=fgg , où 
le  fécond  terme  qui  devroit  contenir  xi  manque,  elle  ne  cefferoit 
pas  d’être  ordonnée  pourvu  que  les  autres  termes  fuffent  écrits 
félon  leurs  rangs. 

208.  Il  arrive  fouvent  qu’après  avoir  ordonné  une  équation , on 
fait  paffer  dans  le  premier  membre  toutes  les  grandeurs  qui  font 
dans  le  fécond,  & alors  le  fécond  membre  devient  égal  à zéro, 
ce  que  l’on  fait  pour  pouvoir  réfoudre  plus  aifément  l’équation  ; 
ainfi  au  lieu  de  2 ,i-\-azz-+~bbz=ccd,  on  écrit  zi-+~azz-+-bbz 
— ccd— o. 

20p.  La  précaution  commune  dont  on  fe  fert  dans  les  diffé- 
rentes Méthodes  que  l’on  employé  pour  réfoudre  les  équations 
compofées  eft  de  faite  en  forte  que  la  plus  haute  puiffance  de 
Tome  I.  P 
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l'inconnue  ne  foit  ni  multipliée  ni  divifée  par  quelqu’autre  gran- 
deur ; c’eft  pourquoi  fi  l’équation  eft  axx  -h  abx  = dd , on  divife 

tout  par  a afin  d’avoir  l’équation  xx  -h  ^ dans  laquelle 

la  puiflance  xx  n’eft  ni  multipliée  ni  divifée  par  aucune  autre 
grandeur  ; de  même  fi  l’équation  eft  zbx  = dd,  on  multi- 
plie tout  par  a pour  avoir  l’équation  xx  -h  a abx  = add , ôc  ainfi 
des  autres. 

2 1 o.  On  nomme  grandeur  imaginaire,  une  grandeur  qui  eft  im- 
poflible,  par  exemple  la  grandeur  V — a eft  imaginaire,  parce 
qu’il  n’eft  pas  poftible  de  trouver  une  grandeur  réelle  commen- 
furable  ou  incommanfurable  qui  puiffe  produire  le  quarré  — a; 
car  la  racine  de  ce  quarré  auroit  ou  le  ligne  ou  le  ligne  — ; or 
fi  elle  avoit  le  ligne elle  produiroit  -+-a  au  lieu  de  — a , en 
fe  multipliant  elle-même,  puifque  H-  par -+- donne  6c  fi  elle 
avoit  le  ligne  — elle  produiroit  aulfi  -ha  au  lieu  de  — a,  puif- 
que — par  — donne  -V , ainfi  toutes  les  fois  que  fous  le  ligne  ra- 
dical V , ou  ✓ , il  fe  trouve  une  grandeur  négative , cette  racine 
eft  imaginaire.  On  doit  dire  la  même  chofe  de  tous  les  fignes 
radicaux  dont  l’expofant  eft  un  nombre  pair,  ôc  dont  la  grandeur 

qui  eft  fous  le  ligne  eft  une  grandeur  négative.  Par  exemple  V — a 
eft  une  grandeur  imaginaire  ; car  fi  — a étoit  une  quatrième  puif- 
fance  poftible , fa  racine  auroit  fans  doute  ou  le  ligne  •+- , ou  le 
ligne  — : fi  elle  avoit  le  figne  -H.  il  eft  fur  qu’en  fe  multipliant 
trois  fois  fucceflivement , elle  donneroit  -h  a au  lieu  de  — a pour 
fa  quatrième  puiflance,  ôc  fi  elle  avoit  le  figne  — , elle  donne- 
roit d’abord  pour  le  produit  de  fa  première  multiplication  le  figne 
-h , à caufe  que  — par  — donne  -+-  ; ainfi  fon  quarré  autoit 
le  ligne  -4-,  or  ce  quarré  multiplié  par  fa  racine  donneroit  — - 
au  produit,  puifque  -+-  par  — donne  — , 6c  par  conféquent  le 
cube  de  la  racine  auroit  le  figne  — ; enfin  ce  cube  multiplié  par 
la  racine  donneroit  -+-  au  produit  ; ainfi  la  quatrième  puiflance 
de  la  racine  feroit  -ha  au  lieu  de  — a:  mais  fi  le  ligne  radical 
avoit  un  expofant  impair,  ôc  que  la  grandeur  qui  eft  fous  le  figne 
eut  le  figne  — , cette  racine  feroit  faufle  mais  ne  feroit  pas  im- 
poflibley  car  nous  venons  de  voir  qu’une  racine  négative  élevée 
au  cube  donne  un  cube  négatif,  ôc  il  eft  aifé  de  prouver  que  li 
on  l’élevoit  à la  cinquième  puiflance,  à la  feptiéme,  ôcc.  ces 
puiflances  feroient  des  grandeurs  négatives , mais  non  pas  ima-i 
ginaires. 
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an.  Dans  toutes  les  Equations  compofées  l’inconnue  a autant 
de  valeurs  que  l’équation  a de  dégrés , ce  que  nous  expliquerons 
bientôt  en  examinant  les  formations  de  ces  équations , ôc  ces 
valeurs  font  ou  toutes  pofitives , ou  tontes  négatives,  ou  les  unes 
réelles  ôc  les  autres  négatives,  commenfurables  ou  incommen- 
furables , ou  enfin  les  unes  négatives  ou  pofitives , ôc  les  autres 
imaginaires , ôc  dans  tous  ces  cas  le  Problème  peut  toujours  être 
bien  propofé , puifqu’il  y a toujours  quelque  valeur  de  x qui  eft 
une  grandeur  pofiible , mais  fi  * n’avoit  que  des  valeurs  imagi- 
naires , le  Problème  renfermeroit  une  manifefte  contradidion. 
Il  arrive  fouvent  que  parmi  les  différentes  valeurs  de*,  il  s’en 
trouve  ou  quelques  unes  d’égales  ou  que  quelquefois  toutes  le 
font. 

De  la  Formation  des  Equations  compop'es. 


2 1 2.  Je  fuppofe  d’une  part  * = a , ôc  de  l’autre  * = b , ôc  dans 
ces  deux  égalités  je  fais  pafler  dans  le  premier  membre  la  grandeur 

3ui  eft  dans  le  fécond , ce  qui  me 
onne  x—a  = o,  ôc  x — b = o.  Je  x — a—o 

multiplie  ces  deux  équations  l’une  par  * — b = o 

l’autre,  c’eft-à-dire  le  premier  mem-  » T . 

bre  de  l une  par  le  premier  membre  ^ 

de  l’autre , ôc  le  fécond  par  le  fécond 

ce  qui  me  donne  l’équation  A qu’on  voit  ici , dont  les  deux  pro- 
duifans  font  x — a = o , ôc  * — b — o ; ainfi  pour  décompofer 
cette  équation  il  eft  vifible  qu’il  faut  retrouver  les  deux  produi- 
fans  x — o,  ôc  * — b — o,  par  le  moyen  defquels  on  trou- 

vera aifément  que  les  valeurs  de  x étant  a ôc  b , cette  inconnue 
a par  conféquent  autant  de  valeurs  que  l’équation  a de  dégrés. 

213.  Les  produifans  d’une  équation  compofée  fe  nomment 
racines  de  l’équation  , foit  qu’ils  foient  égaux  ou  qu’ils  ne  le  foient 
pas  ; ainfi  quand  on  dit  tirer  les  racines  d’une  équation , c’eft 
trouver  les  différentes  grandeurs  qui  l’ont  produite. 

214.  Il  faut  obferver  que  fi  dans  une  équation  compofée  il  fe 
trouve  pluficurs  termes  dans  lefquels  l’inconnuë  foit  à un  même 
dégré,  ces  termes  n’en  font  qu’un,  ôc  on  les  écrit  les  uns  fous 
les  autres;  dans  l’équation  A,  les  termes  — ax — bx  ne  font 
qu’un  feul  terme. 

2iy.  Si  j’avois  fuppofé  x—ay  ôc  * = — b , ôc  qu’après  avoir 
fait  paffer  les  termes  des  féconds  membres  dans  les  premiers,  ce 

Pij 
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qui  auroit donné  x — à = o,ôc  *-+-£  = 0,  j’eufle  enfuite  mul- 
tiplié  ces  deux  équations  l’une  par  l’autre,  il  eft  vifible  que  l’é- 
quation comptJfée  qui  en  feroit  provenue , auroit  eu  pour  pro- 
duifansx — « = o qui  eft  une  grandeur  po(itive,puifqu’elle  donne 
x — a , 6c  x H-  b = o qui  eft  une  grandeur  négative.  De  môme 
fi  j’avois fait  x = — a,  6c  x — — b , l’équation  compofée  qui  en 
feroit  provenue  auroit  eu  deux  racines  négatives  ; enfin  fi  j’avois 
fuppofé  at=v'  — b ,6c  x — a,  l’équation  compofée  auroit  eu  une 
racine  imaginaire  & unepofitive,  ce  qui  peutfe  combiner  de  plu- 
fieurs  autres  façons. 

2 1 6.  Maintenant  je  fuppofe 
x = a , * = b , x= c , 6c  en 
tranfpofant  j’ai  x — a = o , 
x — b = o,  x — c—  o,  6c 
multipliant  ces  équations  les 
unes  par  les  autres , le  produit 
eft  l’équation  B du  troifiéme 
dégrt^,  dont  les  racines  font 
x — a — o , x — b—o  ,x — c 
= 0 , & par  conféquent  cette 
équation  a autant  de  racines  qu’elle  a de  dégrés  ; Ôc  il  eft  évident 
que  ces  racines  peuvent  varier  félon  que  je  fuppoferai  x égal  à 
des  grandeurs  les  unes  négatives , les  autres  poiitives , & les  au- 

x — a — o 

x — b=o 

xx  — ax  -+-  ab 

— bx 

x — c = o 

*3 — axl-+-abx  — abc  = o.. 

• — bx1  -\-acx 

— ex-  -f-  cbx 
x — d=  o 

D.  x+  • — ax 3 -J-  abx r1  — abex -+•  abcd  = O*. 

— b xi  -+-acx'-  — abdx 
» — r*3  -f.  cbx 1 — acdx 

— dx  3 -f-  adx1  — cbdx 
-i-bdx1 
•+- cdx1 


très  imaginaires. 

Suppofons  encore 
x — a — o,  x — b 
— o , x — c—o,  6c 
x — d — o,  je  mul- 
tiplie ces  4 équa- 
tions les  unes  par  les 
autres,  le  produit  eft 
Inéquation  D du  qua- 
trième dégré  dont 
les  racines  (ont  x — a 
= 0 , x — b — o, 
x— c = o,  6c  x — d 
= o. 

2 17.  Ce  qu’il  faut 
obferver  dans  la  for- 
mation de  ces  équa- 


x — a — o 
x — b = o 

xx — ax-+-ab=  o 

— bx 

X — c=  o 

B.  xi  — axl-\-abx — abc= o» 

— bx'-  -+-  aex 

— ex'-  -+-  cbx 
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tions,  c’eft  i°.  Que  le  coefficient  du  fécond  terme  eft  toujours 
égal  à la  fomme  des  racines  de  l’équation  ; ainfi  dans  l’équation 
A , le  coefficient  du  fécond  terme  — ax  — bx  eft  la  fomme  a-\~b 
des  racines  a,  b de  1 équation.  De  même  dans  l’équation  B le 
coefficient  du  fécond  terme  — ax 1 — bxl-hcxl  eft  ia  fomme 
a -+-  b-\- c des  trois  racines  a,  b , c,  & on  peut  obferver  la  même  • 
chofe  dans  l’équation  D & dans  les  équations  des  dégrés  plus 
élevés.  20.  Que  dans  les  équations  qui  ont  plus  de  trois  termes 
comme  l’équation  B & l’équation  D , le  coefficient  du  troifiéme 
terme  comprend  les  produits  des  racines  multipliées  deux  à deux 
de  toutes  les  façons  qu’elles  peuvent  fe  multiplier.  Par  exemple' 
dans  l’équation  B dont  les  trois  racines  font  a,  b ,c,  le  coefficient 
ab-\-  ac  -+-  cb  du  troifiéme  terme  comprend  les  produits  des  trois 
racines  multipliées  deux  à deux , & la  même  chofe  peut  s’obfer- 
ver  dans  l’équation  D.  30.  Que  dans  les  équations  qui  ont  plus  de 
quatre  termes  comme  l’équation  D , le  coefficient  du  quatrième 
terme  contient  les  produits  abc , abd , acd , cbd , des  quatre  racines 
multipliées  trois  à trois  , ôc  on  trouverait  de  même  que  fi  l’équa- 
tion avoir  plus  de  cinq  termes  , le  coefficient  du  cinquième  terme 
contiendroit  les  produits  des  racines  multipliées  quatre  à quatre , 
& ainfi  de  fuite.  40.  Enfin , que  dans  toutes  les  équations , le 
dernier  terme  eft  une  quantité  toute  connue,  qui  eft  le  produit 
de  toutes  les  racines,  ainfi  dans  l’équation  A,  le  dernier  terme 
ab  eft  le  produit  des  deux  racines  a , b ; dans  l’équation  B,  le 
dernier  terme  abc  eft  le  produit  des  trois  racines  a,b,c,  & de 
même  des  autres. 

218.  Or  delà  il  fuit  que  fi  le  fécond  terme  manque  dans  une 
équation , il  faut  néceflairement  qu’il  y ait  des  racines  pofitives  & 
des  négatives  qui  s’entredérruifent , & quiparconféquenr  rendent 
le  fécond  terme  égal  à zéro.  De  même , fi  le  troifiéme  terme 
manque  dans  celles  qui  ont  plus  de  trois  termes , il  faut  qu’il  y 
ait  des  produits  des  racines  négatifs , & d’autres  pofitifs  qui  s’en- 
tredétruifent , & la  même  chofe  doit  fe  dire  des  autres  équa- 
tions plus  élevées  où  il  manqueroit  quelqnes  termes. 

2 19.  M.  Defcartes  aobfervé  i°.  que  fi  toutes  les  racines  d’une 
équation  font  pofitives  les  termes  de  l’équation  ont  alternative- 
ment le  figne  -+-  & le  figne  — , comme  on  voit  aux  trois  équa- 
tions ci-deflus  A , B , D.  20.  Que  fi  elles  font  toutes  négatives  tous 
les  termes  auront  le  figne  •+■ , ce  qui  eft  évidenr , puifque  tous 
les  produifans  auront  le  figne -h-.  ^°.  Enfin,  que  s’il  s’en  trouve 
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de  négatives  ôc  de  pofitives , tous  les  termes  de  l’équation  n’au- 
ront pas  alternativement  le  (igné  -H  & le  ligne  — , mais  que 
cette  alternative  fera  interrompue  autant  de  fois  qu’il  y a de  ra- 
cines négatives  , ôc  delà  on  peut  connoître  aifément  combien  il 
y a de  racines  pofitives  ôc  de  négatives  dans  une  équation. 

Ce  que  M.  Defcartes  allure  ici  peut  fe  démontrer  aifément  fi 
l’on  veut  fe  donner  la  peine  de  mettre  dans  les  produifans  des 
chiffres  au  lieu  des  grandeurs  connues.  Suppofons , par  exemple 

X 2 — 0,X J =OjX  + f=0, 

le  produit  de  ces  trois  équations 
fera  une  équation  du  troifiéme  de- 
gré dans  laquelle  l’expreiïion  étant 
corrigée,  on  aura *3 — ixx  — 14* 

-4-24  = 0 ; or  l’ordre  alternatif  des 
lignes  eft  ici  interrompu  une  fois  ; 
donc  il  y a une  racine  négative  ôc 
les  deux  autres  font  pofitives  , ôc 
en  effet  x -4- 4=0  eft  négative, 
puifqu’elle  donne  x=  — 4,  ôc  les 
deux  autres  x — 2 =0 , x — 3=0, 
font  pofitives,  à caufe  qu’elles  donnent  x = 2,  ôc  x = j , ôc  on 
trouvera  la  même  chofe  dans  tous  les  autres  cas. 

De  la  Rtfolution  des  Equations  du  fécond  degré. 

220.  Quand  le  fécond  terme  d’une  équation  du  fécond  dégré 
manque , la  réfolution  en  eft  facile  , puifqu’il  n’y  a qu’à  faire  #f- 
fer  la  grandeur  connue  dans  le  fécond  membre  , /uppofé  qu’élle 
n’y  foit  pas  , ôc  enfuitc  extraire  la  racine  quarrée  de  part  ôc  d’au- 
tre ; ainli  pour  réfoudre  l’équation  xx  — bb  = o,  on  fait  pafferM 
dans  le  fécond  membre,  ce  qui  donne  xx  — bb,  ôc  tirant  la 
racine  quarrée  on  a x = b -,  que  fi  l’équation  étoit  xx-+-bb  = o , 
ou  xx  = — bb , les  deux  racines  feroient  imaginaires,  parce 
qu’il  n’y  a point  de  grandeur  pofitive  ou  négative  qui  puiffe  être 
la  racine  du  quarré  — bb. 

221.  Quand  l’équation  a tous  fes  termes  on  la  réfout  en  fe 
rappellant  que  le  quarré  de  tout  binôme  x-\-b  contient  dans 
fon  premier  terme , le  quarré  du  premier  terme  x du  binôme  , 
deux  fois  le  premier  terme  x multiplié  par  le  fécond  , ou  ce  qui 
revient  au  même , deux  fois  le  fécond , ou  le  double  du  fécond 
multiplié  par  le  premier , ôc  enfin  le  quarré  du  fécond  {N.  ÿ-j.) 


x — 2 = o 
* — 5 = o 

xx — 2x  -4-  6 — o. 

—3* 

jc -4-4  = o 

xi  — axx  -4-  6x  -4-  24  = oi 
— jjcjc  — 8jc 
-4-4JCJC I 2X 

xi — ijcjc  — i4x-+-24=oJ 
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d’où  il  fuit  que  fi  l’on  a les  deux  premiers  termes  d’un  tel  quarré 
on  pourra  aifément  trouver  le  troifiéme.  Par  exemple  , fi  on  a 
les  deux  premiers  termes  xx-haax  d’un  quarré,  on  verra  fans 
peine  que  le  fécond  terme  2 ax  eft  le  produit  du  premier  terme  .v 
de  la  racine  multiplié  par  le  double  du  fécond  terme , ôc  par  con- 
féquent  prenant  la  moitié  du  coefficient  2 a,  laquelle  c fia,  on 
fera  fon  quarré  aa,  ôc  ce  quarré  étant  ajouté  aux  deux  termes 
2ax  -4-  aa  qui  fera  un  quarré  parfait,  cela  pofé 

Soit  l’équation  xx  — 2ax-+~bb  — o,  )c  fais  paffer  bb  dans  le 
fécond  membre,  ôc  j’ai  xx — 2 ax  = — bb,  je  vois  que  le  pre- 
mier membre  feroit  un  quarré  parfait  fi  j’y  ajoutois  le  quarré  de 
la  moitié  de  fon  coefficient;  or  cette  moitié  eft  a,  ôc  fon  quarré 
eft  aa , c’eft  pourquoi  j’ajoute  aa  à l’un  ôc  l’autre  membre  pour 
conferver  l’égalité,  ôc  je  trouve  xx — 2ax  -\-aa  = aa — bb.  Je 
tire  la  racine  quarrée  de  part  ôc  d’autre , mais  comme  la  racine 
quarrée  du  premier  membre  eft  ou  x — a,  ou  a — *>  car  l’une  ôc 
l’autre  de  ces  racines  multipliée  par  elle-même  donne  le  premier 
membre  xx — zax  -4-  aa  ; j’ai  donc* — a = V aa — bb , ou  a — x 
= v'aa  — bb  \ c’eft  pourquoi  fi  dans  la  première  de  ces  deux  équa- 
tions je  fais  paffier  a du  premier  membre  dans  le  fécond , j’aurai 
x = a-t~v/aa  — bb  qui  fera  l’une  des  racines  de  l’équation 
propofée  xx — 2 ax  — — bb , ôc  fi  dans  l’autre  équation  a — x 
= V aa  — bb , je  fais  paffer  x du  premier  membre  dans  le  fécond, 
& V aa  — bb  du  fécond  dans  le  premier,  j’aurai  a — V aa — bb 
s=x  t qui  fera  la  fécondé  racine  de  l’équation  propofée. 

222.1er.  Exemple.  Deux  hommes  ont  un' certain  nombre  d ècus  , 
te  premier  en  a 10 , & fi  fon  multiplie  la  part  du  premier  par  celle  du 
fécond,  & quon  retranche  le  produit  de  lafomme  des  quarrès  des  deux 
parts , te  rejle  ejl  84  y quelle  ejl  la  part  de  chacun  d'eux  ? 

Je  nomme  a la  part  10  du  premier,  b le  refte  84,  ôc  x la 
part  du  fécond  ; donc  la  fomme  des  quarrés  des  deux  parts  eft 
* x -+-  aa , ôc  le  produit  de  la  première  par  la.feconde  eft  ax  ; re- 
tranchant donc  ax  de  *x-t -aa,  le  refte  eft  xx — ax-\-aa,  le- 
quel eft  égal  à b ; ainfi  j’ai  l’équation  xx  — ax-\-  aa  = b ; je  fais 
paffer  aa  dans  le  fécond  membre,  ce  qui  donne  xx  — ax  = b 
— aa  -,  j’ajoute  de  part  ôc  d’autre  le  quarré  \aa  de  la  moitié  du 
coefficient  a,  afin  de  rendre  le  premier  membre  un  quarré  par- 
fait , enfin  extrayant  la  racine  quarrée  de  part  ôc  d’autre , je  trouve 
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x — {a,  eu  ^a  — x=Vb—'faa,  6c  dégageant  x dans  l’un  6c 


aa 


xx  — ax  -4-  aa  =■  b 

xx  — ax  = b — an 
xx  — <j.v-+-  ^aa  = b~ 

x — y a ) 

i (-  — Vb  — 

\a—x\ 

x = < * , * — 

lia  — Vb—.a* 

x=;  -4-1/84 — 75'  = y-t-v/<j  = J-f-  J =8 

x=  s — y'^—ïj  = S—y^9  = s — 3 =2 


l’autre  de  ces  deux 
expreffions,  je  trou- 
ve pour  la  première 
racine  x = -j  a -+• 

V b — \aa  , ÔC  pour 
la  fécondé  x — \a 
— V b — - lia  » ÔC 

mettant  les  valeurs 
des  lettres  connues, 
les  deux  racines  font 
x=  8 , & x=  2 , 
ces  deux  racines 
font  pofitives , ainfi 

l'équation  a deux  folutions  réelles  6c  pofitives.  En  effet  fi  je  fup- 
pofe  que  le  fécond  ait  8 «feus,  cette  part  multipliée  par  celle  du 
premier  qui  eft  10  donnera  le  produit  80  lequel  étant  retran- 
ché de  la  fomme  164  des  quarrés  des  deux  parts,  le  refte  eft 
84  ainfi  qu’il  étoit  propofé,  ôc  fi  je  fuppofe  que  la  part  du  pre- 
mier foit  égale  à 2,  le  produit  de  2 par  10  fera  20 , lequel  re- 
tranché de  la  fomme  1 04  des  quarrés  donnera  84  de  même  qu’au- 
paravant. 

Si  dans  l’équation  .v.v — ax-\-aa—b  nous  avions  fait  pafler  b 
dans  le  premier  membre,  nous  aurions  eu  xx — ax-i-aa — b 
= 0,  ôc  comme  b eft  moindre  que  aa,  le  dernier  terme  auroit 
eu  le  figne  H-,  ainfi  l’ordre  alternatif  des  fignes  fe  trouvant  dans 
cette  équation,  cela  nous  auroit  fait  juger  que  les  deux  racines 
étoient  pofitives , ce  que  nous  venons  de  vérifier. 

223.  II.  Exemple.  On  a envoyé  trois  petits  Détachement , le  pre- 
mier eft  de  jo  hommes , le  fécond  en  a 2 plus  que  le  troifiéme , èr  fi 
f on  fait  les  quarrés  des  nombres  d'hommes  de  chaque  Détachement , 
le  quarré  du  premier  fera  égale  à la  fomme  des  quarrés  des  deux  au- 
tres ; combien  y a-t’il  d'hommes  dans  le  fécond  & le  troifiéme  Déta- 
chement f “ 

Je  nomme  a le  nombre  d’hommes  du  premier  Détachement , 
b la  différence  2 du  fécond  au  troifiéme , ôc  x le  troifiéme  ; donc 

Ear  la  première  condition  j’ai  x-+-b  pour  le  nombre  du  fécond 
létachemcnt;  je  fais  les  quarrés  aa,  xx,  xx-+-2bx-+-  bb  de  ces 
trois  nombres,  ôc  par  la  fécondé  condition  la  fomme  des  deux 

derniers 
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derniers  eft  égale  au  premier , ce  qui  donne  2**  4-  2 bx  4-  bl>—  aa. 


axx  2bx  -+-bb  — aa 
**4-  bx  4-7=  v 

»*  4-  bx  — — 

x.v4-  bx-hj  = ~- 
X 4-  — /'ââ  bb 

X=  — - -4-1/^f  _ * 


*=  — 7 4-v  — — , première  racine; 

# = — - — V~—  — — , fécondé  racine. 

» t ♦ 

, b îï 

*4-7— ✓ - 7 ~° 

*4-T4-V^T  — t = o 


Je  divife  tout  par  2 pour  dégager  le  premier  terme  de  l’in- 
connuë  de  fon  coefficient , puis  je  fais  palier  — dans  le  fécond 

membre  ; enfin  j’ajoute  de  part  & d’autre  le  quarré  — de  la  moi- 
tié du  coefficient  b du  fécond  terme , ce  qui  fait  que  dans  le 
fécond  membre  il  fe  trouve  — ^ au  lieu  de  ^ , car^  qu’il  faut 

ajouter  avec  — — qu’il  y avoit  déjà,  étant  réduits  au  même 
dénominateur,  en  multipliant  par  2 le  numérateur  & le  dénomi-; 
dateur  de  la  fraction  — j,  on  a — — — j ce  qui  tait  — 

Tome  I%  Q 
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J’ai  donc  -7-  — & tirant  la  racine  quarréé 

de  part  & d’autre,  j’ai  .ïH -{b,  ou  ± b -h  x — Ÿ -7 & 

b 

de  quelque  façon  que  je  dégage  x,  je  trouve  x — 


-4-  »/  — — — , ce  qui  femHe  faire  voir  que  l'équation  n’a  qu’une 
racine,  cependant  clic  en  a deux  ; car  la  fécondé  eft  x = — \b 

^ ta  bà 


Et  pour  s’en  convaincre  on  n’a  qu’à  tout  faire  paffer  dans  le 
emier  membre  dans  l’une  & dans  l’autre  de  ces  expreflions, 

o pour  la  première , & 


premier 
& l’on  aura  x 


11 

4 


je  -f-  — -4-  ✓ — — = o pour  la  fécondé , & multipliant  ces 

bb 

deux  racines  l’une  par  l’autre,  le  produit  fera  «a:  -+-  bx-t-  — 


l — — = 0 qui  eft  précifément  l’équation  xx-t -bx^r—  = — 

de  notre  Problème,  puifqu’il  n’y  a qu’à  faire  pafler  “ dans  le 

premier  membre  de  celle-ci  pour  la  rendre  parfaitement  égale 
au  produit  des  deux  racines. 


Je  mets  les  valeurs  des  lettres  a , b,  c , dans  les  deuxracines> 
& j’ai  x= — 1 -f-v^yo — 1= — 1-1-1/49  = — 1 ■+•  1 — 6 va- 
leur politive  de  x,  ôt  x = — 1 — 7=—  8 valeur  négative  de 
x;  ainfi  quoique  l’équation  ait  deux  racines,  il  n’y  en  a qu’une 
qui  puidc  réloudre  le  Problème , fçavoir  la  politive  6 i le  troi- 
fiéme  Détachement  a donc  6 hommes,  ôc  par  confépuent  le  fé- 
cond en  a 8,  & il  eft  aifé  de  vérifier  fi  les  trois  nombres  10,8, 
& 6 remplifient  toutes  les  conditions  du  Problème. 

Si  dans  l’équation  xx  -+-bx -4-  ~ = — on  avoit  fait  pafler  la 

grandeur  ~ du  fécond  membre  dans  le  premier , on  aurait  eu 

xx-\-bx-\-  ^ — -7-  = o,  & à.caufede  la  grandeur  a plus  grande 

que  la  grandeur  b,  le  dernier  terme  aurait  eu  le  ligne  - ; c’eft 
pourquoi  l’or  Ire  alternatif  des  lignes  H-  & — aurait  été  inter- 
rompu une  fois , ôc  cela  nous  fait  juger  lèlon  la  règle  de  M. 
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Defcartes,  qu’il  y auroit  eu  une  racine  négative  dans  l’équation, 
ce  que  nous  avons  trouve  Être  véritable. 

Je  ne  donne  pas  un  plus  grand  nombre  d’exemples  de  peur 
d’être  trop  long,  mais  je  fuis  bien  aife  de  faire  obferver  que  fi 
dans  les  racines  des  deux  exemples  précédens,  la  grandeur  qui 
eft  fous  le  figne  radical  avoir  été  une  grandeur  négative , les  deux 
expreffions  des  racines  auroient  été  imaginaires . & que  par  con- 
féquent  les  Problèmes  propofés  auroient  renfermé  une  contra-; 
ditlion  manifefte. 

DelaRéfolution  des  Equations  du  3%  4e,  degré , <&c. 

224..  On  donne  différentes  Méthodes  pour  réfoudre  ces  fortes 
d’équations,  mais  comme  la  plupart  de  ces  Méthodes  font  ex- 
trêmément  compliquées,  ôc  qu’elles  demandent  grand  nombre 
de  préparations  longues , cnnuyeufes  6c  embarrafiànres , j’ai  cru 
devoir  m’en  tenir  ici  à la  plus  fimple  de  toutes,  qui  confifte  à 
faire  en  forte  que  le  plus  haut  dégré  de  l’inconnue  fe  trouve  fans 
aucun  coefficient,  ainfi  gue  nous  l’avons  enfeigné  ci-deffus, 
( N.  20p.) , ôc  enfuite  à divifer  l’équation  par  l’inconnue  x , moins 
ou  plus  quelqu’un  des  divifeurs  du  dernier  terme  de  l’équation, 
lequel  eft  toujours  une  grandeur  entièrement  connue  qui  con- 
tient le  produit  de  toutes  les  racines  (N.  217.)  car  puifque  l’équa- 
tion  fe  forme  par  la  multiplication  de  plufieurs  différentes  gran- 
deurs de  x,  lefquelles  en  paffanr  dans  le  premier  membre  don- 
nent les  produifans  x — a=  o,  ou  x-\-a  — o,  ôcc.  (^.21 2. 215.) 
il  eft  clair  qu’en  divifant  par  quelqu’une  des  équations  produi- 
fantes  , le  divifeur  doit  être  exa£t , & fi  cela  n’eft  pas , ce  feraune 
marque,  ou  que  l’équation  aura  été  produite  par  des  incommen- 
furables,  ou  par  des  incommenfurablcs  & des  imaginaires,  ôcc. 

225.  Il  fuit  delà  que  pour  pouvoir  réfoudre  une  équation  com- 
pofée  du  troifiéme , quatrième,  cinquième  dégré,  &c.  il  faut 
néceffairement  fqavoir  trouver  tous  les  divifeurs  de  fon  dernier 
terme  tout  connu,  ôc  c’eft  ce  que  nous  allons  enfeigner  dans  le 
-Problème  fuivant. 

22 6.  Problème.  Trouver  tous  les  divifeurs  d’un  nombre propofè. 

Soit  le  nombre  propofè  4320,  je  prens  les  nombres  (impies 

2,  3 » f,  7,  ôcc.  entendant  parle  nom  de  nombres  (impies  ceux 
qui  ne  peuvent  fe  divifer  que  par  eux-mêmes  ou  par  l’unité,  ôc 
je  divife  d’abord  le  nombre  propofè  par  2 ; ce  qui  me  donne  le 
quotient  2160,  ôc  il  ne  refte  rien  -,  ainfi  2 eft  un  divifeur  exaèt 

£'i 
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du  nombre  propofé*  Je  divife  le  quotient  2160  encore  par  2,  & 

le  quotient  1080 

eft  encore  exa£t;  2 2 a 2255?? 

c’eft  pourquoi-je  432o(2i6o(  1080 ( y*0  (270(13 y (43  (iy  (y  (1 
le  divife  encore 

par  2,  ôc  je  trouve  encore  un  nouveau  quotient  exaû  y 40 , lequel 
divifé  de  nouveau  par  2 donne  un  autre  quotient  exa&  270,  que 
je  puis  encore  divifer  par  2,  & j’ai  un  cjuotient  exaét  13  y > mais 
celui-ci  ne  peut  plus  fe  divifer  par  2 , c eft  pourquoi  je  le  divife 
par  3 , & le  quotient  4y  eft  exaft  ; je  divife  ce  quotient  par  3 , fie 
je  trouve  un  nouveau  quotient  1 y,  lequel  divifé  par  3 donne  exa- 
êtement  y ; or  y ne  pouvant  plus  fe  divifer  par  3,  je  le  divife  par  y, 
êc  j’ai  pour  quotient  1 qui  ne  peut  plus  fe  divifer. 

Les  divifeurs  fimples  font  donc  2,  2, 2, 2, 2,  3,3»  h y&i» 
br  comme  tous  ces  divifeurs  font  fucceflifs , & que  c’eftla  même 
chofe  de  diviferun  nombre  fucceftivement  par  plufieurs  nombres, 
ou  de  le  divifer  tout  d’un  coup  par  le  produit  de  ces  nombres 
(N.  3 y.)  il  eft  clair  que  les  deux  divifions  fucceflives  par  2 & 2 
donnent  le  même  quotient  que  fi  j’avois  divifé  tout  d’un  coup 
par  le  produit  4 des  deux  divifeurs  ; donc  4 eft  encore  un  divifeur 
exaû  du  nombre  propofe.  Par  la  même  raifon  les  trois  divifeurs 
fuccefiifs  2,  2,2,  multipliés  les  uns  par  les  autres  donneront 
un  nouveau  divifeur  exaft  8 ; les  quatre  divifeurs  fuccelfifs  2,2, 

2,  2 , en  fe  multipliant  les  uns  par  les  autres  donneront  un  nou- 
veau divifeur  16,  ôc  le  produit  des  cinq  divifeurs  2 , 2 , 2 , 2 , 2, 
donnera  encore  un  divifeur  32  ; ainfi  nous  aurons  quatre  autres 
divifeurs  4,8,  16,32,  multiples  de  2. 

Je  fais  la  même  chofe  à l’égard  des  trois  divifeurs  fimples  3,  3,' 

3,  ôc  je  trouve  deux  nouveaux  divifeurs  9 & 27  multiples  de  3. 

Maintenant  je  multiplie  le  divifeur fimple  2 ôc  fes  multiples, 

par  le  divifeur  fimple  3 ôc  fes  multiples, ôc  j’ai  1 y nouveaux  divifeurs 
6.  1 2.  24.  48*96.  18.  36.  72.  144. 288.  y4.  108. 216.  432.  864. 

Je  multiplie  le  divifeur  fimple  y par  le  divifeur  fimple  2 ôc 
fes  multiples , par  le  divifeur  3 êc  fes  multiples , ôc  par  les  quinza 
divifeurs  précédens  ; ce  qui  me  donne  les  vingt -trois  nouveaux 
divifeurs  10.  20.  40.  80.  160.  ly.  4y.  1 3 y.  30.  60.  120.  240. 
480.90.  180.  360.  720.  1440.270.  y40.  1080.  2160.  4320. 

Ainfi  en  ne  prenant  qu’une  fois  chaque  divifeur  fimple,  ÔC 
mettant  avec  eux  l’unité  qui  eft  aufti  un  divifeur,  nous  avons 
quatre  divifeurs  fimples  qui  ajoutés  à tous  les  autres  donnent  eq 
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en  tout  les  quarante  - huit  divifeurs  fuivans  i.  2.  3.4.  y.  8.  16. 
32.9.  27.  5.  12.24.48 .96.  18.35.72.  144.  288.5:4.  108.215! 
432.  854.  10.  20.  40.  80.  1 5o.  iy.  4y.  i3y.  30.  5o.  120.  240. 
480.  90.  180.  350.  720.  1440.270.  340.  1080.  2 1 5o.  4320. 
& il  eft  clair  que  l’on  ne  peut  pas  en  trouver  d’autres,  ce  qui  fe 
démontre  par  l’opération  même  ; car  le  nombre  propofé  étant 
divi/é  exactement  par  les  quatre  divifeurs  /impies  1.  2.  3.  y.  qui 
en  fe  multipliant  plufieurs  fois  les  uns  par  les  autres  l’ont  produit, 
il  faut  néceflairement  que  tout  divifeur  de  ce  nombre  foit  ou 
quelqu’un  de  ces  quatre  nombres /impies,  ou  quelqu’un  de  leurs 
multiples  : or  nous  avons  pris  tous  les  multiples  de  ces  quatre 
divifeurs  qui  peuvent  divifer  exactement  ; donc  en  ajoutant  à tous 
ces  multiples  les  quatre  divifeurs  /impies,  nous  avons  pris  tous 
les  divifeurs  poffibles,  & on  n’en  fçauroit  trouver  d’autres.  Cela 
pofé 

227.  Soit  l’équation  du  troifiéme  dégré  *3 — <5**4-  25* 24 

= 0 dont  on  demande  les  racines  ; je  cherche  tous  Igs  divifeurs 
du  dernier  terme  24,  qui  font  1.  2.  3.  4.  5.  8.  12.  & 24,  & pre- 
nant l’inconnue  * , je  fais  x=  1 , * = 2 , * = 3 , *=4,  ce  qui 
donne  en  tranfpofantd’un  membre  à l’autre  a: — 1 ==o,  x — 2=0, 
* — 3 = o,  ôcc.  ôc  ce  font  des  valeurs  pofitives.  Je  fais  de  même 
x—  — 1 > * — — 2 , * = — 3,  ôcc.  ôc  en  tranfpofant  j’ai  *4-1 
= °,  x 4-  2 = 0 , *4-3  =0,  ôcc.  ôc  ce  font  des  valeurs  néga- 
tives. 


Je  divife  l’équation 
propofée  par  chacune 
des  valeurs  pofitives  juf- 
qu’à  ce  que  j’en  trouve 
une  qui  divife  exacte- 
ment, ôc  je  vois  que* 
. — 2 = 0 eft  un  divifeur 
exact,  ainfi  *=2  eft  une 


• • • 

*3 — p*3  4-25* — 24  (*‘ — 7*4-  12 
* — 2 

. — 7*1  4-25* 

* — 2 

4-  12*  — 24 
* — 2 


racine  de  l’équation. 

Pour  trouver  les  deux 
autres,  je  divife  le  quo- 
tient ** — 7*4-12  = 0 
de  la  même  façon , c’eft- 
à-dire , je  cherche  les  di- 
vifeurs de  fon  dernier 
terme  qui  font  1.  2. 3. 4, 


o o 

• ■* 

* * — 7*4-12  (* — 4 

* — 3 

r— 4*4“  12 
* — 3 
9.  o 
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6 , ôc  1 2,6c  je  fais  les  équations  pofitives  x — i=o,  x— ■ s = 0 ,&CCi 
ôc  les  négatives  x-4-i=o,;c-t-2=o,  ôc  je  divife  lequation 
d’abord  par  chacune  des  équations  politives  jufqu’à  ce  que  j’en 
trouve  une  qui  divife  exactement  ; or  en  opérant  ainfi  je  trouve 
que  x-t-}  = o eft  un  divifeur  parfait,  6 1 que  le  quotient  eft 
x —4  — 0 i ainfi  les  deux  autres  racines  font  x = j,  ôc  x = 4, 
ôc  les  trois  racines  font  pofitives,  ce  que  l’on  pouvoir  voir  d’abord 
par  l’ordre  alternatif  des  fignes  -+-  ôc  — . 

Que  fi  en  divifant  par  les  équations  pofitives  on  n’en  trouvoit 
point  qui  divisât  exactement,  ce  feroit  marque  qu’il  n’y  auroit 
point  de  racine  pofitivc  commenfurablc , & en  ce  cas  l’on  divi- 
feroit  par  les  équations  négatives  jufqu’à  ce  qu’on  en  trouvât  une 
qui  divisât  exactement,  ôc  fi  en  achevant  le  refte  comme  ci- 
deflus,  on  trouvoit  deux  autres  racines,  les  trois  racines  feroient 
négatives  ; que  fi  on  ne  trouvoit  point  d’équations  négatives  qui 
divisât  exactement,  ce  feroit  une  marque  que  l’équation  n’auroit 
point  norwplus  de  racines  négatives  commenfurables. 

On  voit  aifément  qu’il  pourroit  fe  trouver  des  racines  pofitives,' 
des  racines  négatives  commenfurables  6c  incommenfurables , ÔC 
enfin  des  racines  imaginaires , ainfi  fans  entrer  dans  un  plus  grand 
détail , je  me  contenterai  de  faire  voir  l’ufage  que  l’on  peut  faire 
de  ces  équations  dans  l’exemple  fuivant. 

EXEMPLE.  Deux  perfonnes  ont  partagé  la  fomme  de  ftx  livres, 
de  façon  quen  faifant  le  cube  de  leur  parts , la  différence  eft  y 6 , on 
demande  quelle  efl  la  part  de  chacun  d eux. 

Je  nomme  2 a la  fomme  6 , zz  la  différence  de  l’une  à l’autre 
part , 6c  2^  la  différence  y 6 des  deux  cubes  ; donc  la  part  du  pre- 
mier efl  a-4~z{N.  200.) , 6c  celle  du  fécond  eft  a — z ; je  fais 
les  cubes,  6c retran- 
chant le  plus  petit  ai  -+*  î««-+-  jazz -H  zi.  Cube  du  1". 
du  plus  grand,  le  3aaz  ~f~  iazz — zi.  Cube  du  2e. 

refte  eft  zzi-4-6aaz,  6aaz  zzi.  Différence^ 

Or  par  la  condi-  szi -4-6 aaz  = 2 b 
tion  du  Problème,  zi-hjaaz  — b 
cette  différence  eft  zi-hjaaz — b=o 
égale  à y 5 = zb , 

donc  j’ai  zzi  -J-  6aaz=  zb , 6c  divifant  tout  par*,  6c  faifant 
pafTcr  b du  fécond  membre  dans  le  premier,  j’ai  zi  -4-  ]aaz — b 
«=  0 qui  eft  une  équation  du  troifiéme  dégré  qui  contient  néccf? 
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fairement  des  racines  négatives , puifque  le  fécond  terme  manque. 

Je  mets  dans  cette  équation  les  valeurs  des  lettres  a,  b , ce  qui 
donne  SJ-+-27Z  — 28=0;  or 
les  divifeurs  de  28  font  1. 2.  4.  7. 

[\q.  Ôc  28  ;faifantdonc  mes  équa- 
tions polîtives  z — 1=0,  z — 4 
= o , ôcc.  ôc  les  négatives  z-+-t 
= o , z-t~  4 = o , ôcc.  je  trouve 
que  z — 1 =0  divife  exactement 
l’équation  ; ainfi  z — 1 •— o,  ou 
2=  1 eft  une  racine  pofuive  de 
l’équation. 

Pour  trouver  les  deux  autres , je  réfous  l’équation  z1  -H  z H-  2 8 
= 0 qui  eft  du  fécond  degré,  par  la  Méthode  du  fécond  degré, 
ôc  je  trouve  que  les  deux  racines  font  z=  — t-1-  v' — 28 
fie  z== — Ÿ — v' — 28-+-  ôc  ces  deux  racines  font  imagi- 

jiaires , ainfi  le  Problème  n’a  qu’une  folution  ; or  puifque  z=i,  la 
différence  fera  2z  = 2 , ôc  par  conféquent  la  part  du  premier  qui 
*ft  a -t-  z doit  être  3 H- 1 , ou  4 , ôc  la  part  du  fécond  qui  eft  a — z 
doit  être  3 — 1 ou  2 , ôc  la  fomme  de  ces  deux  nombres  eft  6 , ôc 
la  différence  de  leur  cubes  64  ôc  8 eft  jé,  ce  qui  étoit  propofé. 

Et  on  réfoudra  de  même  les  autres  équations  de  quelque  dégré 
qu’elles  foient,  que  fi  elles  ne  peuvent  pas  fe  réduire  par  cette 
voye,ou  qu’on  n’en  puilTe  pas  du  moins  trouver  quelque  ra- 
cine, ce  fera  une  marque  que  cette  équation  ne  contiendra  que 
des  racines  incommenfurables. 

228.  Ce  feroit  ici  le  lieu  de  parler  de  la  maniéré  d’extraire  ces 
racines  incommenfurables , mais  comme  on  ne  s’avife  pas  de 
propofer  des  problèmes  numériques  qui  ne  contiennent  que  des 
grandeurs  incommenfurables  , ôc  qu’à  l’égard  des  problèmes  géo- 
métriques on  a d’aurres  Méthodes  dont  nous  parlerons  dans  la 
fuite , je  paflerai  ici  cette  matière  fous  filence  pour  ne  pas  amufer 
les  Ledeurs  à des  chofes  qui  ne  font  pas  d uue  grande  utilité. 

De  la  Résolution  des  Problèmes  indéterminés. 

22p  Ier.  Exemple.  Quatre  Marchands  ont  fait  une  Société , la 
jomme  des  mifes  des  deux  premiers  ejl  14  livres , celle  des  mifes  dit 
fécond  & du  troiftéme  eft  1 6 , celle  des  mifes  du  trofieme  & du  qua- 
trième eft  22  , & celle  des  mfes  du  premier  & du  quatrième  ejl  20  f 
quelle  ejl  la  mfe  totale , & la  rnijt  de  chacun  en  particulier  l 


zî 27Z  — 28  (z1  -+-z-4-x8 

z — t 

-t-  z1  -+-  272 
Z I 

2bZ 28 

Z t 

O O 
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Je  nomme  a la  fomme  14;  b la  Comme  16,  c la  fomme  22* 
& la  fomme  20,  * la  mife  du  premier  -,y  celle  du  fécond  , z 
celle  du  troiliéme,  ôt  « celle  du  quatrième,  les  conditions  dit 
Problème 

x-\-y  — a , première  condition.’ 
y z = b , lèconde  condition. 
z -+-  u — c,  troiliéme  condition. 
u-\-x  = d,  quatrième  condition. 

T 


me  don' 
nent  les  4 
équations 
qu’on  voit 
ici, lesquel- 
les ajou- 
tées, font 


2X 


2V-+-  22 -H  2M  = a -H  b -+-  c ■ . _ 
x-t- y -+-zH-»  = 7 a-t-  \b-\-\ c-\-\d.  Mife  totalo 

une  équation  qui  divifée  par  2 donne  1 équation  ou  la  valeur  de 
la  mife  totale  ; mais  de  cette  valeur  je  ne  puis  tirer  les  miles  par- 
ticulières, ainfi  que  j’ai  fait  dans  le  treifiéme  exemple  des  Pro- 
blèmes déterminés  (M  ty8.)  car  fi  je  yeux  dégager  quelquune 
des  inconnues,  par  exemple  x , les  trois  autres  inconnues  palle- 
ront  dans  le  fécond  membre  , & j’aurai  beau  fubflitucr  les  valeurs 
de  ces  inconnues  prifes  dans  les  conditions  du  Problème , je  ne 
découvrirai  rien, 

y=a  — x,  jre  valeur  de 
y=b — z,  ae. valeur de_y.; 

a — x=b  —z 


z — b — a- 
z = c — u 


itt  valeur  de  zi 
a*.  valeur  de  z«i 


Pourtrouverdonc 
ces  mifes  je  dégage 
y dans  la  première 
& la  feconaç  condi- 
tion, ce  qui  donne 
deux  valeurs  dc^,  je 
fais  une  équation  de 
ces  deux  valeurs,  & 
je  dégage  z,  ce  qui 
donne  z—b — a-\-x. 

Je  dégage  z dans  la 
troiliéme  condition, 

& j’ai  z=  c — ». 

Je  fais  une  équa-  . . . 

tion  des  deux  valeurs  de  z,  & j’en  dégage  l’inconnuë  »,  ce  qui 
me  donne  «=—  b -H  a—  x -+■  c,  je  dégage  de  même»  dans 
la  quatrième , & j’ai  u—d  — x. 

Je  fais  une  équation  des  deux  valeurs  de  »,  & corrigeant  1 ex» 

rreffion,  c’eft-à-dire,  effaçant  x de  part  & d’autre,  je  trouve 
équation  — b-+-a-hc=d,  dont  l’un  Sc  l’autre  membre  con- 
tiennent des  grandeurs  entièrement  connues  f ce  qui  ne  déter- 
mine 


b — a-\-x  — c — « 

« = -£-+- — x-\-c,  in  valeur  de»; 
u — d — x 2e.  valeur  de  u. 

— b -h  a — x-+-r  = d — X 
’—b-t-a-i-c  = d 
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mine  rien , c’eft  pourquoi  le  Problème  cft  indéterminé  ; mais  fi 
je  détermine  l’une  des  inconnues  toutes  les  autres  le  devien- 
dront aifément.  Je  choifis  l’inconnue  a pour  la  déterminer,  6c 
pour  ne  pas  fuppofer  x égal  à quelque  nombre  qui  ne  feroit  pas 
propre  pour  la  réfolution , je  vois  que  dans  la  première  valeur 
de^  , 1 inconnue  a-  doit  être  moindre  que  a fi  je  veux  que  ait 
une  valeur  pofitive.  De  même  dans  la  fécondé  valeur  de  u , je 
vois  que  x doit  être  moindre  que  d,  fi  je  veux  que  u foit  une 
grandeur  pofitive  ; ôc  dans  la  première  valeur  de  z je  ne  trouve 
rien  qui  détermine  a;  ainfi  je  prens  au  lieu  de  a une  grandeur 
moindre  que  a ôc  que  d,  ôc  mettant  cette  valeur  au  lieu  de  x 
dans  les  valeurs  de  y,  z,  u,  dont  nous  venonr  de  parler,  toutes 
les  inconnues  fe  trouvent  déterminées. 

Or  a = 14.,  ôc  d= 20,  prenant  donc  un  nombre  au-deflbus 
de  14.  pour  le  faire  égal  à a,  je  réfoudrai  le  Problème. 

Ainfi  je  fuppofe  x—  10  , ôc  par  confcqucnt  j’ai y=a  — x=a 
— 10  = 14. — 10  = 4 ; z — b — <j-f-A=  1 6 — 14-4-10  = 12, 
& u = d — a=20  — 10=  10 , ôc  ces  quatre  nombres  a = io  , 
y—  4,2=12,  ôc  k=io  remplilfent  les  conditions  du  Problème, 
ce  qu’il  eft  facile  d’éprouver  ; on  trouvera  d’autres  folutions,cn 
fuppofant  a égal  à quelqu’autre  nombre  au-defious  de  14. 

2 j o.  II.  Exemple.  Un  homme  tient  dans  fes  deux  mains  deux 
diffèrent  nombres  dejettons , & fi  l’on  multiplie  ces  deux  nombres  l’un 
par  l autre , & qu’au  produit  on  ajoute  la  jomme  des  deux  nombres  , 
la fomme  totale fera  34.  ; combien  y a-t’il  de  jetions  dans  chaque  main ? 

Je  nomme  a la  fomme  34 , z le  premier  nombre  de  jettons  , 
ôc  y le  fécond , ainfi  par  la  première  condition  du  Problème , j’ai 
zy-+-z-4-y  = a.  Je  fais  palfer^  du  premier 
membre  dans  le  fécond,  ôc  divifant  enfuite  zy-+-z-4-  y —a 
pary-+-  ■ , j’ai  z — ôc  toutes  les  condi-  zy-4-z  — ^—y 

tions  du  Problème  étant  remplies , il  me  relie  z=  ÿT"ï 

deux  inconnues , Ôc  par  conféquent  il  m’eft 
libre  de  déterminer  l’une  des  deux  par  exemple  y , mais  à caufe 
du  numérateur  a — y , je  vois  que^  doit  être  moindre  que  a fi 
je  veux  que  z foit  une  grandeur  pofitive , ainfi  je  puis  prendre 
pourri  telle  grandeur  que  je  voudrai  au-defious  de  0 = 34. 

Suppofons  y =4,  je  mets  cette  valeur  dans  l’équation  z = 

* ^ , ôc  je  trouve  z = - 4-  = —6,  ôc  les  deux  nombres  4 

ôc  6 remplilfent  les  conditions  du  Problème  s mais  il  faut  prendre 
Tome  I.  R 
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garde  que  quoiqu’il  me  foie  libre  de  prendre  pour^  tel  nombre 
que  je  voudrai  au-deflbusde  j4,  cependant  je  ne  dois  prendre 
que  ceux  qui  peuvent  donner  une  valeur  de  z en  nombre  entier, 
car  le  nombre  de  jetions  de  l’une  6c  de  l’autre  main  eft  un  nom- 
bre entier  ; ainfi  il  faut  rejetter  toutes  les  fuppofitions  dej»  qui  ne 
donneroient  pas  un  nombre  entier  pour  z. 

aj  i.  Il  n’arrive  pas  toujours  qu’on  puifle  réfoudre  un  problème 
indéterminé , en  fuppofant  que  l’une  des  inconnues  eft  égalé  à un 
nombre  quelconque  ; ôc  dans  ces  cas  il  faut  avoir  recours  à d’au- 
jres  voyes , ainli  qu’on  va  voir  dans  les  deux  exemples  fuivans. 

a j 2.  III.  Exemple.  On  demande  de  partager  le  quarté  ioo  en 
deux  autre  s quarrés  parfaits,  ceft-a-dirc  en  deux  quartes  dont  on 
puijfe  extraire  la  racine. 

Je  nomme  aa  le  quarré  ioo , 6c  xx,  zz , les  deux  quarrés  de- 
mandés, ainfi  par  la  condition  du  Problème,  j’ai  xx -t-zz  = aa, 
ôc  le  Problème  eft  indéterminé  ; mais  il  ne  m’eft  pas  permis  de 
fuppofer  pour**,  ou  pour  zz  tel  nombre  que  je  voudrai,  ôc  fi 
par  ce  moyen  j’arrivois  à trouver  une  folution  , ce  ne  feroit  que 
par  hazard.  Que  jefuppofepar  exemple  xx  = 9,  donc  zz=pi, 

{>uifque  94-91  =100,  mais  pi  n’eftpas  un  quarré  parfait,  donc 
e Problème  n’eft  pas  réfolu;  de  même  que  je  fuppofe  xx=i6, 
zz=  84,  à caufe  que  16 -h  84=100,  mais  84  n’eft  pasun  quarré 
parfait,  6c  par  conféquent  le  Problème  n’eft  pas  plus  réfolu  par 
cette  fuppolitition  que  par  la  précédente.  11  eft  vrai  que  je  puis 
fuppofer  xx  = 36,  ôc  par  conféquent  zz=Ô4,  6c  la  fomme  des 
deux  étant  100,  le  Problème  fera  rélolu  , à caufe  que  36  ôc  64 
font  des  quarrés  parfaits,  mais  cetre  folution  ne  fera  trouvée  que 
par  hazard,  que  faut  il  donc  faire  / le  voici. 

Je  nomme  x la  racine  du  premier  quarré,  celle  du  fécond  fera 
certainement  moindre  que  la  racine  a ou  1 o du  quarré  aa  ou  1 00, 
puifque  le  fécond  quarré  fera  moindre  que  100.  Je  prens  une 
grandeur  indéterminée^,  ôc  je  fuppofe  que  la  racine  du  fécond 
quarré  inconnu  eft^jc — a.  Je  puis  faire  cette  fuppofuion,  parce 
que  la  lettre^  pouvant  lignifier  tel  nombre  entier,  ou  rompu  , ou 
compofé  d’entier  ôc  de  fraûion  , il  eft  sûr  qu’il  y a quelque  nom- 
bre quel  qu’il  foit  qui  mulriplant  la  racine  x du  premier  quarré  in- 
connu, donne  un  produit yx , duquel  retranchant  a,lereftefoit 
égal  à la  racine  du  fécond  quarré  cherché  ; or  je  fais  cette  fuppo- 
fition  i°.  afin  de  n’avoir  qu’une  feule  inconnue.  20.  parce  qu’en 
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faifant  les  quarrés  xx , & yyxx — 2ayx-+-aa,  ôc  enfuite  leur 
fomme,  cette  fomme  fe  trouvera  égale  à aa}  6c  par  conféquent 
retranchant  aa  de  part  6c  d’autre  , il  me  reliera  une  équation  oti 
je  pourrai  réduire  l’inconnuë  x au  premier  degré , ainfi  qu’on  va 
voir. 

Nous  avons  donc  en  faifant 
la  fomme  des  deux  quarrés  in- 
connus l’équation  qu’on  voit  ici, 
ôc  retranchant  aa  de  part  6c  d’au- 
tre , puis  faifant  palier  2ayx  du 
premier  membre  dans  le  fécond, 
j’ai  xx  -h yyxx  = 2 ayx , 6c  divi- 
fant  par  x,  6c  enfuite  par  1 -+-yy 
oupar^y-f-i , ce  quieftla  même 


xx-y-yyxx  — 2 ayx  -+-aa=aa 

xx  -\-yyxx  — 2ayx 

x yyx  = 2ay 

x = —Î2L. 
yjn-« 

x*yy — a 

XX-+-1 

iayy  — ayy  — a 


Z = 


yy  + i 
ayy— a 


yy+i 


cho  fe,  j’ai  x== .Je  mets  eette 

valeur  de  x dans  la  valeur  de  la 
racine  z , ou  yx  — a du  fécond  quarré , 6c  je  trou ve«=  — 
•—  a,  ôc  réduifant  a en  une  fra£lion  dont  le  dénominateur  foit 
yy-\- 1}  puis  corrigeant  l’exprelfion,  j’ai  2 = *S  ainfi  les  va- 
leurs des  racines  * 6c  2 des  quarrés  cherchés  font  — — . 6c  — — - 
. yy+t  w-H> 

& fi  je  détermine  la  valeur  de  y,  ces  deux  racines  me  devien- 
dront connues,  mais  pour  la  déterminer  je  m’apperçois  que  dans 

la  valeur  de  2,  fi  je  faifois^=  1 , j’aurois  2=  **  ^ = o , 6c 

dans  la  valeur  de  * je  ne  vois  rien  qui  détermine^;  donc  pourvft 
que  je  ne  fuppofe  pas  y = 1 , je  puis  prendre  tel  autre  nombre 
que  je  voudrai  au-delfus  de  l’unité,  ou  même  au-deffous. 


Il  elt  vrai  qu’en  fuppofant  y égal  à un  nombre  moindre  que 

l’unité  par  exemple  à ~ , j’aurai  z = **  * = , ôc  que  par 

conféquent  2 fera  une  grandeur  négative,  mais  cela  n’empê- 
chera pas  que  fon  quarré  ne  foit  pofitif , parce  que  — par  — 
donne  -+-  ; ainft  la  rcltriêtion  que  j’ai  mife  à ce  Problème  dans 
mon  Arithmétique  des  Géomètres  n’eft  pas  julle,  6c  je  fuis  bien  aife 
de  réparer  ici  cette  faute  qui  fe  trouvera  corrigée  dans  une  fé- 
condé édition. 

Rij 
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Je  fuppofe  donc^/=2,  ôc  par  conféquent  j’ai  x==~^~~ 

= ■*/==  8,  6c  z = -lox^--°  = ^ — 6 } 6c  les  quarrés  de  ces 

deux  nombres  font  64  ôc  j<5  dont  lafomme  efl  égale  à ioo  , ôc 
on  trouvera  d autres  quarrés  dont  la  fomme  fera  encore  égale  à 
ico,  en  fuppofant  poury  tel  autre  nombre  que  l’on  voudra  moin- 
dre ou  plus  grand  que  l'unité. 

2?  j.  IV.  Exemple.  On  demande  deux  quarrés  dont  la  fomme  fait 
égale  à lajomme  des  deux  quarrés  64  dr  100. 

Je  nomme  aa  le  quarré  64,  6c  bb  le  quarré  100  , il  eft  évident 
que  fi  l’un  des  deux  quarrés  demandés  efl  plus  grand  que  aa  , 
l’autre  doit  être  moindre  que  bit,  6 c au  contraire  fi  le  premier 
eft  moindre  que  aa,  l’autre  fera  plus  grand  que  bb,  6c  par  con- 
féquent  la  racine  du  premier  quarré  demandé  doit  être  ou  moin- 
dre ou  plus  grande  que  la  racine  a du  quarré  aa.  Pour  trouver 
une  expreffion  convenable  à l’un  ôc  l’autre  de  ces  cas,  je  fup- 
pofe que  la  racine  du  premier  quarré  demandé  eft  a -4-  z,  parce 
que  2.  pouvant  être  ou  une  grandeur  pofitive  , ou  une  grandeur 
négative,  on  voit  bien  qu’il  faudra  l’ajouter  à la  racine  a fi  elle 
eft  pofitive,  6c  la  retrancher  delà  racine  a fi  elle  eft  négative, 
6c  pour  la  racine  du  fécond  quarré  cherché,  je  fuppofe yz — b , 
ôc  la  raifon  pourquoi  je  fais  cette  fuppofition,  c’cft  i*.  que  les 
deux  quarrés  des  racines  2-4 -a,  ôc  yz — £ contiendront  les  quar- 
rés donnés  aa,  bb , 6c  que  par  conféquent  faifant  leur  fomme 
pour  en  faire  une  équation  dont  le  fécond  membre  fera  aa-i-bb, 
les  termes  aa,  bb,  s’effaceront  de  part  ôc  d’autre,  ôc  enfuite  je 
pourrai  réduire  l’inconnue  z au  premier  dégré.  2°.  parce  qu’il 
eft  sûr  qu’on  peut  trouver  un  nombre^  qui  foit  tel  qu’après  l’avoir 
multiplié  par  z,  il  faille  retrancher  b du  produit  pour  avoir  la  ra- 
cine du  fécond  quarré  demandé. 

Je  fais  donc  les 

Juarrés  de  a H-  z 6c 
e yz  — b,  6c  les 
ajoutant  enfemble , 
leur  fomme  eft  éga- 
le à la  fomme  aa  -4- 
bb  ; ainli  j’ai  l’équa- 
tion qu’on,  voit  ici. 


aa  2az  -4-  zz , premier  Quarré. 
yyzz  — 2 byz-y-  bb , fécond  Quarré 

zz'+'yyzz-hzaz — 2 byz-y-aa  -+-  bb,  Somme. 
zz-+-yyzz-t-2az — 2 byz-y-aa  -4-  bb—  aa-\-bb 
22-4 -yyzz—  zbyz — 222 
z -4-  yyz  = 2 by  — 2a 

iby  xa 

2 = — 

yy-r-i 
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Je  retranche  aa-\-bb  de  part  ôc  d'autre,  ôc  faifanr  pafler  2az— 
zbyz-du  premier  membre  dans  le  lecond , je  trouve  zz -+-yyzz 
= zbyz  — 2«z; je  divife  tout  par  z,  Ôc  enfuite  par  i ~\~yy , ce  qui 

donne  z=  hy  ôc  je  vois  qu’en  déterminant  y,  l’inconnuë 
yy-+-  i J 

z fera  connue,  ôc  qu’en  mettant  fa  valeur  dans  les  racines  a-y-z, 

ôc  yz  — b des  deux  quarrés  demandés , ces  quarrés  deviendront 

aulli  connus. 

Or  pour  déterminer^,  je  m’apperçois  i°.  que  fi  je  faifois^=i 

ôc  que  je  mifle  cette  valeur  de^  dans  z — ^ , j’aurois  z 

= 2,  ôc  par  conféquentla  racine  u + t feroit  io,  ôc  la  racine 
_yz  — b feroit  2 — t o , ou  — 8 , ainfi  les  quarrés  de  ces  deux  ra- 
cines me  donneroient  les  quarrés  100  ôc  64  qui  font  les  mêmes 
que  les  quarrés  propofés  ; je  ne  dois  donc  point  fuppofcr^  = i. 
2°.  Que  fi  je  veux  que  z ne  foit  pas  égal  à zéro , il  faut  que  je 
fuppofe^  égal  à un  nombre  qui  foit  tel  que  le  numérateur  zby — 20 
de  la  valeur  de  z ne  foit  pas  égal  à zéro , ainfi  pourvu  que  j’ob- 
ferve  ces  deux  conditions,  je  puis  prendre  pour^  tel  nombre  en- 
tier ou  rompu  que  je  voudrai  au-defius  ou  au-defious  de  l’unité. 

Je  fuppofe  y = 2,  Ôc  mettant  cette  valeur  dans  z=  — — 

_ jy-t-i 

6c  aufii  les  valeurs  des  grandeurs  connues  a,  b , je  trouve  z = 

l^i  = V>  donc  fl-Hz  = 8-t-^  = î^=^,Ôc  yz—  b 

= ^ — io  = ^î  — iT==  — 7»  faifant  donc  les  quarrés  de  ~s. 
ôc  de  — 7,  j’ai^-f^jôc  dont  la  fomme  eft  4J~,  ôcréduifant 
la  fraélion  en  entiers  je  trouve  1 64  égal  à la  fomme  des  quarrés 
propofés  100  ôc  64,  ôc  en  fuppofant^  égal  à quelqu’autre  nom- 
bre au-deffus  ou  au-defious  de  l’unité,  ôc  qui  ne  donnât  pas 
zby  = 2a,  je  trouverois  d’autres  quarrés  dont  la  fomme  feroit 
i<?4;  d’où  l’on  voit  qu’on  peur  trouver  une  infinité  de  quarrés, 
lcfquels  pris  deux  à deux  leroient  égaux  à la  fomme  des  quarrés 
propofés. 

234.  V.  Exemple.  La  Différence  de  deux  quarrés  cjl  60 y on  de- 
mande quels  fini  ces  quarrés  ? 

Je  nomme  a la  différence  60,  ôc  *.v  le  plus  grand  quarré,  donc 
le  fécond  fera  xx — a,  ôc  comme  ceci  ne  me  fait  rien  connoî- 
tre,  je  fuppofe  que  le  côté  ou  la  racine  de  ce  fécond  quarré  eft 
x — y , parce  qu'il  doit  être  moindre  que  la  racine  du  quarré  xv, 

Riij 
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xx  — oyx-y-yy  = xx  — a 
— 2 yx  -\-yy  = — a 
a -\-yy  = zyx 
a+yy  =x 
*y 


,î4  ELEMENS 

ainfi  j’ai  xx  — 2 yx  -4-yy , ôc  ce  quarré  eft  égal  à xx  — a , ce  qui 
me  donne  une  équation. 

J’efface  dans  cette  équation  xx  de 
part  ôc  d’autre , ôc  faifant  paffer  — 
uyx  du  premier  membre  dans  le  fé- 
cond, ôc  — a du  fécond  dans  le  pre- 
mier, je  trouve  une  valeur  de  x dans 
laquelle  rien  ne  m’empêche  de  donner  à y telle  valeur  que  je 
voudrai.  Je  fuppofe^  = 2,  6c  mettant  certe  valeur  de  y dans 

celle  de  a:  que  je  viens  de  trouver , j’ai  = 1 6 — x ; faifant 

donc  le  quarré  de  \6,  j’ai  256  = **,  6c  retranchant  <So  dc2ytf, 
je  trouve  196  dont  la  racine  eft  14  ; ainfi  les  deux  quarrés  de- 
mandés font  aytî  ôc  1 96  dont  la  différence  eft  60  , ce  qui  étoit 
requis , ôc  on  trouveroit  d’autres  quarrés  dont  la  différence  feroit 
do,  en  fuppofant  pour^  telle  autre  valeur  que  l’on  voudrait. 

23  y.  Ces  fortes  de  Problèmes  demandent  une  certaine  adrefTc 
à trouver  des  expreflîons  convenables  pour  faire  en  forte  que  l’in- 
connue puilfe  fe  trouver  au  premier  dégré , ôc  c’eft  là  où  git  toute 
la  difficulté,  mais  avec  un  peu  d’ufage  on  en  vient  aifément  à 
bout. 


CHAPITRE  VII- 

Des  Raijons  , Proportions  & Progrejfions  Arithmétiques. 

ayd.T  Orsqu’on  compare  enfemble  deux  grandeurs,  ce  que 
B j l’on  trouve  que  l’une  eft  à l’égard  de  l’autre , eft  ce  qu’on 
nomme  en  général  Raifort , ou  Rapport , 6c  en  latin  habitudo. 

237.  On  peut  comparer  deux  grandeurs  de  deux  façons  dif- 
férentes ; l’une  en  examinant  l’excès  dont  la  plus  grande  des  deux 
grandeurs  furpaflela  moindre , ôc  alors  la  raifon  fe  nomme  Raifort 
arithmétique , 6c  l’autre  en  confidérant  combien  de  fois  la  plus 

Îjrande  des  deux  grandeurs  contient  la  moindre , ôc  en  ce  cas 
a raifon  fe  nomme  Raifort  géométrique. 

238.  La  Raifon  arithmétique  fe  trouve  en  retranchant  la  moin- 
dre des  deux  grandeurs,  de  la  plus  grande,  ôcle  refte  ou  la  dif- 
férence fait  voir  le  rapport  des  deux  grandeurs,  c’eft  pourquoi  la 
Raifon  arithmétique  eft  nommée  quelquefois  différence.  Au  con- 
traire la  Raifon  géométrique  fe  trouve  en  divifant  la  plus  grands 
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quantité  par  la  moindre  , ôc  le  quotient  marque  le  rappôrt  cher- 
ché. Ce  quotient  fe  nomme  expofant , parce  qu’il  expofe , ou  fait 
voir  combien  la  première  des  deux  grandeurs  contient  l’autre, 
ou  y eft  contenue. 

2 3 p.  Il  y a donc  nécefiairement  deux  termes  dans  toute  Rai- 
fon,  le  premier  fe  nomme  antécédent , & le  fécond  conféquent. 

a^o.  Lorfqu’après  avoir  comparé  deux  grandeurs  enlemble,' 
on  vient  à en  comparer  deux  autres,  ôc  que  l’on  trouve  que  la 
Raifon  des  deux  premières  eft  égale  à la  Raifon  des  deux  fé- 
condés, cela  fe  nomme  Proportion , ôc  cette  proportion  eft  arith~ 
métrique,  ou  géométrique,  félon  que  les  raifons  qui  lacompofent 
font  arithmétiques  ou  géométriques.  . 

24  t.  Toute  proportion  a par  conféquent  quatre  termes  ; le 

fitemier  fe  nomme  premier  antécédent , le  fécond  premier  conféquent , 
e troifiéme  fécond  antécédent , ôc  le  quatrième  fécond  conféquent. 

242.  Le  premier  ôc  le  dernier  terme  d’une  proportion  fe  nom- 
ment les  extrêmes , Ôc  le  fécond  ôc  le  troifiéme  fe  nomment  les 
moyens. 

243.  Lorfque  le  fécond  ôc  le  troifiéme  terme  d’une  propor- 
tion font  égaux , c’eft-à-dire  , lorfqu’une  même  grandeur  fert  de 
premier  conféquent  ôc  de  fécond  antécédent , cette  grandeur  fe 
nomme  moyenne  proportionnelle , ôc  la  proportion  fe  nomme  pro- 
portion continué  arithmétique  ou  géométrique. 

244.  Si  les  quatre  diflérens  termes  d’une  proportion  font  a , 
b , c,d , ôc  que  la  proportion  foit  arithmétique , on  l’exprime  ainfi: 
a.  b c.d.  ou  a,b  ,'.c,d  -,  mais  fi  la  proportion  eft  géométrique, 
on  l’écrit  de  cette  façon  a.  b : : c.  d.  ou  a , b : : c , d , ôc  dans  l’un 
ôc  l’autre  cas  on  l’énonce  en  difant  : a eft  à b comme  c eft  à d, 
c’cft-à-dire  dans  la  proportion  arithmétique  a furpafife  ou  eft  fur- 
pafifé  par  b autant  que  c furpaffe  ou  eft  iurpaflfé  par  d,  ôc  dans  la 
proportion  géométrique  a contient  b , ou  eft  contenu  dans  b de 
la  même  façon  que  c contient  ou  eft  contenu  dans  d. 

24  j . Si  l’on  a plufieurs  grandeurs  de  fuite  en  proportion  continue, 
de  forte  que  la  première  foit  à la  fécondé , comme  la  leconde 
eft  à la  troifiéme  , comme  la  troifiéme  à la  quatrième  , comme 
la  quatrième  à la  cinquième,  ainfi  de  fuite,  cela  fe  nomme  pro- 
grejfion , ôc  fi  la  progreifion  eft  arithmétique , on  l’écrit  ainfi  .‘.a. 
b.  c.  d.  e.f  ou  .*.  a,  b , c,  d,  e,f,  mais  fi  elle  eft  géométrique, 
on  écrit  : : a.  b.  c.  d.  e.f,  ou  ::a,b,  c ,d,e  ,f , ôc  on  énonce  l’une 
6c  l’autre  en  difant  a eft  à b comme  b eft  à c,  comme  c eft  à d> 
comme  d eft  à/,  ôcç. 


ij<f  E L E M E N S 

Nous  examinerons  dans  le  Chapitre  fuivant  les  propriétés  des 
Raifons,  Proportions  ôc  Progreflions  géométriques. 

246.  THEOREME.  Dam  toute  proportion  arithmétique , la  fomme 
des  extrêmes  ejl  égale  à la  fomme  des  moyens  ; & Ji  la  proportion  ejl 
(ontinué , la  Jomme  des  extrêmes  ejl  égale  au  double  de  la  moyenne. 

Soit  la  proportion  arithmétique  a,  b .*.  c,f,  il  eft  clair  que  la 
différence  de  la  première  raifon  a,  b , fera  égale  à la  différence 
de  la  fécondé  c,f,  puifqu’il  y a proportion  ; nommons  donc  cette 
différence  d , ôc  fuppol'ons  en  premier  lieu  que  le  premier  anté- 
cédent a foit  moindre  que  fon  confcquent  b , ôc  que  par  confé- 
quent  le  fécond  antécédent  c foit  moindre  que  le  fécond  confé- 
quent/,  il  eft  vifible  que  nous  aurons  a-t-d=by  &.c-+-d=f, 
puifque  d eft  la  quantité  qui  manque  à chaque,  antécédent  pour 
Être  égaux  à leurs  conféquens  ; mettant  donc  dans  la  proportion 
û + rfau  lieu  de  £ , ôc  c -4-  d au  liuu  de/,  nous  aurons  a , a d 

c , c-hd,  ôc  cette  proportion  fera  la  même  que  la  propofée; 
ainfi  la  fomme  des  extrêmes  fera  a -+-<■-+-  d , Ôc  celle  des  moyens 
a-t-d-hc t mais  ces  deux  fommes  font  compofées  des  mêmes 
quantités  ; donc  elles  font  égales,  ôc  par  conféquent  nous  avons  * 
a c H—  d = a -J—  d —H  c. 

Suppofons  en  fécond  lieu  que  a foir  plus  grand  que  b , c fera 
auffi  plus  grand  que/,  ôc  nous  aurons  b-\-d= a,  ôc/-4-i/  = c ; 
ainfi  mettant  ces  valeurs  de  a ôc  de  c dans  la  proportion,  nous 
aurons  b-4-d.  b .*./-+-«/./,  ôc  faifant  la  fomme  des  extrêmes  ôc 
celle  des  moyens,  nous  aurons  b-^-d ~hf=  b -4-/ -4-  d. 

Enfin  fuppofons  la  proportion  continue  a , b , c , cette  pro- 

portion peut  s’écrire  ainfi  a , b b , c ; ainfi  fuppofant  que  la  dif- 
férence foit  d , ôc  que  a foit  moindre  que  b , nous  aurons  dans  la 
première  raifon  a-\-d  = b,  ôc  dans  la  fécondé  b-\-d=c , met- 
tant donc  ces  valeurs  de  b ôc  c dans  la  proportion  a , b ,\b,  r, 
nous  aurons  a,  a-hd.\  b,  b-\-d,  ôc  la  fomme  a-t-b-\-d  des 
extrêmes  fera  égale  à la  fomme  a-\-d-\-b  des  moyens;  donc 
j’ai  a-\-c=2b , en  fubftituant  les  valeurs  de  b-\-d  ôc  de  a-\-d. 

Que  fi  a eft  plus  grand  que  b,  nous  aurons  dans  la  première 
raifon  b-\-d  — a,  ôc  dans  la  fécondé  c-+-d  = b ; c’eft  pourquoi 
en  mettant  ces  valeurs  de  a ôc  b dans  la  proportion  a,  b .•.  b,  c , 
nous  aurons  b~\~d.  b .*.  c-+-d.  c , ôc  la  fomme  des  extrêmes  b-hd 
-+-c  fera  égale  à la  fomme  des  moyens b-h  c -4- d,  donc,  ôcc. 

Ce  qu’il  falloir  démontrer. 


*47* 
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247.  Problème.  Trois  termes  lune  Proportion  arithmétique  étant 
donnés,  trouver  le  quatrième. 

Suppofons  que  a,  b , c , foient  les  trois  premiers  termes  d’une 
Proportion  arithmétique,  je  nomme  x le  quatrième  , 6c  j’ai  a.  b 
.*.  c.  x , 6c  faifant  la  fomme  des  extrêmes  6c  celle  des  moyens, 
je  trouve  a-\-x  = b -+•  c {N.2^6.)  6c  faifant  palier  a du  premier 
membre  dans  le  fécond,  j’ai  x = b-\-c — a,  ce  qui  me  fait  voir 
que  fi  de  la  fomme  des  moyens  je  retranche  le  premier  terme, 
le  relie  fera  le  dernier  terme  demandé. 

Soit<j  = 2,  i==y,c=7,  la  fomme  des  moyens  eft  12  de 
laquelle  retranchant  le  premier  terme  2,  le  relie  10  fera  le  der- 
nier terme  cherché,  ôc  nous  aurons  la  proportion  arithmétique 
2,  y 7,  10. 

Il  eft  aifé  de  voir  que  fi  c’étoit  le  premier  terme  qui  manquât 
dans  la  proportion,  ou  le  fécond,  ou  le  troifiéme,  on  n’auroic 
qu’à  mettre  * à fa  place,  ôc  achever  le  relie  comme  nous  venons 
de  faire. 

248.  Remarque.  S’il  manquoit  deux  termes  à la  proportion  , 
le  Problème  feroit  indéterminé  ; par  exemple , foient  a , b , les 
deux  extrêmes  d’une  Proportion , je  nomme  la  première  moyenne 
a:  , ôc  la  féconde^ , ôc  j’ai  a,  x y,  b,  ôc  par  conféquent  a -4- b 
s=y-\-x  (N.  24 6.)  ; ainfi  il  faut  néceffairement  déterminer  l’une 
des  inconnues,  je  détermine  x , qui  eft  la  première  moyenne  en 
lui  donnant  une  valeur  c moindre  ou  plus  grande  que  a,  ôc  j’ai 
a,  c::y , bi  d’où  je  tire  <1-4-  b =c-t-y , ôc  faifant  pafferrdans  le 
premier  membre  , je  trouve  a -h  b — c —y. 

Soit  a =2,  ôc  £=7,  je  fuppofe  * = 4,  ainfi  j’ai  2,  4.*.  y.  7, 
d’où  je  tire  2 -+-  7 = 4 , oup=4 -\-y , ôc  par  conféquent 

y = 9 — 4 = y,  ôc  la  proportion  eft  2 , 3 y,  7. 

249.  THEOREME.  Dans  toute  Progreffton  arithmétique  afeendante , 
c'ejl-à-dire , dont  les  termes  vont  en  augmentant , la  fomme  de  deux 
termes  également  éloignés  du  premier  & du  dernier , cejl-à-dire  éga- 
lement éloignés  des  extrêmes  eft  égale  à la  fomme  des  extrêmes. 

Soit  la  Progreflion  arithmétique  afeendante  .‘.a,  b,c , e,fg, 
dont  je  fuppofe  qne  la  différence  eft  d,  le  fécond  terme  b fera 
donc  égal  a a-+-d,  le  troifiéme  c fera  égal  à b-+-d,  ou  a-+-d-+-d, 
ou  a-i-2d,  la  quatrième  fera  a-i-^d , ôc  ainfi  de  fuite,  puifque  ces 
termes  vont  toujours  en  augmentant  d’une  égale  différence  ; ainfi 
la  progreffion  a , b , c , e fera  la  même  que  a , a-+-d,  a-ï-zd, 
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a -+-  3 d,  a-hqci,  a-+-  fd  ; or  fi  dans  cette  progreffion  je  prens  les 
ternies  a-i-d,  Sc  a-\-^d  qui  font  également  éloignés  des  extrê- 
mes, leur  fomme  a-\-d-\-a-t-yd,  ou  2 a-\-$d  fera  égale  à la 
fomme  a -h  a -h  fd,  ou  2 a-h$d  des  extrêmes.  Que  fi  je  prens 
les  termes  a-+-2d,  & a-+-  $d  qui  font  également  éloignés  des 
extrêmes , je  trouverai  de  même  que  leur  fomme  eft  égale  à la 
fomme  1a  -4-  jd  des  extrêmes , donc,  &c. 

230.  Remarque.  Que  fi  la  Progrefiion  étoit  defcendante» 
c’eft  à-dirc  fi  fes  termes  alloient  en  diminuant , il  eft  clair  qu’en 
la  prenant  à rebours , elle  feroit  afcendante , ôc  par  conféquent 
on  prouveroit  de  la  même  façon  que  nous  venons  de  faire,  que  la 
fomme  de  deux  termes  également  éloignés  des  extrêmes , feroit 
égale  à la  fomme  des  extrêmes  ; or  comme  il  eft  toujours  facile 
de  prendre  une  progrefiion  à rebours,  en  écrivant  .*. g,f,  e , c,  b,  a, 
au  lieu  de  .*.  a , by  c,  e,fy  g , nous  fuppoferons  toujours  que  la  pro- 
grefiion eft  afcendante  clans  tout  ce  que  nous  allons  dire  pour 
n’étre  pas  obligé  de  donner  des  réglés  différentes  pour  les  deux 
cas. 

23 1.  Theoreme.  Dans  toute  Progrefiion  arithmétique  afcendante y 
la  fomme  de  tous  les  termes  eft  égale  à la  fomme  des  extrêmes  multi- 
pliée par  la  moitié  du  nombre  des  termes , c'eft-à-dire  du  nombre  qui 
exprime  combien  il  y a de  termes. 

Soit  la  progrefiion  afcendante**,  b , c , e,f,g,  qui  a fix  termes 
je  fais  la  lomme  b -+-/ des  termes  b ,f,  également  éloignés  des 
extrêmes,  la  fomme  c-he  des  termes  c,  e,  également  éloignés 
des  extrêmes,  &c  enfin  la  fomme  a-l-gdcs  extrêmes,  & ces  trois 
fommes  font  égales  entr’elles  ( N.  249.) , & elles  font  aufii  égales 
à la  fomme  de  la  progrefiion,  ou  de  tous  les  termes;  or  ces  trois 
fommes  égales  font  la  même  chofe  que  la  fomme  des  extrêmes 
multipliée  par  3,  mais  3 eft  la  moitié  du  nombre  des  termes  6 , 
donc  la  fomme  des  termes,  ou  la  fomme  de  la  progrefiion  , eft 
égale  à la  fomme  des  extrêmes  multipliée  par  la  moitié  du  nom- 
bre des  termes. 

Il  eft  aifé  de  voir  que  s’il  y avoit  un  plus  grand  nombre  de 
termes,  & que  ce  nombre  fut  pair , les  termes  pris  deux  à deux 
donneraient  toujours  un  nombre  de  fommes  égales  qui  feroit  ex- 
primé par  la  moitié  du  nombre  des  termes , & par  conféquent  on 
aurait  toujours  la  fomme  de  la  progrefiion  égale  à la  fomme  des 
extrêmes  multipliée  par  la  moitié  du  nombre  des  termes. 

Ma.'u  fi  le  nombre  des  termes  étoit  impair  comme  dans  U 
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progrefiion  .\  a}  b , c , e , f,  g , h , nous  aurions  d abord  les  trois 
l'ommes  b-i-g  ,c-+-f , &c  a-\-h  égales,  ôc  il  refteroit  le  terme  e, 
or  à caufe  que  les  trois  termes  c , e font  en  proportion  conti- 
nue, la  fomme  e -4-/ feroit  égale  au  double  du  terme  e (N.  246.); 
donc  le  terme  e ne  feroit  que  la  moitié  de  l’une  des  trois  fom- 
mes  égales  ; ainfi  nous  aurions  trois  fommes  égales  & une  demi 
fomme , mais  trois  fommes  égales  ôc  une  demi  fomme  font  la 
même  chofe  que  l’une  des  fommes  multipliées  par  3 Ôc  demi  ; donc 
la  fomme  de  la  progreflion  feroit  égale  à la  fomme  des  extrêmes 
multipliée  par  3 ~ qui  eft  la  moitié  du  nombre  des  termes  7 , 
& ainfi  des  autres.  Ce  qu’il  falloit  démontrer. 

2 y 2.  Theoreme.  Dans  toute progreffion  arithmétique  amendante, 
Je  dernier  terme  contient  Je  premier  plus  la  differente  multipliée  par  le 
nombre  des  termes  diminue  de  t unité. 

Soit  la  progrefiion  arithmétique  afcendanre  .*.  a,  b,  c , e,f, 
dont  je  fuppofe  que  la  différence  efi  d,  cette  progrefiion  fera  la 
même  que  celle-ci .*.  a,  a -h  d,  Q-+-2d,  a -+■  ^d,  a -4-4^;  or  le 
le  dernier  terme  a-\-^d  contient  le  premier  terme  a , plus  4 d, 
c’eft-à-dire , plus  la  différence  d multipliée  par  4 , c’efl-à-dire  par 
le  nombre  des  termes  moins  un  ; donc  le  dernier  terme  a-\-$d 
contient  le  premier  terme , plus  la  différence  multipliée"  par  lè 
nombre  des  termes  diminué  de  l’unité. 

253.  Corollaire.  Il  fuit  de  ce  Théorème  & des  précédens 
ï°.  Que  pour  trouver  la  fomme  d’une  progreflion  dont  le  pre- 
mier terme , le  dernier , & le  nombre  des  termes  font  connus, 
il  faur  ajouter  les  deux  extrêmes  enfemble  & les  multiplier  par 
la  moitié  du  nombre  des  termes.  20.  Que  fi  on  connoit  le  pre- 
mier terme  , le  dernier,  6c  Je  nombre  des  termes,  on  connoî- 
tra  la  différence  en  retranchant  le  premier  terme  du  dernier,  6c 
divifant  enfuite  le  refte  par  le  nombre  des  termes  diminué  de 
l’unité;  car  ce  refte  eft  égal  au  produit  de  la  différence  multiplié 
parle  nombre  des  termes  diminué  de  l’unité  {IV.  2 $2.)  3°.  Que 
ft  l’on  connoîr  le  premier  terme , le  dernier  6c  la  différence,  on 
trouvera  le  nombre  des  termes  , en  retranchant  le  premier  terme 
du  dernier  , ôc  divifant  le  refte  par  la  différence,  puis  ajoutant  t 
au  quotient,  puifquc  ce  refte  eft  égal  à la  différence  multipliée 

{>ar  le  nombre  des  termes  — 1 (A'.  2 y 2.)  40.  Que  fi  l’on  connoît 
e premier  terme,  la  différence  ôc  le  nombre  des  termes,  on 
connoîtra  le  dernier , en  faifant  le  produit  de  la  différence  par  le 
nombre  des  termes  diminué  de  Punité , & en  ajoutant  ce  produit 
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Je  multiplie  la  différence  3 par  le  nombre  des  termes  diminué 
de  l’unité  , c’eft-à-dire  par  7 , ce' qui  fait  21 , & ajoutant  le  pre- 
mier terme  1 à ce  produit,  la  fomme  22  eft  ce  qu’il  a donné  le 
dernier  jour  {N.  252.)  après  quoi  je  trouve  lafommetotale  comme 
auparavant. 

En  troifiéme  lieu,  On  dit  que  cet  homme  augmentant  chaque  jour 
de  3 , a donné  le  huitième  jour  22  fols , & l'on  demande  combien  il  a 
donné  le  premier  jour. 

Je  multiplie  la  différence  3 par  7,  ce  qui  fait  2 1 , & retranchant 
21  du  dernier  terme  22,  le  reüe  eft  le  premier  terme  1 (N.  25 1. 
Af2.) 

En  quatrième  lieu , On  dit  que  cet  homme  a donné  1 fol  le  premier 
jour , 22  le  dernier  jour,  & qu'il  a toujours  augmenté  de  3 , & l’on 
demande  pendant  combien  de  jours  il  a donné. 

Je  retranche  le  premier  terme  1 du  dernier  22  , & le  refte  21 
eft  la  différence  3 multiplié  par  le  nombre  des  termes  diminué 
de  l’unité  (N.  232.)  donc  divifant  21  par  3 , le  quotient  7 eft  le 
nombre  de  termes  diminué  de  l’unité , & par  conféquent  8 eft  le 
nombre  de  jours  pendant  lefquels  cet  homme  a donné  de  l’argent. 

En  cinquième  lieu , On  dit  que  cet  homme  a donné  pendant  huit 
jours , le  premier  jour  1 , & le  dernier  22 , <£r  l'on  demande  quelle 
ejl  la  quantité  dont  il  a augmenté  tous  les  jours. 

Je  retranche  le  premier  terme  1 du  dernier  22 , & le  refte  2 1 
eft  la  différence  multipliée  par  le  nombre  des  termes  diminué  de 
l’unité  (N.  2 y 2.)  je  divife  donc  ce  refte  par  8 — 1 , ou  7,  6c  le 
quotient  3 eft  la  différence  cherchée. 

En  fixiéme  lieu , On  fit  que  cet  homme  a donné  en  tout  92  fols , & 
que  le  premier  jour  il  a donné  1 & le  dernier  22,  & ton  demande 
pendant  combien  de  jours  il  a donné , & quelle  ejl  la  quantité  dont  il 
a augmenté  tous  les  jours. 

J’ajoute  le  premier  terme  au  dernier,  ce  qui  fait  23,  & divi- 
fant 92  par  23 , je  trouve  4 qui  eft  la  moitié  du  nombre  des  ter- 
mes; car  la  fomme  p 2 eft  le  produit  de  23  parla  moitié  du  nom- 
bre des  termes  (N.  25  1.)  ainfi  le  nombre  de  jours  eft  8 , après 
quoi  retranchant  le  premier  terme  1 du  dernier  22,  ce  qui  fait 
2 1 , je  divife  21  par  8 — 1 , ou  par  7,  & le  quotient  3 eft  la  diffé- 
rence cherchée  (N.  2 fa-.) 

En  feptiéme  lieu  , On  dit  que  cet  homme  ayant  donné  pendant  8 
jours , en  augmentant  toujours  de  3 , a donné  en  tout  92  fols , eir  f on 
demande  combien  il  a donné  le  premier  jour  & le  dernier. 
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Je  divife  la  fomme  92  par  4 qui  eft  la  moitié  du  nombre  des 
termes,  6c  le  quotient  23  eft  la  fomme  des  extrêmes  (N.  2 y 1.)  ; 
je  fais  le  produit  de  la  différence  3 par  8 — 1,  ou  7,  ce  qui  fait 
21 , ôc  le  refte  2 eft  le  double  du  premier  terme  ; car  la  fomme 
du  premier  ôc  du  dernier  contient  deux  fois  le  premier,  plus  la 
différence  multipliée  par  le  nombre  des  termes  diminué  de  l’unité; 
ainfi  cet  homme  a donné  le  premier  jour  1 ôc  le  dernier  22. 

2yy.  Remarque.  Si  dans  ces  fortes  de  queftions  on  donnoit 
à connoître  moins  de  quantités  qu’il  ne  faut  pour  pouvoir  les  ré- 
foudre comme  nous  venons  de  faire,  on  nommeroit  les  quanti- 
tés inconnues  par  les  lettres  x ,7,  ôcc.  ôc  on  réfoudroitle  pro- 
blème en  fuivant  le  principe  précédent  ainfi  qu’on  va  voir. 

2 y 6.  Problème.  On  a détaché  dune  Garnijon  U premier  jour  f 
hommes , le  fécond  7 , & ainfi  de  fuite , en  augmentant  toujours  de 
deux  ,&  à la  fin  il  s' éfi  trouvé  qu'on  avoit  détaché  en  tout  96  hommes; 
on  demande  pendant  combien  de  jours  ces  Détachement  ont  duré. 

Je  connois  bien  ici  trois  chofes , fçavoir  le  premier  terme  y , 
la  différence  2,  ôc  la  fomme  de  la  progreflion  96 , mais  comme 
l’une  de  ces  trois  chofes  , c’eft-à  dire  la  fomme  de  la  progreflion 
n’eft  pas  au  nombre  des  quatre  premières  dont  nous  avons  parlé 
(N.  2 j 3.)  je  ne  puis  pas  réfoudre  le  problème  par  les  réglés  or- 
dinaires , ainfi  je  nomme  le  nombre  des  termes  7 , ôc  par  con- 
féquent^/ — 1 eft  le  nombre  des  termes  diminué  de  l’unité.  Je 
multiplie  la  différence  2 par  2 

y — 1 


y — 1 , ce  qui  donne  2 y — 2 
ôc  ajoutant  à ce  produit  le 
premier  terme  y , j’ai  27-H3 
pour  le  dernier  terme  (N. 
2 y 2.),  j’ajoute  à ce  terme 
le  premier  terme  y , ôc  la 
fomme  27  -H  8 eft  la  fomme 
des  extrêmes.  Je  multiplie 
cette  fomme  par  qui  eft 
la  moitié  du  norrtbre  des 
termes,  ôc  le  produit  77-4- 
47  eft  la  fomme  de  la  pro- 
greflion ; or  cette  fomme 
eft  égale  à 96  par  la  condi- 


27 — 2 

£_ 

27-4-3  dernier  terme. 

1 


27- 

t y 


■ 8 Somme  des  extrêmes.’ 


yy  H- 47  Somme  de  la  Progreflion; 

77-4-47  = 2* 

77 -4- 4y  -4-4=  100 
74-2  = 10 
7 = — 2 -4- 10  = 8 
tion  du  Problème  ; donc  j’ai77  4-  47  =96  qui  eft  une  équation' 
du  fécond  dégré. 
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J’ajoure  de  part  fit  d’autre  le  quarré  4 de  la  moitié  du  coëfti- 
cient  4 du  fécond  terme , fit  par  ce  moyen  le  premier  membre 
eft  un  quarré  parfait  (A'.  221.),  je  tire  la  racine  quarrée  de  part 
fie  d’autre,  fit  j’ai_y  + 2 = 10,  doncy = — 2 -f-  10  = 8,  eft  la 
première  racine , fit  la  fécondé  efty  = — 2 — 10=  — 12  qui 
eft  une  racine  négative  ; car  lï  l’on  multiplie  y — 8 =0  pary-H 
12  = o,  le  produit  Cerzyy-h^y — p5=o  qui  eft  l’équation  que 
nous  avions  à réfoudre  ; or  cette  équation  n’ayant  qu’une  racine 
pofitive,  le  Problème  n’a  qu’une  foludon,  6c  par  conféquent  le 
nombre  des  jours  pendant  lefquels  les  Détachemens  fe  font  faits 
eft  8 , ce  que  l’on  connoîtra  aifément  fi  l’on  continue  la  progref- 
fion y , 7 , ôcc.  jufqu’au  huitième  terme  qui  fera  19 , lequel  ajouté 
au  premier  fera  24,  fit  cette  fomme  multiplié  par  la  moitié  4 du 
nombre  des  termes  8 donnera  p<5,  ce  qui  étoit  propofé. 

2J7.  Problème.  Un  Voleur  fuit , <£r  fait  10  lieues  par  jour , un 
Archer  le  pourjutt , & fait  le  premier  jour  3 lieues , le  fécond  y zr 
min  fi  de  fuite  en  augmentant  toujours  de  deux , en  combien  de  jours 
le  voleur  fera-t'il  atteint , & combien  de  lieues  l’un  & T autre  auront- 
ils  fait  i 

Je  ne  connois  ici  que  le  premier  terme  3 fit  la  différence  2 de 
la  progreffion , mais  comme  le  voleur  fait  tous  les  jours  10 
lieues , je  vois  que  la  fomme  de  la  progreftîon  de  l’Archer  fera 
égale  à 10  multiplié  par  le  nombres  de  jours  qu’il  aura  employé 
pour  l’atteindre  ; car  on  fuppofe  que  l’un  6c  l’autre  font  partis  le 
même  jour. 

Je  nomme  doncy  le  nom- 
bre des  termes  ou  des  jours, 
ainfi  y — 1 fera  le  nombre 
des  termes  diminué  de  l’u- 
nité. Je  multiplie  y — 1 par 
la  différence  2 , fie  le  pro- 
duit eft  2 y — 2 , auquel  ajou- 
tant le  premier  terme  3 , la 
.fomme  2y+ieft  le  dernier 
terme  [N.  2ya  ) , j’ajoute  le 
premier  terme  3 au  dernier, 
fie  j’ai  la  fomme  des  extrê- 
mes 2y-fr-4-  Je  multiplie 
cette  lomme  par  4- y,  fie  le 


dernier  terme. 


y—  1 

a 

2 y — 2 

l 

3_ 

2y-t*4  Somme  des  extrêmes^ 

jy 

yy-+-xy  Somme  de  la  Progreffion; 
yy^r  2y«=  toy 
y -f-  2 = 1 o 

y=io- 


•2=9 


produit  eft  la  fomme  de  la  progreffion  > or  cette  fomme  eft  égale 


i4t  ELEMENS' 

à 10  multiplié  par  y,  comme  nous  venons  de  dire,  donc  j’ai 
l’équation  yy-\-iy  = toy,  ôc  divifant  tout  par  y , puis  faifant 
palier  2 dans  le  fécond  membre,  je  trouvey  = 8 ; ainfi  l’archer 
a atteint  le  voleur  dans  8 jours  , ce  que  l’on  prouvera  en  conti- 
nuant la  progrellion  3 , y , ôte.  jufqu’au  huitième  terme  que  l’on 
trouvera  être  17, 6c  ajoutant  ce  terme  au  premier,  ce  qui  fera 
20,  puis  multipliant  par  la  moitié  4 du  nombre  des  termes,  on 
trouvera  80  pour  la  fomine  delà  progrelfion,  8c  cette  fomme 
fera  égale  à 10  multiplié  par  le  nombre  des  termes  8 , ainfi  leVo- 
leur  & l’Archer  auront  fait  80  lieues  chacun  au  bout  de  8 jours. 

2 y 8.  Problème.  Un  homme  a gagné  au  jeu  pendant  quelques  jours 
une  progrejfton  de  loüis  dont  la  Jomme  totale  ejl  48  loüis,  & la 
fomme  des  extrêmes  ejl  16  loüis  ; on  demande  combien  de  jours  il  a 
joué,  ce  qu’il  a gagne  le  premier  jour , & de  combien  le  gain  de  chaque 
jour  s' augmentait  au-dejfus  du  précédent. 

Je  divife  la  fomme  de  la  progrelfion  par  la  fomme  1 6 des  ex- 
trêmes , 6c  le  quotient  3 eft  la  moitié  du  nombre  des  termes 
(M  ayi.)  ainfi  cet  homme  a joué  pendant  6 jours. 

Maintenant  pour  répondre  y 

à ce  qu’on  me  demande  en-  y 

core , je  nomme  x le  premier  ~ 
terme,  ôc^'la  différence.  Je 

multiplie  la  différence  par  6 

— 1 , ou  par  y , 6c  ajoutant  au  yy-+-  x dernier  terme. 

{iroduit  y y le  premier  terme  x,  jy-+-2X  Somme  des  extrêmes^ 

a fomme  yy  -4—  jv  eft  le  dernier  3 
terme  ( JV.  2 y 2.) , j’ajoute  à ce  isymi.6x  = .s 

dernier  terme  le  premier  ter-  1/l_^g gx 

me,  je  multiplie  la  fomme  ^ ' 48 6x 

y y -+-  2x  par  3 qui  eft  la  moitié  y — — ~ — 

du  nombre  des  termes,  8c  le 

produit  eft  la  fomme  de  la  progreffion  {N.  2y  1.)  ; ainfi  j’ai  tyy 
H-  6#  = 48 , 6c  faifant  paffer  6x  dans  le  fécond  membre,  puis 

divifant  tout  par  1 y,  j’ai  y— , 6c  le  Problème  eft  indéter-  • 

miné.  1 5 

Or  je  vois  que  pour  déterminer  x , il  faut  qu’en  retranchant 
6x  de  48 , le  refte  puiffe  être  divifé  exaétement  par  1 y , fi  je  veux 

que  la  valeur  — de  la  différence  y foit  une  grandeur  fans 
fraction.  ' - . 
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Je  fuppoi'c  donc  x =3  , & par  conféquent  6x  = 18,  & de  48 
ôtanr  1 8 , le  relie  30  divifé  par  1 y donne  au  quotient  2 —y  ; ainfi 
cet  homme  a gagné  le  premier  jour  3 louis,  le  (ccond  y,  ôcc. 
en  forte  que,  la  progrelfion  eft  3 , y,  7,  p,  11,  13  , & il  eft  aifé 
de  voir  que  ces  nombres  rempliflent  les  conditions  du  Problème. 

Et  cette  folution  eft  la  feule  que  l’on  puilfe  trouver  11  l’on  veut 
que  le  premier  terme  & la  différence  foient  des  nombres  entiers, 
mais  fi  cette  condition  n’eft  pas  requifc,  on  peur  fuppofer  pour  x, 
tel  autre  nombre  qu’on  voudra,  pourvu  que  6x  foit  moindre  que 
48  , & aurant  de  fuppofitions  qu’on  fera  pour  x , autant  on  trou- 
vera de  différentes  folutions. 

De  la  Maniéré  de  compter  les  Piles  de  Boulets. 

2yp.Les  Piles  de  boulets  qu’on  voit  dans  les  Arcenaux  font,' 
ou  des  pyramides  quarrées,  telles  que  celle  de  la  figure  12  de 
la  Planche  qu’on  trouvera  à la  fin  de  ce  premier  Livre,  ou  des 
pyramides  triangulaires  (Fig.  6.)  ou  des  pyramides  oblongues 
(Fig.  13.)  ou  des  pyramides  oblongues  qui  ont  à leurs  extrémités 
deux  pyramides  quarrées  (Fig.  14.)  6c  qui  quelquefois  (ont  auflî 
entrecoupées  de  pvramides  quarrées  (Fig.  iy.;  ôc  il  s’agit,  en 
voyant  ces  pyramides , de  fçavoir  le  nombre  de  boulets  quelles 
contiennent  ! c’eft  ce  que  nous  allons  faire  en  examinant  les  for- 
mations de  ces  piles. 

260.  Si  l'on  écrit  la  fuite  des  nombres  naturels  1.  2.  3.  4.  y.  6. 
7.  8,  &c.  & qu’on  prenne  le  premier,  puis  la  fomnie  des  deux 
premiers , puis  celle  des  trois  premiers , 6c  ainfi  de  fuite  ; on  for- 
mera une  autre  fuite  de  nombres  1.  3.  6.  10.  1 y.  21.  28.  3 5, 
&c.  que  l’on  nomme  triangulaires , parce  que  ce  font  les  feuls 
qui  puiffcnt  s’arranger  en  triangles , comme  on  voit  dans  les  fi- 
gures 1.2.  3.  4.  y. 

26 1.  Chaque  nombre  triangulaire  eft  donc  la  fomrne  d’une 
progrelfion  de  nombres  naturels , ôc  fon  côté  eft  toujours  égal 
au  dernier  terme  de  la  progrelfion  qui  l’a  formé,  6c  auffi  au 
nombre  des  termes  de  cette  progreffion.  Par  exemple,  le  côté 
du  nombre  triangulaire  10  (Fig.  4.)  qui  eft  la  fomnie  de  la  pro- 
greffion 1,2,  3 , 4,  eft  égal  au  dernier  terme  4 de  cette  pro- 
greffion , 6c  au  nombre  des  termes  de  cette  progreffion  ; car  le 
nombre  des  termes  d’une  progreffion  de  nombres  naturels,  eft 
toujours  égal  au  dernier  terme.  Il  eft  aifé  de  voir  que  le  nombre 
de  rangs  que  chaque  nombre  triangulaire  contient , eft  auffi  égal 
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à l'on  dernier  terme,  & que  par  conféquent  on  peut  prendre  ce 
nombre  de  rangs  pour  le  nombre  de  termes  de  la  progreflion 
qui  a formé  le  nombre  triangulaire , ou  le  nombre  de  rangs  pour 
le  dernier  terme. 

262.  Connoiflant  donc  le  côté  d’un  nombre  triangulaire , fi 
on  ajoute  le  premier  terme  à ce  côté,  6c  qu’on  multiplie  la  Tomme 
par  la  moitié  du  nombre  des  rangs,  ou  ce  qui  eft  la  même  chofe 

(>arla  moitié  du  côté,  le  produit  fera  la  valeur  du  nombre  triangu- 
aire  (N.  2?  1.)  ainft  nommant  x le  dernier  terme,  ou  le  côté , ôc 
ajoutant  1 , la  fomme  fera  .v  -+-r , laquelle  multipliée  par  ±x  don- 
nera le  produit  qui  eft  l’expreflîon  générale  de  tout  nom- 


bre triangulaire , dans  laquelle  il  n’y  a qu’à  mettre  la  valeur  de  x 
pour  avoir  le  nombre  demandé. 

Soit  par  exemple  * = 7,  donc  x*  = 4p,  & par  conféquent 

— — - = = v — 28 , 6c  en  effet  28  eft  le  nombro 

triangulaire  dont  le  côté  eft  7,  6c  ainfi  des  autres. 

2 63.  Si  l’on  prend  une  fuite  de  nombres  triangulaires,  par 

exemple  les  cinq  qui  font  exprimés  par  les  figures  1.  2.  3.  4.  y ; 
& qu’on  les  couche  les  uns  fur  les  autres  par  ordre,  en  mettant 
toujours  le  moindre  fur  le  plus  grand  , on  formera  une  pyramide 
triangulaire  (Fig.  6.)  d’où  il  fuit  qu’une  pyramide  triangulaire  eft 
une  fomme  de  nombres  triangulaires.  ire.  2e.  3e. 

264.  On  pourroit  donc  aifément  former  une 
Table  par  le  moyen  de  laquelle  on  trouverait  d’un 
coup  d’oeil  quel  eft  le  nombre  de  boulets  d’une 
pyramide  triangulaire  dont  on  connoîtroit  le  côté 
de  la  bafe.  La  première  colonne  contiendroit  les 
nombres  naturels  >,2,3,4,?,  &c.  La  fécondé 
contiendroit  les  fommes  fucceffives  de  ces  nom- 
bres, c’cft-à-dire  les  nombres  triangulaires  1 , 3, 

6,  10,  1 y,  ôcc.  6c  pour  former  la  troifiéme  on  prendrait  d’abord 
le  premier  triangulaire  1 , enfuite  la  fomme  4 des  deux  premiers 
1,  3,  puis  la  fomme  10  des  trois  premiers  1,3, 6,  6c  ainfi  de 
fuite;  ce  qui  donnerait  les  nombres  1,4,  10,  20,  3 y,  nommés 
pyramidaux  triangulaires , parce  que  ce  font  les  feuls  qui  puilTent 
s’arranger  en  pyramides  triangulaires. 

Pour  connoitre  donc  par  le  moyen  de  cette  Table  quel  eft 
le  nombre  triangulaire  dont  le  côté  eft  4 , on  chercherait  dans  la 
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première  colonne  le  nombre  4,  & à côtd  de  ce  4 on  trouveroit 
dans  la  colonne  des  nombres  triangulaires  le  nombre  jo  qui  fe- 
xoit  voir  que  le  nombre  triangulaire  den^ndé  eft  10,  & ainli  des 
autres. 

De  même  fi  on  vouloit  connoître  combien  de  boulets  contient 
une  pyramide  triangulaire  dont  le  côté  de  la  bafe  eft  y , on  cher- 
cheroit  dans  la  première  colonne  le  nombre  y , & à côté  de  ce 
nombre  on  trouveroit  dans  la  troifidme  colonne  le  nombre  3 y 
qui  feroit  voir  que  la  pyramide  demandée  contient  3 y boulets. 

Nons  donnerons  bientôt  une  Méthode  plus  courte , & qui 
n’obligera  pas  de  porter  toujours  avec  foi  une  longue  Table. 

26 y.  Les  pyramides  quarrées  font  compofdes  de  plufieurs  cou- 
ches qui  font  en  defeendant  1.4.9.  16.  2y,  Ôte.  c’eft-à-dire  les 
quarrds  des  nombres  naturels.  Par  exemple  la  pyramide  de  la  figure 
1 2 eft  compofée  des  cinq  quarrds  des  figures  7,  8 , 9 , 1 o , 1 1 , ainfi 

{jour  trouver  combien  une  telle  pyramide  contient  de  boulets  , 
1 n’y  a qu’à  fçavoir  ce  que  vaut  une  fuite  finie  de  quarrds  1.  4.  9. 
1 6 , Ôcc.  ôt  cela  peut  encore  fe  trouver  en  conftruifant  une  Table 
ainfi  qu’on  va  voir. 

2 66.  J’écris  dans  une  colonne  les  nombres  na- 
turels 1.  2.  3.4.  y , ôcc.  qui  marquent  les  côtés 
des  quarrds  ; à côté  de  cette  colonne , j’en  for- 
me une  fécondé  qui  contient  la  progrefiion 
des  nombres  impairs  1.-  3.  y.  7.  9,  ôcc.  je 
forme  une  troifidme  colonne  dans  laquelle 
j’écris  d’abord  1 , puis  la  fomme  4 des  deux 
premiers  nombres  impairs  1.3,  puis  la  fomme 
5)  des  trois  premiers  1.  3.  y , ôc  ainfi  de  fuite, 
ôc  cette  colonne  contient  les  quarrds  des  nombres  naturels  t. 
2.  3 de  la  première  ; enfin  je  fais  une  quatrième  colonne  dans 
laquelle  j’écris  d’abord  1 , puis  la  fomme  y des  deux  premiers 
quarrds,  puis  la  fomme  14  des  trois  premiers  1.  4.  9,  ôt  ainfi  de 
fuite. 

Si  l’on  veut  donc  fçavoir  quel  eft  le  quarré  dont  le  côtd  eft  y, 
on  cherchera  dans  la  première  colonne  le  nombre  y , Ôt  à côté 
de  ce  nombre  on  trouvera  dans  la  troifidme  colonne  le  nombre 
25  , qui  fait  voir  que  le  quarré  de  y eft  2 y. 

De  même , fi  on  veut  fçavoir  combien  de  boulets  contient 
une  pyramide  dont  le  côté  de  la  bafe  eft  4,  on  cherchera  dans 
la  première  colonne  le  nombre  4 , ôc  à côté  4e  ce  nombre  on 
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trouvera  dans  la  quatrième  colonne  le  nombre  30  qui  fait  voit 
que  cette  pyramide  contient  30  boulets,  & ainfi  des  autres. 

Comme  on  n’a  pas  toujours  des  Tables,  & que  celles  qu’on 
trouve  quelquefois  par  hazard  fe  trouvent  fouvent  peu  exactes 
par  t erreur  ou  la  ne!gligence  des  Copiftes,  je  vais  donner  deux 
formules  allez  (impies  pour  les  pyramides  quarrées  & triangu- 
laires , & je  ferai  voir  enfuite  comment  on  peut  compter  les  au- 
tres. Ces  formules  dépendent  du  Théorème  fuivant. 

267.  Theoreme.  ii  l'on  prend  la  fuite  des  nombres  naturels , o. 
I.  2.  3.  4,  dre.  qui  commencent  par  zéro,  & qu'on  en  faJJ'e  les  quar- 
tés o.  1.  4.  9.  1 6.  2 y.  3 6,  &c.  je  dis  queft  F on  fait  la  femme  des 
deux  premiers  quarrés;  des  trois  premiers,  dre.  chacune  de  ces  fem- 
mes fera  à fen  dernier  terme  ou  au  plus  grand  quarré  quelle  contient 
multiplié  par  le  nombre  des  terme> , c’ejl  à-dire  par  le  nombre  qui  exprime 
combien  il  y a de  quai  rés  dans  cette femme , comme  là 3 , plus  comme 
.1  à Jlx  fois  la  racine  du  plus  grand  quarré. 

Je  pourrois  démontrer  cette  propolition  en  employant  l’ Al- 
gèbre , mais  comme  le  calcul  eft  un  peu  long  & compliqué,  je 
me  contenterai  de  le  démontrer  par  une  ftmple  indu&ion  en 
cette  forte. 

Je  prens  d’abord  les  deux  premiers  quarrés  o,  1 , leur  fomme 
eft  1 , & le  dernier  terme  1 multiplié  par  le  nombre  des  termes, 
ou  pris  autant  de  fois  qu'il  y a de  termes  eft  23  ainfi  la  fomme 
eft  au  plus  grand  quarré  multiplié  par  0 + , _ , 

le  nombre  deS  termes,  comme  1 eft  =i=i-+-i 

à 2 , 6c  par  conféquent  elle  en  eft  la  1 + 1 1 

moitié  3 or  la  moitié  d’une  grandeur  eft  égale  au  tiers,  plus  au 
fixiéme  de  cette  grandeur  ; donc  la  fomme  des  quarrés  o , 1 eft 
au  dernier  multiplié  par  le  nombre  des  termes  comme  1 à 3 , 
plus  comme  1 à 6,  mais  6 ou  6x  1 eft  la  même  chofe  que  la 
racine  1 du  plus  grand  quarré  1 multiplié  par  6 3 donc  la  fomme 
eft  au  dernier  terme  multiplié  par  le  nombre  des  termes  comme 
1 à 3 , plus  comme  1 à 6 fois  la  racine  du  plus  grand  quarré. 

Je  prens  les  trois  premiers  quarrés  o-t-  H-  4 , leur  fomme 
eft  y ,&  le  plus  grand  4 #+1  + 4 

multiplié  par  le  nombre  = fi  = fi  -H  tt  = f -+-  rr 

j • • 4 ^ 4 4 

des  termes  , ou  pris  trois 

fois  eft  12  3 donc  la  fomme  eft  au  dernier  terme  multiplié  par  le 
nombre  des  termes  comme  y eft  à 12,  6c  par  conféquent  elle 
en  cû  les  cinq  douziémo , mais  £ = 4-  ^ ôc  ^ = * j donc 
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~ ; ainfi  la  fomme  eft  au  dernier  terme  multiplié  par 
le  nombre  des  termes  comme  î eft  à 3 , plus  comme  i eft  à 12, 
ou  2x6  ; mais  2x6  eft  égal  à la  racine  2 du  plus  grand  quarré 
multiplié  par  6 ; donc  la  fomme  eft  au  dernier  rerme  multiplié 

{>ar  le  nombre  des  termes  comme  1 à 3 , plus  comme  1 à 6 fois 
a racine  2 du  plus  grand  quarré. 

Je  prens  les  quatre  premiers  quarrés  o.  1.  4.  9,  la  fomme  eft 
'14  & le  dernier  9 pris  4 o u 

fois  eft  ? 6 ; donc  la  lomme  - : = = j-{  -t-  ,V  — 7 -+- 

eft  au  dernier  terme  mul-  9'  9%  9~  9‘ 


tipliépar  le  nombre  des  termes  comme  14  à 36  , ainfi  elle  en 

eft  les  î a i or  j-J  = ; donc  la  fomme  eft  au 

dernier  terme  multiplié  par  le  nombre  des  termes  comme  1 à j, 
plus  comme  1 eft  à 6 fois  la  racine  3 du  plus  grand  quarré 
Je  prens  les  cinq  premiers  quarrés  o.  1.  4.  9.  1 6.  leur  fomme 


le  der- 

r Ié-4-I^-f-  I f-+- 

mer  16 


■ — yn — i = J»-==_! 1-  -t 

8o“"|  24  2 4 1 * 4 J 1 24 


pris  cinq  fois  fait  80;  ainfi  la  fomme  eft  ou-|-  du  dernier  terme 
multiplié  par  le  nombre  des  termes  ; or  ven  multipliant 


tout  par  3,  & £ = £4-^  = donc  la 

fomme  eft  au  dernier  terme  multiplié  par  le  nombre  des  termes 
comme  1 à 3 , plus  comme  t à 4 x 6 , ou  comme  î à la  racine 
du  plus  grand  quarré  multiplié  par  6. 

Et  comme  en  continuant  de  prendre  un  plus  grand  nombre  de 
quarrés,  je  trouve  toujours  la  même  chofe,  il  s’enfuit  que  le 
Théorème  eft  démontré.  On  trouvera  une  Démonftration  plus 
géométrique  de  ceci  dans  l’Arithmétique  des  Infinis  dont  nous 
traiterons  plus  bas. 


268.  Problème.  Trouver  combien  il  y a de  boulets  dans  (tne  py- 
ramide quarrée  ? 

Je  fuppofe  que  la  fuite  des  quarrés  qui  compofcnt  la  pyramide 
commence  par  zéro  & foit  o , 1 , 4 , 9,  1 Ôcc.  jufqu’au  quarré  de 
la  bafe  que  je  nommerai  xx,  ainfi  le  nombre  des  termes  de  cette 
fuite  furpalfera  d une  unité  le  nombre  des  couches  de  la  pyra- 
mide, & n’augmentera  pourtant  pas  fa  valeur,  à caufe  que  zéro 
ajouté  à une  fomme  ne  rend  pas  cette  fomme  plus  grande.  J’aurai 
donc  x -+-i  pour  le  nombre  des  termes,  & multipliant  le  der-: 
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Digitized  by  Google 


i jo  E LE  MENS 

nier  terme  par  .v-t-i  , j’aurai  aî-Hx1  qui  fera  le  produit  du  der- 
nier terme  multiplié  par  le  nombre  des  termes; or  la  fuite  o.  i. 
y.  9.  16,  ôc c.  .va,  eft  égale  au  tiers  de  ce  produit,  plus  à une 

fratlion  de  ce  même  produit  exprimée  par  — , & le  tiers  de  xi 
* n ' ~ donc  la  fuite  o.  1.  4.  p.' 


■ a*  eft 


„ . 1 „ xi+x» 

, & le  — eft  , 

3 6x  6x  7 

* q a J . » , x>+x 

1 6 , & AA  eft  égalé  a h 


ramide  donnée  fera 


xj+x* 


6x 
x'+x’ 

6x 


-,6c  par  conféqucnt  la  py- 
, ce  qui  donne  la  réglé  fui- 


vante. 


Réglé.  Faites  la  fortune  du  cube  & du  quant  du  dernier  terme  ; 
divifez  cette  Jomme  par  3 , enfuite  divifez  la  même  Jomme par  6 fois 
la  racine  du  dernier  terme , ou  par  6 fois  le  côté  de  la  bafe  de  la  pyra- 
mide, & les  deux  quotiens  ajoutés  enjemble  vous  donneront  lafomme 
des  boulets. 

Soit  x=p,  c’cft-à-dire  fuppofons  que  le  côté  de  la  bafe  de 
la  pyramide  contienne  p boulets , nous  aurons 

7,9+81  7:9+81 


donc 
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1 — = 270-+-  ty  = 28  y ; ainfi  la  pyramide 

contiendra  28 y boulets  , ôc  en  effet  fi  l’on  fait  la  fuite  des  quar- 
rés  1. 4.  p.  1 6 , ôcc  jufqu’au  dernier  qui  fera  81 , puifque  le  côté 
•de  la  bafe  eft  p , ôc  qu’on  additionne  ces  quarrés , on  trouvera 
que  la  fomme  eft  28  ç. 

2 6p.  Problème.  Trouver  le  nombre  de  boulets  contenus  dans  une 
pyramide  triangulaire. 

Nous  avons  déjà  dit  que  toute  pyramide  triangulaire  eft  une 
fuite  ou  une  fomme  de  nombres  triangulaires! A.  263.),  ôc  que 
tout  nombre  triangulaire  eft  la  fomme  d’une  progreflion  de  nom* 
bres  naturels,  (N.  260.).  Cela  pofé. 

Suppofons  que  la  fuite  des  nombres  triangulaires  qui  compo- 
fent  la  pyramide  commence  par  zéro,  ôc  que  la  progreftion  des 
nombres  naturels  ait  auffi  zéro  pourfon  premier  terme,  ce  qui 
fera  que  le  nombre  des  termes  furpaffera  d’une  unité  le  nombre 
des  rangs  de  la  pyramide , ôc  le  nombre  des  termes  de  la  pro- 
greftion  1.2.  3 , ôcc.  fans  augmenter  pourtant  la  valeur  ni  de  la 
pyramide,  ni  de  la  progreflion  naturelle  1.  2.5  , ôcc. 
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Or  delà  il  arrivera  qu’en  nommant  x le  dernier  terme  de  la 
progrelfion  o.  1.2.3,  &c.  qui  formera  un  nombre  triangulaire, 
le  nombre  des  termes  fera  *+1  , & par  confcquent  la  fournie 
de  la  progrelïion  fera  x-f-o  multiplié  par-j  x -+-  -j  (Àr.  2$  1.)  ; or 

#-|-o,ou  x multiplié  par-jx-hy  donne  donc  le  nom- 

bre triangulaire  formé  par  cette  progrelïion  fera  encore  *-* 

de  même  que  nous  l’avons  trouvée  ci-delïus  {N  262.)  ce  qui 
doit  être  efleftivement,  à caufe  que  zéro  ajouté  à une  valeur  ne 
l’augmente  point. 

Maintenant  exprimons  la  progrelïion  c£  1.  2.  3. 4,  ôcc.  par  les 
caractères  o.  a.  b.  c.  d , ôc c.  jufqu’au  dernier  que  nous  nomme- 
rons x,  fie  qui  par  conféquent  fera  le  côté  de  la  bafe  delà  pyra- 
mide ; le  nombre  triangulaire  o fera  donc  — - , le  nombre 

triangulaire  formé  par  les  deux  premiers  termes  o.  a.  fera ; 

celui  qui  fera  formé  par  les  trois  premiers  termes  o.  a.  b.  fera 
— — , ôc  ainfi  de  fuite  jufqu’au  dernier  nombre  triangulaire  qui 


feraf!±!,&  il  ne  s’a’git  plus  que  de  trouver  la  fomme  de  tous 
ces  nombres. 

Pour  cela  négligeons  d’abord  le  divifeur  2 , ôc  faifons  la  fomme 
de  tous  les  numérateurs  laquelle  nous  diviferons  enfuite  par  le 
divifeur  2 que  nous  aurons  négligé.  Cette  fomme  fera 
compofée  de  deux  fuites  dont  l’une  fera  la  fuite  des  quar- 
tés des  nombres  naturels  o.  1.2.3,  ôc  c.*,  fie  l’autre  fera 
la  fuite  de  ces  mêmes  nombres  ; or  la  fuite  des  quarrés 

eft  — 1 — (N.  268.)  ôc  la  fuite  de  la  progref- 

fion  o.  1.  2.  3 , ôcc.  x , eft  comme  nous  venons 
de  voir;  ajoutant  donc  enfemble  ces  deux  fuites,  la  fomme  des 


o'H-o 
a1  -h  a 

bl-+-b 

t!  + c 
ôcc. 


nombres  triangulaires  fera  — 


»>■ 


-+- 


Je  réduis 


3 éx  2 

ces  trois  fractions  au  même  dénominateur , en  multipliant  le 
numérateur  ôc  le  dénominateur  de  la  première  par  2 , ôc  ceux 
de  la  derniere  par  3 , ôc  en  divifant  le  numérateur  fie  le  déno  mit 


1J2 


ELEMEN  S 


nateur  de  la  fécondé  par  x,  ce  qui  donne 


ixl  + tx* 


X*-»-# 


JXX-h} X . . . **’- 

, ôc  corrigeant  1 cxprelfion  , j ai  — 


6 

-6x* 


■4* 


qui 


i fe  ré- 


duit à ~r 3 — — — j en  divifant  le  numérateur  & le  dénomina- 
i . ..  . 

nateur  par  2 ; enfin  je  divife  cette  fra£tion  par  le  divifeur  2 que 
j’ai  négligé , ôc  le  quotient  — + eft  la  pyramide  cher- 

chée, d'où  l’on  tire  la  réglé  fuivante. 

Réglé.  Prenez  le  cube  du  coté  de  la  bafe,  trois  fois  le  quarre  de 
ce  coté  j dr  deux  fois  ce  côté  ; faites-en  la  fomme , dr  divifez-la  par 
6 , ce  qui  donnera  le  ntmbie  de  boulets  contenus  dans  la  pyramide 
triangulaire. 

Soit  8 le  côté  de  la  bafe,  ainfi  *=8,  ôc  par  conféquent 

»l  + )x*+  ix  î I » -4- 19 1 -f-  1 4 . - ri 

= = I-~  = 120:  ainfi  120  iera  la 

. « « * 

nombre  de  boulets , & en  effet  fi  l’on  prend  les  huit  premiers 
nombres  triangulaires  dont  le  dernier  aura  8 au  côté , on  trou- 
vera que  leur  fomme  eft  égale  à 120. 

270.  Problème.  Trouver  quel  ejl  le  nombre  de  boulets  contenus 
dans  une  pyramide  oblongue,  ou  dans  une  pyramide  oblongue  terminée 
par  des  pyramides  quarrees , ou  dans  une  pyramide  oblongue  termi - 
née  & entrecoupée  par  des  pyramides  quarrees. 

Soit  la  pyramide  oblongue  (Fig.  1 5.)  ; cette  pyramide  eft  com- 

Îofée  de  la  pyramide  quarrée  ABC,  ôc  de  la  figure  oblongue 
)EHGF , ainfi  le  nombre  de  boulets  contenus  dans  ces  deux 
figures  eft  le  même  que  celui  qui  eft  contenu  dans  la  figure  en- 
tière. 

Or  la  pyramide  ayant  6 boulets  au  côté  de  fa  bafe , je  fais  le 
cube  de  6 qui  eft  21 5,  & le  quarré  de  6 qui  eft  36,  j’ajoute  ces 
deux  quantités  enfemble , ce  qui  donne  la  fomme  2^2  ; je  divife 
cette  fomme  par  3 , ôc  le  quotient  eft  84,  je  divife  la  même 
fomme  par  6x  6,  ou  par  3 6 , & le  quotient  eft  7,  j’ajoute  les 
deux  quotiens  84  ôc  7 , ôc  la  fomme  p 1 eft  le  nombre  de  bou- 
lets contenus  dans  la  pyramide  ABC. 

Maintenant  la  figure  DEHGF  n’eft  autre  chofe  que  le  trian- 
gle FHG  pris  autant  de  fois  qu’il  y a de  boulets  dans  le  rang  DF; 
mais  le  triangle  FHG  a fix  boulets  à fa  bafe  HG  > donc  ce  trian- 
gle eft  = V = 2 1 (M  262.),  multipliant  donc  21  par  le 

nombre 
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nombre  18  des  boulets  du  rang  DF,  le  produit  578  eft  le  nom- 
bre de  boulets  contenus  dans  la*figure  DEHGF  ; donc  en  ajou- 
tant 378  au  nombre  pi  de  la  pyramide  quarrée  ABC  , la  fornrnc 
469  fera  la  fomme  totale  des  boulets  de  la  figure  1 3. 

Soit  la  pyramide  oblongue  terminée  par  deux  pyramides  quar- 
rées  (Fig.  14.)  les  deux  pyramides  étant  égales,  je  mefure  la  py- 
ramide ABC , en  faifant  la  fomme  376  du  cube  y 1 2 & du  quarré 
64  du  côté  BC  = 8 ; je  divife  cette  fomme  par  3 , ôc  le  quotient 
eft  192;  je  divife  la  même  fomme  par  6 x 8 , ou  par  ^8 , ôc  le  quo- 
tient eft  12  ; j’ajoute  les  deux  quotients  enfemble  , ce  qui  donne 
204  pour  le  nombre  des  boulets  de  la  pyramide  ABC  ; ainfi  dou- 
blant ce  nombre,  ce  qui  fait  408 , j’ai  le  nombre  des  boulets  des 
. deux  pyramides  ABC,  DEF. 

Je  coupe  la  figure  qni  eft  entre  les  deux  pyramides  en  deux 
parties  dont  l’une  HRNM  eft  une  figure  oblongue,  ôc  l’autre 
SPV  eft  une  pyramide  triangulaire  ; or  la  figure  HRNM  n’eli 
autre  chofe  que  le  triangle  dont  le  côté  eft  NM  = 4 pris  autant 
de  fois  qu’il  y a de  boulets  dans  le  rang  HM  = 17  ; c’eft  pour- 
quoi faifant  le  triangle  du  côté  NM  qyi  eft = ^ = 10 , ôc 

multipliant  10  par  17,  le  produit  170  eft  la  fomme  des  boulets 
contenus  dans  HRNM.  La  pyramide  triangulaire  SPV  ayant  trois 

boulets  au  côté  de  fa  bafe  PV  eft  —10.  (M  2 69.) 

ajoutant  donc  1 o au  nombre  170  delà  figure  HRNM , la  fomme 
180  eft  le  nombre  de  boulets  contenus  entre  les  deux  pyramides; 
donc  en  ajoutant  180  à la  fomme  40S  des  deux  pyramides,  la 
fomme  y 88  eft  le  nombre  de  tous  les  boulets  de  la  figure  14.  ôc 
il  eft  aifé  de  calculer  de  la  meme  façon  la  figure  1 y. 

X 1 | jf  ^ 

271.  Remarque . Si  l’on  trouve  que  la  formule  — H 

xl-K** 


éx 


eft  un  peu  embarraflante , on  la  funplifîcra  en  cette  forte. 
Je  divife  le  numérateur  ôc  le  dénominateur  de  la  fécondé  frac- 

• X* . 

tion  par  x , ôc  j’ai  — 


«». 


qui  eft  encore  la  même  que 
(M  3 3.)  Je  multiplie  le  numérateur  ôc  le  dénominateur  de  la  pre- 

• qui  eft  encore  la  même  que 


u’- 


miere  fra&ion  par  2 , ôc  j’ai 

(N.  31.)  ainfi  la  formule  fe  change  en  celle-ci  **  "l",x  ~f’*  "4~* 


Tome  I. 
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laquelle  en  Corrigeant  1 exprelfipn  eft  , formule  des 

pyramides  quarrées , ôc  cette  formule  ne  différé  de  celle  des  py- 

ranudes  triangulaires  qui  elt qu  en  ce  que  dans  1 une 

le  terme  xi  eft  multiplié  par  2,  & le  terme  x n’cft  multiplie  que 
par  l’unité , au  lieu  que  dans  l’autre  le  terme  .v3  eft  multiplié  par 
l’unité  , ôc  le  terme  .v  eft  multiplié  par  2.  Les  trois  formules  pour 
les  piles  de  boulets  font  donc  en  mettant  * pour  le  côté  de  fa  bafe. 

, Formule  des  triangles. 

Formule  des  pyramides  quarrées. 


x5  -+-3X1  -f-  zx 
6 


, Formule  des  pyramides  triangulaires. 


CHAPITRE  VIII. 

Des  Raifons  , Proportions  & Progrejfions  Géométriques. 

C72.  ÇI  le  premier  terme  d’une  Raifon  géométrique  eft  égal 
O au  fécond,  la  raifon  s’appelle  Raifon  ef  égalité  ; s’il  eft 
plus  grand  la  raifon  fe  nomme  Raifon  de  plus  grande  inégalité , ôc 
s’il  eft  moindre  c’eft  une  Raifon  de  moindre  inégalité. 

273.  Il  ne  faut  pas  confondre  la  raifon  d’égalité  avec  ce  qu’on 
nomme  égalité  de  raifons  ; car  la  raifon  d’égalité  eft  entre  deux 
grandeurs  égales , ôc  l’égalité  de  raifons  eft  entre  deux  raifons 
égales.  Quand  on  dit  a=b , voilà  une  raifon  d’ égalité,  ôc  quand 
on  dit  a.  b : : c.  d,  voilà  une  égalité  de  raifons  ; ainfi  l’un  eft  bien 
différent  de  l’autre. 

274.  Quand  l’antécédent  contient  un  certain  nombre  de  fois 
exactement  fon  conféquent  comme  deux  fois,  trois  fois , ôcc.  la 
raifon  fe  nomme  double,  triple , quadruple , ôcc.  ôc  en  general 
multiple.  Mais  fi  l’antécédent  ne  contient  pas  exactement  fon  con- 
féquent, comme  par  exemple  3 qui  contient  2 une  fois  ôc  demi, 
on  fe  contente  d’exprimer  la  raifon  par  fes  termes  en  difant  :que 
la  raifon  eft  de  3 à 2,  ôc  on  en  agit  ainfi  pour  éviter  les  noms 
barbares  de  fefquiahere , fefquitierce , Jurparticuliere , Jurpatiente , 
furbipatiente , c Te.  dont  les  Anciens  fe  fervoicnr. 

27  j.  Quand  le  conféquent  contient  un  certain  nombre  de  fois 
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èxaélcmcnt  fon  antécédent , la  raifon  eft  fousdouble , foustriple, 
fousquadruple , ôcc.  & en  général  fousmulttple , parce  que  dans 
toute  raifon  c’eft  toujours  le  premier  terme  qu'on  rapporte  au 
fécond,  6c  qu’alors  le  premier  eft  la  moitié , ou  le  tiers  , ou  le 
quart , ôcc.  du  fécond  ; mais  dans  les  cas  ou  l’antécédent  n’cft  pas 
contenu  exaûement  dans  le  conféquent , on  exprime  la  raifon 
par  fes  termes  mêmes , comme  la  raifon  de  2 à j , de  4 à y,  ôte. 

27 6.  L’expofant  d’une  raifon  étant  le  quotient  de  la  divifion 
du  plus  grand  terme  par  le  moindre , il  eft  clair  que  le  moindre 
terme  multiplié  par  l’expofant  doit  être  égal  au  plus  grand,  puif- 
que  dans  toute  divifion  le  produit  du  divifeur  par  le  quotient  eft 
égal  au  dividende  (N.  2p.)  ainfi  dans  la  raifon  a,  b,  11  a eft  plus 
grand  que  b,  ôc  que  le  quotient  de  a divifé  par  b , ou  l’expofant 
foit  nommé/»,  on  aura  a=bp,  ôc  ft  au  contraire  b eft  plus  grand 
que  a,  ôc  que  le  quotient  de  b divifé  par  a,  ou  l’expofant  foit  en- 
core nommé./,  on  aura  b = ap.  Nous  fuppoferons  toujours  que 
le  premier  terme  eft  plus  grand  que  le  fécond,  à moins  que  nous 
ne  difions  autrement. 

277.  TheorEME.  Dans  toute  proportion  géométrique  le  produit  des 
extrêmes  ejl  égal  au  produit  des  moyens  , & ft  ta  proportion  eft  conti- 
nue , le  produit  des  extrêmes  eft  égal  au  quarré  de  la  moyenne. 

Soit  la  proportion  géométrique  a.b::c.  d ; je  nomme  p l’expo- 
fant  dçla  raifon  a,  b , lequel  eft  le  même  que  l’expofant  de  la 
raifon  c,d,  puifque  ces  deux  raifons  étant  égales,  le  premier 
antécédent  a contient  fon  conféquent  b de  la  même  façon  que 
l’antécédent  c contient  fon  conféquent  d ; ainfi  nous  aurons 
• a=bp,  ôc  c—dp  (N.  27 6.)  ôc  mettant  ces  valeurs  de  a ôc  dec 
dans  la  proportion,  nous  aurons  bp.  b : : dp.  d , ôc  faifant  le  pro- 
duit des  extrêmes  ôc  celui  des  moyens,  nous  aurons  bpd , ôc  dpb, 
or  ces  deux  produits  font  égaux,  puifqu’iltf  font  formés  par  les 
mêmes  grandeurs  ; donc  bpd—dpb , ôc  remettant  dans  cette 
équation  a au  lieu  de  bp,  ôc  c au  lieu  de  dp , nous  aurons  ad  = bc , 
ôc  par  conféquent  le  produit  des  extrêmes  eft  égal  au  produit  des 
moyens. 

Si  la  proportion  étoit  continue  comme  ::a,  b,  c,  on  l’écri- 
roit  ainfi  a,  b ::b, c,  & c nommant  l’expofant  p,  la  première  rai- 
fon a,  b , feroit  la  même  que  bp,  b,  ôc  la  féconde  raifon  b,  c,  feroit 
la  même  que  cp.  c,  ainfi  la  proportion  fe  changeroit  en  celle-ci 
bp.  b::  cp. c , qui  feroit  encore  la  même , ôc  faifant  le  produit  des 
extrêmes,  ôc  celui.des  moyens  on  auroit  bpc—cbp , mais  bp— a, 

Yij 
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& cp  — b;  mettant  donc  a au  lieu  de  bp  dans  le  premier  produit  j 
& b au  lieu  de  cp  dans  le  fécond,  on  auroit  ac  = bb , c’eft-a-, 
dire  le  produit  des  extrêmes  égal  au  quarré  de  la  moyenne. 

278.  Corollaire.  Si  quatre  grandeurs  a , b,  c,  A,  font  dtfpofiet 
de  telle  façon  que  le  produit  des  extrêmes  foit  égal  au  produit  des 
moyens  t ces  quatre  grandeurs  feront  en  proportion.  Si  cela  n’étoit  pas 
l’expofant  de  la  raifona,^,  feroit  donc  different  de  l’expofant 
de  la  raifon  c,  d.  Nommons  le  premier  p , & le  fécond  q,  donc 
nous  aurons  a— bp , & c=  dq  ; ainfi  les  quatre  grandeurs  feront 
bp,  b,  dq , d,  fie  le  produit  des  extrêmes  bpd,  ne  fera  pas  égal  à 
celui  des  moyens  bdq , ce  qui  eft  contre  la  fuppofition. 

275.  Corollaire  II.  Si  quatre  grandeurs  a , b , c , d , font  pro- 
portionnelles , on  trouvera  toujours  quelles  font  en  proportion  de  quel- 
que façon  qu'on  les  difpofe , pourvu  que  l on  obferve  que  les  extrêmes 
reflent  tous  deux  extrêmes , ou  qu'ils  deviennent  tous  deux  moyens , & 
que  les  moyens  rejlent  tous  deux  moyens  ou  qu’ils  deviennent  tous  deux 
extrêmes. 

On  pourra  donc  faire  les  fept  chan-  a.bwc.d.  ad=  be 
gemensfuivansdanslefquelsileftaifé  jer  c--bd  ad=bc 
de  voir  que  la  proportion  fubfifte  tou-  ^ ÿ a \ \ J e\  cb  = ad 
jours,  puifque  le  produit  des  extrê-  . b.dwa.c.  cb  = ad 
mes  & celui  des  moyens  font  toujours  V À c '.  ’.b  à ad— cb 
les  mêmes  que  le  produit  des  extrê-  3V  c a " d b * eb  — ad 

mes  & celui  des  moyens  des  quatre  ^e"  db-:c'à  ad cb 

grandeurs  a,  b,  c,  d,  Ravoir  ad=bc,  t\  c\  d .'  a[  b\  cb  — ad 
& bc  = ad.  ' 

Le  premier  changement  fe  nomme  alternando , parce  qu’on  • 
compare  les  grandeurs  alternativement,  la  première  à la  troifiéme, 
& la  fécondé  à la  quatrième. 

Le  fécond  fe  nomme  invertendo,  ou  permutando , parce  qu’on 
met  les  conféquens  à la  place  des  antécédens.  Les  autres  n’ont 
d’autres  noms  que  ceux  qu’ils  tirent  de  l’arrangement  de  leurs 
termes , ainfi  dans  le  troifiéme  on  compare  le  premier  conféquent 
au  fécond,  & le  premier  antécédent  au  fécond  antécédent;  dans 
le  quatrième  on  compare  le  fécond  conféquent  à fon  antécédent, 
& le  premier  conféquent  à fon  antécédent,  &c. 

280.  Corollaire.  III.  Si  quatre  grandeurs  a,b,c,  d,  font 
proportionnelles , & qu'on  ajoute  ou  qu'on  retranche  chaque  conféquent 
de  fon  antécédent,  ou  chaque  antécédent  de  fon  conféquent,  il  y aura 
toujours  proportion.  Ainfi  l’on  pourra  faire  les  changemens  luivans 
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dans  lefquels  je  vais  démontrer  que  la  proportion  fubfifte  toujours. 

Le  produit  des  ex- 
trêmes du  premier  a.  b::c.  d ad=bc 

changement  eft  ad  î^.'aAb.  b::cAd.d  adAbd=bcAbd 
Adb , & celui  des  2e.  a — b.b::c—*  d.d  ad — bd—bc — bd 
moyenseft  bcA bd,  3e.  a.  aAb::c.cAd  ac -+- ad—  acAbc 
. or  les  termes  bd,  db  a.  a — b::c.c—~d  ac — ad=ac — bc 
font  égaux , ôc  les 

termes  ad,  bc , le  font  auffi  puifque  les  quatre  grandeurs  propor- 
tionnelles a ,b  , c , d , donnent  ad  — bc,  donc  les  produits  ad  A 
db,  bcbc  A- bd  étant  compofés  de  quantités  égales  font  parfai- 
tement égaux,  ôc  ainfi  des  autres.  Le  premier  & le  troifiéme 
de  ces  changemens  fe  nomment  componcndo , ôc  le  fécond  fie  le 
quatrième  fe  nomment  dividendo. 

381.  Remarque.  Il  eft  clair  qu’on  peut  faire  la  même  chofe 
dans  les  fèpt  difpofitions  du  fécond  Corollaire  ; or  quand  on  dit 
bA-a.  a ::  dA-c.  c.  ou  b — a.  ai:  d — c.  c,  c’eft-à-dire  le  premier 
conféquent  plus  où  moins  fon  antécédent , cela  fe  nomme  con- 
vertendo , ou  converfion  de  raifon. 

382.  Corollaire  IV.  5»  quatre  grandeurs  font  en  proportion , & 
fuon  ajoute  ou  qu’on  retranche  des  deux  premiers  termes , ou  des  deux 
derniers,  ou  des  anticédens,  ou  des  deux  confequcns,  ou  enfin  des  qua- 
tre termes  des  grandeurs  qui  fofent  en  même  r-aijon  que  ces  termes , il 
y aura  toujours  proportion. 

Soit  la  proportion  a.  b : : c.  d , a.  b:\c.d 

je  prens  les  deux  grandeurs  m,  1 a Am.  b An::  c.  d 
»,  qui  font  en  même  raifon  que  2e.  a — m.b — n::c.d 
a ôc  b,  ôc  je  dis  que  a Am.  b 3e.  a -+-  m.  b ::  cA-n.  d 
An  11  c.  d.  Supposons  quel’ex-  4.'.  a — m.b::  c — ».  d 
pofant  de  la  raifon  a , b , foit  p , ye.  a.  b Ami:  c.  dA-n 
fie  nous  aurons  a=pb,  ainfi  6e.  a.  b — m::c.d — » 
l’expofant  de  la  raifon  m,  n,  7e.  a Am.  bAr::cAn.  dAt 
étant  aufli p , nous  aurons  m = 8e.  a — m.b — r:ic—n.d — t 

np , mettant  donc  les  valeurs  de 

a & de  m dans  a Am  Sx.  b An,  nous  aurons  pbAnp,  b An; 
or  fi  je  divife  le  premier  terme  de  cette  raifon  par  le  fécond  , 
le  quotient  ou  l’expofant  fera  p,  c’eft-à-dire  le  même  que  celui 
de  la  raifon  a,  b,  ou  de  la  raifon  c,  d,  fie  par  conféquent  les  trois 
raifons  pbAnp,  b An-,  a,  b;  c,  d feront  égales;  mais  la  raifon 
pbAnp , £47»,  eft  égale  à la  raifon  a A.m  t b An;  donc  celle; 
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ci  eft  aufli  égale  à chacune  des  deux  raifons  a,  b;  c , d,  & par- 
tant a-hm , b -H  ni:  c.  d.  Il  eft  ailé  de  démontrer  la  même  chofe 
dans  le  troiliéme , quatrième,  cinquième  6c  lixiéme  cas,  en  fup- 
pofant  que  les  grandeurs  m ,n , font  en  même  raifon  que  les  an- 
técédens  a,  b,  ou  que  les  conféquens b , d,  6c  dans  le  feptième 
& huitième  cas,  les  grandeurs  »j,r,  de  même  que  les  gran- 
deurs n,  t,  doivent  être  dans  la  même  raifon  que  les  termes  ai 
b , ou  c , d. 

28$.  Corollaire  V.  Si  quatre  grandeurs  a,  b,  c,  d,  font  en 
proportion , & qu'on  les  multiplie  par  quatre  autres  grandeurs  e,  f, 
g,  h,  qui  foient  aujji  en  proportion , c'efi-  à-dire  chaque  terme  par 
chaque  terme , les  produits  feront  encore  en  proportion , & ce  feroit  la 
même  chofe  fi  on  divifoit  chaque  terme  par  chaque  terme. 

Il  s’agit  de  prouver  que  ae.  bf  : : cg.  dh. 

Je  nomme/»  l’expofant  de  la  première  pro-  a.  b ::  c.  d. 

portion , donc  a = bp , ôc  c = dp , ôc  met-  e.  f y.  g.  h. 

tant  ces  valeurs  de  a ôc  de  c dans  la  pre- 
mière proportion , j’ai  bp.  b y.  dp.  c. 

Je  nomme  q l’expofant  de  la  fécondé 
proportion,  ôc  partant  e=fq,  ôc  g — hq , 
ôc  mettant  les  valeurs  de  e ôc  de  g dans  la 
fécondé  proportion,  j’ai  fq.  f::  hq.  h.  Je  bpfq.  bf  ::  dphq.  dh. 
multiplie  les  termes  de  la  proportion  bp.  b 
y.  dp.  c par  les  termes  de  la  fécond  c fq.  fy.hq.h,  Ôc  je  trouve 
bpfq.  bf  : : dphq.  dh.  Je  divife  le  premier  terme  de  la  première  rai- 
fon par  le  fécond  , ôc  le  quotient  ou  l’expofant  eft  pq.  Je  divife  de 
même  le  premier  terme  de  la  fécondé  raifon  par  le  fécond  terme, 
ôc  le  quotient  ou  l’expofant  eft  encore  pq  ; donc  ces  deux  raifons 
font  égales  ; mais  la  première  raifon  bpfq,  bf  eft  la  même  que  la 
raifon  ae,bf,  ôc  la  fécondé  raifon  dphq , dh , eft  la  même  que  cg, 
dh , donc  les  raifons  ae , bf , ôc  cg,  dh  font  égales,  ôc  partant  ae.  bf 
: : cg.  dh. 

Maintenant  fuppofons  que  les  termes  a.  b y.  c.  d 

de  la  première  proportion  foient  divifés  e.  f y.  g.  h 

par  ceux  de  la  fécondé , ce  qui  donne  — . 

. yi  je  mets  les  valeurs  de  a,  c,e,g , trou- 


?•/ 


f 

hq. 


d. 

h. 


f T'  T;:T‘ 


d 

T 


véescideflus,  &j’ai^.  4::r-  T>  & divi- 

1 «3  " 


bl 

fï 


f 


dp 

hf 


Digifized  by  Googl 


DES  MATHEMATIQUES.  ryp 

fant  l'antécédent  de  chaque  raifon  par'fon  conféquent , le  quo- 
tient ou  l’expofant  eft  de  pan  & d’autre  —,  donc  les  deux  raifons 

font  égales,  & par  conféquent  — ,mais— =— , & 

. , fî  f ‘î  * t<l  « 

op  c . a b ci 

7 , ■ 1 “ j donc  — *«  *7  * i 

U g’  e f g h'  • 

284.  Corollaire  VI.  5»  quatre  grandeurs  a,  b,  c,  à,  font  en 
proportion , /f«n  quarrés , /«trr  cubes , leurs  quatrième  puiffances , &c. 
ou  leurs  racines  Jecondes , troifièmes , &c.Jont  aujjfi  en  proportion. 

Quand  on  éleve  les  quatre  grandeurs  a,  b ,c,  d,  au  quarré , on 
fait  la  même  chofe  que  fi  l’on  multiplioit  les  termes  delà  proportion 
a.  b ::c.  d par  les  termes  d’une  autre  proportion  a.  b : : c.  d ; or 
or  en  ce  cas  les  produits  font  en  proportion  (A1. 28 3.)  donc  les 
quarrés  qui  ne  font  autre  chofe  que  les  produits , font  aufli  en 
proportion  ; donc  la  proportion  des  quarrés  multipliée  par  celle 
des  premières  puiflances  donnera  une  autre  proportion  qui  fera 
celle  des  cubes,  & celle  des  cubes  multipliée  parcelle  des  pre- 
mières puiiïances  donnera  celle  des  quatrièmes  puiflances , &c. 

Maintenant  puilque  les  quarrés  étant  en  proportion , les  racines 
le  font  aufli,  fl  nous  regardons  les  termes  delà  proportion  a.  b ::c.d, 
comme  des  grandeurs  quarrées  , leurs  racines  quarrées  donne- 
ront par  conféquent  la  proportion  y/  a .Vb-.:V  c .V  d , & fi  nous 
les  regardons  comme  des  cubes , leurs  racines  cubiques  donne- 
ront la  proportion  {s a . \rb  : : )/c . l/d,  6c  ainfi  des  autres. 

28  y.  Remarque.  Il  eft  aifé  de  voir  que  fi  quatre  grandeurs  font 
en  proportion,  leurs  doubles , m leurs  triples  , & en  général  leurs  équi- 
multiples  c èfi- à-dire  les  grandeurs  qui  les  contiennent  un  même  nom- 
bre de  fois , ou  leurs  tiers , leurs  quarts , &c.  & en  général  leurs  fous- 
équimultip/es  , c'cfl-à-dire  les  grandeurs  qu'elles  contiennent  un  même 
nombre  de  fois , font  encore  en  proportion.  Car  en  prenant  leurs  dou- 
bles , ou  leurs  triples  , ôcc.  on  les  multiplie  toutes  ou  par  2 , ou 
par  3 , &c.  & en  prenant  leurs  moitiés  ou  leurs  tiers  , ôcc.  on  les 
divife  toutes  ou  par  2 ou  par  3 , ôcc.  6c  par  conféquent  les  deux 
premiers  termes  font  encore  en  même  raifon  après  la  multiplica- 
tiplication  ou  la  divifion  qu’ils  l’étoient  auparavant  ( Al.  32.  33.) 
6c  la  même  chofe  arrive  aux  deux  derniers.  Donc  les  quatre  pro- 
duits ou  les  quatre  quotiens  étant  encore  en  même  raifon  , la  pro- 
portion fubfifte , 6c  elle  fubfifteroit  aufli , fi  on  multiplioit  ou  di- 
vifoit  les  quatre  grandeurs , ou  les  deux  premières , ou  les  deux 
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dernieres , ou  les  antécédents  ou  les  conféquents  par  tel  nombre 

que  l’on  voudroit,  entier,  ou  rompu,  ou#compofé  d’entier  fie  de 

fraction. 

285.  Corollaire  VII.  Si  deux  produits  font  égaux  , on  pourra 
toujours  en  tirer  une  proportion  en  mettant  le  deux  grandeurs  qui  com - 
pofcnt  U premier  à la  place  des  deux  extrêmes , ou  des  deux  moyens , 
er  celles  qui  compofent  le  fécond  à la  place  des  moyens , ou  à la  place 
des  extrêmes . 

Soient  les  produits  ad=cb , je  dis  qu’on  aura  a.  b : : c . d,  ou 
a.  cwb.d,  ce  qui  eft  évident,  puifque  le  produit  des  extrêmes  eft 
égal  au  produit  des  moyens. 

287.  Les  deux  grandeurs  du  premier  produit  font  dites  réci- 
proques aux  grandeurs  du  fécond  produit  égal  au  premier,  parce 
qu’ayant  pris  le  premier  antécédent  dans  le  premier  produit,  fie  fon 
conféquent  dans  le  fécond  , on  prend  réciproquement  le  fécond 
antécédent  dans  le  fécond  produit , fie  fon  conféquent  dans  le 
premier. 

288.  Corollaire  VIII.  Silaraifonde  deux  grandeurs  a , b,' 
eft  plus  grande  que  celle  de  deux  autres  grandeurs  c,  d , le  produit 
des  extrêmes  fera  plus  grand  que  celui  des  moyens  ; & au  contraire , 
ft  ta  raifon  a , b ejl  moindre  que  la  raifon  c , d,  le  produit  des  extrêmes 
eft  moindre  que  celui  des  moyens. 

Si  la  raifon  a,  b étoit  égale  à la  raifon  c , d , on  auroit  ad=bci 
or  par  la  fuppofition  le  premier  antécédent  eft  plus  grand  qu’il  ne 
faut , puifque  la  raifon  a , b eft  plus  grande  que  la  raifon  b , c ; donc 
ad  doit  être  plusgrand  que  b c : mais  «fi  la  raifon  a,£eft  moindre 
que  la  raifon  b , c , le  premier  antécédent  a eft  plus  petit  qu’il  ne 
faut  ; donc  ad  eft  moindre  que  cd. 

28p.  Remarque.  Si  la  raifon  a , b eft  plus  grande  ou  moindre 
que  la  raifon  c , d. , on  trouvera  toujours  en  alternant,  en  permu- 
tant, en  un  mot  en  faifant  tous  les  changemens  marqués  ci- 
defTus,  (N.  27p.  280.  fit  c.)  que  le  produit  des  extrêmes  fera 
plusgrand  ou  moindre  que  celui  des  moyens; car  fi  on  alterne 
en  difant  a , c,  ôc  b , d,  les  produits  ad,  bc  feront  eucore  les  mê- 
mes , ôc  par  conféquent  ad  fera  plus  grand  ou  moindre  que  bc. , de 
même  li  on  compofe  en  difant  a-t-b.  b ôc  c-t-d.  b,  les  produits 
feront  ad-+-  bd,  & bc-\-bd,  ôc  retranchant  bd  de  part  fie  d’autre  , 
il  reftera  ad  plus  grand  ou  moindre  que  bc,  ôc  on*prouvera  aifé; 
ment  la  même  chofe  de  tous  les  autres  cas. 

ipol 
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apo.  Problème.  Trois  termes  d'une  proportion  géométrique  étant 
connus  trouver  celui  que  /’ on  ne  connoît  pas. 

Je  nomme  a:  le  terme  inconnu  , ôc  ce  terme  eft  ou  le  premier 
<îe  la  proportion  , ou  le  fécond  , ou  le  troifiéme , ou  enfin  le  qua- 
trième. Suppofons  qu’il foit le  dernier,  je  nomme  a la  grandeur 
qui  doit  être  le  premier  terme,  icelle  qui  doit  être  le  fécond,  6c  c 
celle  qui  doit  être  le  troifiéme.  J’ai  donc  cette  proportion 
a.  b : : c.  x , & c faifant  le  produit  des  extrêmes  & celui  des  moyens, 
je  trouve ax—  bc , 6c  divifant  tour  par  a j’ai  x=^l p c’éft  à-dirc, 

le  quatrième  terme  eft  égal  au  produit  des  moyens  divifé  par  le 
premier  extrême. 

Si  la  proportion  devoitêtre  b.  a : : x.  c,  c’eft-à-dire  que  la  gran- 
deur inconnue  fut  la  troifiéme  , je  ferois  invertendo , a.  b : : r.  x , 
& le  produit  des  extrêmes  ôc  celui  des  moyens,  donneroient 

ax  — bc,  doit  je  tirerois  *=7  de  même  qu’auparavant. 

Si  la  proportion  étoit  c.  x : : a.  b,  je  ferois  d.  b : : c.  x ( À;.  27p.  ) 
ce  qui  donneroit  encore  ax=bc } ôc  .v= 7. 

Enfin  fi  la  proportion  étoit  x.  c : : b.  a. , je  ferois  a b : : c.  x, 
( N.  27p.  ) ce  qui  donneroit  encore  ax  = bc,& c .y = 7 

D’où  l’on  voit  qu’en  arrangeant  les  termes  de  façon  que  x de- 
vienne le  dernier,  ôc  qu’il  y ait  toujours  proportion,  on  aura 
toujours  l’inconnue  x égale  au  produit  des  moyens  divifé  par  le 
premier  extrême. 

api.  Au  refte  il  n'eft  pas  abfolument  néceflaire  de  faire  les 
changemens  que  j’ai  fait  dans  les  trois  derniers  cas;  car  on  voit 
aifément  que  le  produit  des  extrêmes  ôc  celui  des  moyens , au- 
roit  toujours  donné  bc=ax , ou  ax=bcy  ce  qui  revient  au  mê- 
me , ôc  que  par  conféquent  * =7  ; mais  il  auroit  fallu  établir  des 

réglés  différentes  pour  chaque  cas , au  lieu  que  par  les  change- 
mens de  difpofitions  dans  les  termes , nous  n’avons  qu’une  feule 
réglé , comme  on  vient  de  voir.  D’ailleurs  ceci  a encore  une  autre 
utilité  dont  nous  parlerons  bientôt. 

2P2.  PROBLEME.  Deux  termes  d'une  proportion  continué  étant  con- 
nus , trouver  celui  qui  ejl  inconnu. 

Si  le  terme  x qui  manque  eft  le  dernier,  la  proportion  fera 

a.  b::  b.x\  d’où  l’on  ihcax=bb  ôc  * = 7,  ôc  fi  .v  eft  le  premier 
Tome  I.  X 
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terme , la  prnpottion  fera  a.  b : : b.  a , ou  a.  b : : b.  x ; d’où  l’on  tire 
euccre  ax  — bb,  & *=-^,  ce  qui  fait  voir  que  dans  ces  deux  cas 

l’inconnuë  fera  égale  au  quarré  de  la  moyenne,  divifé  par  l’autre 
grandeur  connue. 

Mais  fi  la  proportion  eft  a.  x : : x.  b , on  aura  xx—ab , & ti- 
rant la  racine  quarrée  de  part  Ôc  d’autre  , on  aura  x — y/ab\  c’eft- 
à-dire  l’inconnue  eft  égale  à la  racine  quarrée  du  produit  des 
extrêmes. 

De  la  proportion  irtverje. 

29?.  Les  proportions  dont  nous  venons  de  parler,  fe  nom- 
ment proportions  droites , à caufe  que  le  premier  terme  eft  au 
fécond, comme  le  troifiéme  eft  au  quatrième;  mais  fi  le  pre- 
mier étoit  au  fécond , comme  le  quatrième  au  troifiéme,  la  pro- 
portion fe  nommeroit  inverfe.  Or  cette  proportion  peut  fe  changer 
aifémenten  proportion  droite  , en  mettant  le  quatrième  terme  au 
lieu  du  troifiéme,  fit  le  troifiéme  au  lieu  du  quatrième.  Par  exem- 

Iile  foient  les  quatre  grandeurs  a,  b,  c, d,  difpofées  de  façon  que 
a première  foit  a la  fécondé  comme  la  quatrième  eft  à la  troifiéme, 
j’écris  a.  b : : d.  c , & la  proportion  devient  droite  , Ôc  ainfi  des 
autres. 

De  la  Réglé  de  Trois  direfle. 

294.  La  Réglé  de  Trois  direfte  n’eft  autre  chofe  qu’une  pro^ 
portion  directe  dont  le  quatrième  terme  eft  inconnu. 

Exemple.  Deux  hommes  gagnent  10  icus  par  jour , combien  12 
hommes  en  gagneront-ils  ? 

Je  vois  que  le  nombre  de  12  hommes  étant  plus  grand  que 
celui  de  deux  hommes,  le  gain  de  12  hommes  doit  être  à pro- 
portion plus  grand  que  le  gain  de  deux 
hommes;  c’eft  pourquoi  j’ai  la  proportion  2.  12.  10. 
direde  le  nombre  2 hommes  eft  au  nom-  10  2 

bre  12  hommes  comme  le  gain  10  de  l2Q  ' 120  (éo 

2 hommes  eft  au  gain  que  12  hommes  0Q 

doivent  faire  , & ce  quatrième  terme  eft 

l’inconnue  que  je  cherche;  or  l’inconnue  eft  égal  an  produit  des 
moyens  div  fé  par  la  première  extrême  ()V.  290.)  multipliant 
donc  12  par  10,  & divifant  le  produit  para.  Je  quotient  60  eft 
le  gain  de  ia  hommes.  . 


Digitized  by  Çoogle 


DES  MATHEMATIQUES.  \6y 

De  la  Réglé  de  Trois  indireÜe. 

aijj.  La  Régie  de  Trois  indice  eft  une  proportion  inverfe 
dont  le  quatrième  terme  eft  inconnu.  . • 

Exêmple.  300  hommes  peuvent  fe  nourrir  1 y jours  des  munitions 
débouché  qui  font  dans  une  Place,  400  hommes  pendant  combien  de 
jours  pourront-ils  fe  nourrir  de  ces  mimes  munitions. 

Comme  300  hommes  mangent  moins  que  400,  il  eft  clair 
qu’ils  fubfifteront  pendant  plus  long-tems , aiufi  nous  avons  une 
proportion  inverfe  dont  le  premier  terme  300  eft  au  fécond  400 
comme  le  quatrième  terme  ou  le  nombre  inconnu  que  je  cher- 
che ôc  que  je  nomme  x eft  au  troifième  terme  1 y jours  ; mettant 
donc  le  quatrième  terme  au  lieu  du  troifième,  ôc  le  troifième  au 

*•  ■ " • : eft  une  proportion 

[le  troifième  terme, 
l’inconnue  eft  à prefent  le 
quatrième  terme  ; or  ce  quatrié-  ; 

me  terme  eft  égal  au  produit  * 

des  extrêmes  divifé  par  le  pre-  

mier;  multipliant  donc  300  par 
;iy,  ôc  divifant  le  produit  par 
400,  le  quotient  1 1 ^ eft  le  nom- 
bre de  jours  pendant  lefquels 
400  hommes  pourroient  fubfif- 

2 96.  Si  on  n’avoit  rien  voulu  déranger  dans  la  façon  dont  les 
termes  fe  trouvent  difpofés  dans  la  queftion , on  voit  que  pour 
trouver  l’inconnue  il  auroit  fallu  multiplier  les  deux  premiers  300 
& iy  l’un  par  l’autre , ôc  divifer  le  produit  par  le  troifième  urine 
400  ; c’eft  pourquoi  les  Arithméticiens  donnent  ordinairement 
pour  réglé  de  la  Réglé  de  Trois  inverfe , qu'il  faut  faire  le  pro- 
duit des  deux  premiers  termes,  & le  divifer  par  le  fécond , au  heu 
que  dans  la  Réglé  de  Trois  direfle , il  faut  multiplier  le  Jecond  par  le 
troificme,  & divifer  le  produit  par  le  premier. 

De  la  Réglé  de  Compagnie  ou  de  Société. 

'297.  La  Réglé  de  Compagnie  eft  ainfi  nommée , parce  que  deux 
ou plufieurs  perfonnes  ayant  fait  une  Société, laquelle  a ga^né 
ou  perdu  une  certaine  fomme , on  demande  quelle  eft  la  part  du 
r X.j 
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gain  qui  revient  a chacun , ou  la  part  de  la  perte  que  chacun  doit 
fupporter  à proportion  de  ce  qu’il  a mis  dans  la  bourfe  commune. 
Cette  Réglé  fe  fait  par  autant  de  réglés  de  Trois  qu’il  y a de  per- 
lonnes. 

Exemple.  Trois  per/onnes  ont  fait  une  Société  de  600  livres.  Le 
premia  a mis  100  livres , le  fécond  en  a mis  200 , dr  le  troijiéme 
ico  j cj  au  bout  de  quelque  tems  la  Société  a gagne  300  livres  , cor» 
bien  revient- il  à chacun  ? 

Pour  trouver  le  gain  du  premier,  je  dis  : le  fonds  600  livres 
de  la  Société  eft  à la  mife  100  du  premier  comme  le  gain  total 
eft  au  gain  que  ce  premier  doit  avoir , car  il  ne  doit  gagner  qu’à 
proportion  de  ce  qu’il  a mis  ; par  la  même  raifon  le  fonds  600 
eft  a la  mife  200  du  fécond 

tfoo.  100  ::  300.  yo.  Gain  du  Ier: 
600.  200  ::  300.  100.  Gain  du  2e. 
6fo.  300  ::  300.  tyo.  Gain  du  3e. 

Gain  total . 


300. 


comme  le  gain  total  eft  au 
gain  du  fécond  ; & enfin  le 
fond  600  eft  à la  mife  300 
du  troifiéme  comme  le  gain 
total  eft  au  gain  du  troifiéme. 

Faifant  donc  les  trois  réglés  de  Trois,  la  part  du  premier  eft  yoi 
celle  du  fécond  100,  & celle  du  troifiéme  iyo,  & ces  trois  parts 
ajoutées  enfemble  font  le  gain  total. 

23)8.  On  fe  fert  aufti  de  cette  réglé  pour  divifer  une  grandeur 
entames  proportionnelles  aux  parties  connues  d’une  autre  grau- 

Soit  par  exemple  la  quantité  a dont  les  parties  font  J,  r,  d ; 
« Ion  demande  de  partager  la  quantité/ en  trois  parties  pro- 
portionnelles aux  parties  b , c,  d.  Pour  réfoudre  ce  Problème  je 
nomme  x,  y,  z,  les  trois  parties  de  /,  & je  dis  la  grandeur  a 
eft  a fa  partie  £ comme  la  grandeur / eft  à fa  partie  *,  Ôc  faifant 
la  même  chofe  pour  trouver  les  parties  v,  2, 
j ai  trois  réglés  de  Trois  à faire , lefqucls  me  a.  b ::f.  x = — 

donnent  * y = c-l,  ôcz=-. 


* De  la  Réglé  cf  Alliage. 


a.  c::fy=cJ 
a.  d ::f  z — — 


' f'3  ReS,e  D’Alliage  eft  ainfi  nommée , parce  qu’elle  fert 

a réfoudre  toutes  les  queftions  où  il  s’agit  de  faire  des  mélanges 
de  certaines  marchandées , ou  des  alliages  de  certains  métaux  à 
certaines  conditions* 
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DES  MATHEMATIQUES.  1 6$ 
I.  Exemple  Un  Marchand  de  vin  a deux  fortes  de  vin , le  prix 
de  Fun  ejl  à 20  fols  la  pinte , le  prix  de  F autre  à 12,  & il  veut  en 
faire  un  mélange  de  1888  pintes  qu'il  puijfe  vendre  à 1 y fols , en  forte 
que  te  qu’il  gagnera  fur  celui  de  12  fols  foit  compenfi  par  la  perte  qu'il 
fera  fur  celui  de  20, • comment  doit-il  faire  ? 

J’écris  les  deux  prix  20  & 12  l’un  fous  l’autre,  ôc  entre  deux 
un  peu  vers  la  droite  j’écris  le  prix  moyen  1 y,  je 
prens  la  différence  y de  20  à 1 y , & je  l’écris  vis-à- 


20. 


u- 


12. 


£f 

8. 


vis  de  1 2 ; je  prens  aufli  la  différence  3 de  12  à 1 y , 
ôc  je  l’écris  vis-à-vis  de  20  ; je  fais  la  fomme  8 des 
différences  3 ôc  y , & je  dis  que  fi  ce  Marchand  fai- 
foit  un  mélange  de  y pintes  à 12  fols,  & de  3 pintes  à 20  fols, 
ce  qui  feroitle  mélange  8,  l’argent  qu’il  retireroit  en  le  vendant  à 
1 y fols  , feroit  le  même  que  s’il  avoit  vendu  chaque  vin  à fon  prix. 

Pour  en  concevoir  la  raifon , il  n’y  a qu’à  obferverque  fur  cha- 
cune des  cinq  pintes  à 1 2 qui  entrent  dans  le  mélange  , le  Mar- 
chand gagne  3 fols  en  le  vendant  à 1 y fols , ôc  par  conféquent 
il  gagne  3 x y , ou  x y fols , ôc  qu’au  contraire  fur  chacune  des 
trois  pintes  de  20  fols  qui  entrent  dans  le  mélange,  & qu’il  vend 
«y  fols , il  perd  y fols  , ce  qui  fait  3 x y , ou  1 y fols  ; ainfi  puis- 
que ce  qu’il  gagne  d’un  côté  eft  égal  à ce  qu’il  perd  de  l’autre, 
il  eft  vifible  qu’il  lui  revient  le  même  argent  que  s’il  avoit  vendu 
chaque  vin  à fon  prix. 

Maintenant  le  mélange  qu’on  demande  étant  de  1888  pintes, 
je  fais  deux  réglés  de  T rois, 

' - 8.  3 ::  1888. 

8.  y ::  1888. 


708  Pintes  à 20  fols 
1 180  Pintes  à tj.fols 

» 888  Mélange. 


en  difant  pour  la  première  : 

Si  8 pintes  de  mélange  de- 
mandent 3 pintes  à 20  fols  , 
combien  lcmêlangei888en 
demandera-t’il?  ôc  pour  la  fécondé  fi  8 pintes  de  mélange  deman- 
dent y pintes  à 1 2 fols , combien  le  mélange  en  demandera-t’il  ? 
ôc  les  deux  réglés  étant  faites  me  donnent  708  pintes  à 20  fols, 
ôc  1 180  à 1 2 fols , ôc  en  effet  ces  deux  fommes  ajoutées  enfem- 
blc  font  le  mélange  demandé  1888. 

II.  Exemple.  Hieron  Roy  de  Syracufe  donna  à fon  Orfèvre  une 
quantité  d’or  pour  lui  faire  une  couronne  ; F ouvrage  étant  fini , le 
Roy  fut  bien  aife  de  ( jr  avoir  s'il  n'y  avoit  point  de  mélange , &propofd 
la  quefhon  à /Irchimede  y ce  (pavant  Mathématicien  découvrit  la 
quantité  d’or  & d'argent  que  F Orfèvre  y avoit  employée  r&  Fon  de- 
■ mande  comment  il  parvint  à cette  connoiffancel 

Xiij  - 
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Nous  démontrerons  dans  l’Hydroftatiqueque  fiplufieurs  corps 
de  môme  poids,  mais  de  différente  nature,  font  plongés  dans 
l’eau,  ils  perdent  des  parties  de  leur  poids , les  unes  plus  grandes, 
ôc  les  autres  moindres,  ce  que  l’on  connoît  en  mettant  au  lieu  de 
l’un  des  badins  d’une  balance  un  crochet  qui  pefe  autant  que  l’au- 
tre badin,  après  quoi  on  attache  au  crochet  un  long  fil  auquel 
eft  fufpendu  le  corps  qu’on  veut  pefer;  on  le  pefe  d’abord  dans 
l’air,  ôc  enfuite  on  le  plonge  dans  l’eau,  enforte  que  la  balance 
Ôc  l’autre  badin  n’y  entrent  pas,  ôc  le  pefant  de  nouveau,  on 
trouve  qu’il  pefe  moins»  d’où  il  eftaifé  de  connoître  la  différence 
des  poids , ôc  par  conféquent  la  perte  de  poids  que  le  corps  fait 
dans  l’eau  : Cela  pofé. 

Archimcde  prit  deux  lingots,  l’un  d’or  ôc  l’autre  d’argent , qui 
pefoient  chacun  autant  que  la  couronne  , ôc  ayant  trouvé  que  la 
couronne  plongée  dans  l’eau  , perdoit  plus  de  Ion  poids  que  le 
lingot  d’or,  ôc  moins  que  le  lingot  d’argent,  il  réfolut  la  queftion 
par  une  réglé  d’alliage , ainfi  que  nous  allons  voir. 

Suppofons  que  la  couronne  pefât  pô  onces,  que  la  perte  de 
fon  poids  quelle  faifoit  dans  l’eau  fût  de  8 onces  , que  celle  du 
lingot  d’or  fut  de  7 onces  ^ , ôc  celle  du  lingot  d’argent  9 onces 
& Il  eft  clair  qu’il  y avoit  de  l’alliage  dans  la  couronne;  car 
fi  elle  avoit  été  d’or  pur  comme  le  lingot  d’or,  leurs  pertes  de 
poids  dans  l’eau  auroient  été  égales , puifque  les  poids  du  lingot 
ôc  de  la  couronne  étoient  égaux.  Et  par  la  môme  raifon,  fi  elle 
avoit  été  d’argent , fa  perte  ôc  celle  du  lingot  d’argent  auroient 
été  égales.  Je  réduits  les  trois  pertes,  ôc  le  poids  96  de  chacune 
des  mafies  en  fractions , dont  le  dénominateur  foit  4 , ce  qui  don- 
ne Y»  ’4-,  Y & ainfi  les  trois  pertes  ôc  le  poids  96  font 
* entr  eux  comme  32,  3 1,  37  ôc  384,  c’eft-à-dire  fi  le  poidspô  avoit 
été  divifé  en  384  parties,  la  couronne  auroit  perdu  dans  l’eau  32 
parties,  le  lingot  d’or  3 x,  ôc  le  lingot  d’argent  37.  Je  ^i.  . 

fais  un  alliage  des  pertes  31  ôc  37  des  lingots  d’or  ^2. 
ôc  d’argent  pour  avoir  la  perte  moyenne  32,  ôc  ^7.  j.- 

échangeant  les  différences,  c’eft-à-dire  mettant  la  

différence  1 de  3 1 à 32  vis-à-vis  37»  ôc  la  différence 
y de  37  à 32  vis-à-vis  31 , la  fournie  6 des  différences  me  fait 
voir  que  pour  faire  un  alliage  de  6 onces  qui  perdit  autant  dans 
l’eau  que  6 onces  du  mélange  de  la  couronne,  il  faudroit  cinq 
onces  d’or  ôc  une  d’argent;  car  chacune  des  cinq  onces  d’or 
perdroit  une  once  de  pioins  que  chaque  once  du  mélange,  ce 
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DES  MATHtMATIQU-ËS.  16-, 
qui  feroir  cinq  onces  de  moins , mais  l’once  d’argent  perdroit 
cinq  onces  de  plus  qu’une  once  de  mélange  ; donc  ce  qu’il  au* 
roit  de  moins  étant  compenfé  pat  le  plus , les  cinq  onces  d’oc 
jointes  à l’once  d’argent  ne  perdroient  ni  plus  ni  moins  que  6 
onces  de  mélange. 

Maintenant  puifque  la  cou-  6.  y ::  p6.  80  Or. 
ronne  pefoit  9 6 onces,  je  6.  i ::$6.  1 6 Argent. 
fais  deux  réglés  de  Trois  en 
difant  pour  la  première  : fi 
pour  un  alliage  de  6 onces  il  faut  cinq  onces  d’or , combien  un 
alliage  de  96  en  demandera-t’il  f ôc  pour  la  fécondé  : fi  pour  un 
alliage  de  6 onces  il  faut  une  once  d’argent,  combien  un  alliage 
de  96  en  exigera-t’il?  ôc  ces  deux  réglés  donnent  80  onces  d’or 
ôc  16  onces  d’argent. 

Exemple  III.  Pour  fondre  une  piece  de  canon  qui  foit  bonne , il 
faut  mettre  j livres  d’étain  fur  2 y livres  de  r o/et  te  ou  cuivre  rouge  , 
dr  cela  pofi  on  demande  de  connoitre fi  cet  alliage  a été  obfervé  dans 
une  vieille  piece  qu'on  veut  refondre , & fuppo/e  que  cela  ne  foit  pas , 
on  demande  ce  qu  il  faut  ajouter  de  l’un  ou  de  lautte  métail  pour  /aire 
f alliage  bon. 

Par  les  fréquentes  expériences  qu’on  a faites , on  a trouvé  que 
fi  deux  malles  l’une  de  cuivre  rouge  ou  rofette , ôc  l’autre  d’étain  , 
font  d’égale  pefanteur,  la  première  perd  la  neuvième  partie  de 
fon  poids  , ôc  la  fécondé  n’en  perd  que  la  feptiéme  partie , cela 
pofé. 

Suppofons  que  la  piece  qu’on  veut  refondre  pefe  y2oo  livres, 
ôc  qu’après  l’avoir  mife  en  pièces  l’un  de  fes  tronçons  du  poids 
de  28  livres  ait  perdu  dans  l’eau  de  fon  poids,  je  dis  : fi  ce 
tronçon  éroit  tout  de  rofette , il  perdroit  de  fon  poids,  & s’il 
étoit  tout  d'étain  il  perdroit  ~ ; je  réduis  ces  bradions  en  même 
dénomination  , ce  qui  donne  Yr , & ^rr>  je  réduis  aulfi  le  poids 
28  en  une  fradion  dont  le  dénominateur  foit  dj  , ôc  j’ai 
ainfi  la  perte  du  mélange  28 , celle  de  28  de  rofette , celle  de  28 
d’étain,  ôc  le  poids  28  font  entr’eux  comme  les  nombres  20d, 
196,  2y2  ôc  1764  ; j’allie  les  pertes  196  & 2y2  de  28  de  rofette 
ôc  de  28  d’étain  avec  la  perte  moyenne  2od,ôc 
échangeant  les  différences,  je  trouve  que  pour  faire  1^<5'  * 6 * 

un  alliage  de  y 6 livres  dont  chacune  perdit  dans  20  * 

l’eau  2od  parties  de  fon  poids  divifé  en  1754  par-  2^2*  to* 
ties , il  foudroie  4 6 livres  de  rofette  & 10  d’étain»  y<S. 


9 6 Alliage  de  la  couronne ; 
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Je  dis  donc  fi  un  alliage  de  y<S  livres  demande  4 6 de  rofette,- 
combien  un  alliage  de  5 200  en  demandera-t’il  ? & fi  un  alliage 
de  y 6 demande  10  d’étain,  combien 

l’alliage  y 200  en  demandera-t’il  / 6c  y 5.  45  ::-y200.  4271 
ces  deux  réglés  donnent  4271  de  y 6.  10::  y200.  928  ’-J 
rofette,  6c  528  d’étain. 

Pour  trouver  combien  il  a mis  de  rofette  fur  28  livres  de  mé- 
lange, je  dis  le  mélange  y 5 efi  à 46  de  rofette  comme  le  mé- 
lange 28  efi  à un  quatrième  terme,  lequel  après  avoir  fait  la 
réglé  fe  trouve  23  ; ainli  il  a mis  23  livres  de  rofette  au  lieu  de 
25,  ôc  par  conféquent  il  a mis  2 livres  d’étain  de  plus. 

Et  pour  trouver  combien  il  faut  ajouter  de  rofette  pour  ren- 
dre l’alliage  bon  , je  dis  fi  3 d’étain  demandent  2y  de  rofette, 
combien  928  ff  d’étain  demandent- elles  ? ôc  faifant  la  réglé  je 
trouve  7771  J 4, or  il  y en  a déjà  4271  ainfi  il  faut  y ajouter 
jyoo  de  rofette;  car  3300  ôc  4271  font  7772 

300.  Lorfque  le  mélange  ou  l’alliage  que  l’on  veut  faire  eft 
compofé  de  trois  quantités , le  problème  peut  fe  réfoudre  de  la 
même  façon. 

Suppofons  qu’on  veut  faire  un  alliage  de  trois  fortes  de  métaux 
dont  le  premier  vaut  20  fols  la  livre,  le  fécond  12  fols  ôc  letroi- 
fiéme  6 , ôc  qu’on  demande  que  la  livre  d’alliage  ne  coûte  que 
• 10  fols,  on  mettra  la  différence  10  de  20  à to,  vis- 
à-vis  6 , ôc  la  différence  2 de  12  à 10  auffi  vis-à-vis  6, 
parce  qu’il  n’y  a qu’un  feul  prix  6 qui  foit  inférieur 
au  prix  moyen  ; après  quoi  on  mettra  la  différence 
4 de  6 à 10  vis-à-vis  20  ôc  vis-à-vis  12  , parce  que 
ccs-deux  quantités  20  ôc  12  ont  donné  leur  diffé- 
rence à la  quantité  ; ôc  faifant  la  fomme  20  des  qua- 
tre grandeurs  4,  4,  1 o ôc  2 , on  connoîtra  que  pour  faire  un  mé- 
lange de  20  livres  à 10  fols  la  livre  il  en  faut  4 du  metail  de  20 
-fols,  4 du  mérail  de  12  fols,  ôc  10  -+-  2 , ou  12  du  métail  de  6 
fols,  ce  qu’on  démontrera  de  même  qu’auparavant. 

301.  Mais  fi  le  mélange  ou  l’alliage  demandé  contient  plus  de 
trois  quantités,  le  problème  eft  fufceptible  de  plufieurs  folutions, 
en  fuppofant  néanmoins  qu’il  fe  trouve  plus  d’une  quantité  au- 
deffus  ou  au-deffous  de  la  quantité  moyenne  ; car  s’il  ne  s’en 
trouvoit  qu’une  au-deffus  ou  au-deffous , le  problème  n’auroit 
qu’une  folution  ôc  fe  réfoudroit  comme  on  vient  de  voir,  en 
donnant  à la  quantité  qui  feroit  feule  ou  au-deffous,  ou  au-deffus 

toutes 


20.  4. 

12.  4. 

10. 

6.  10; 

2. 

20 
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toutes  les  différences  des  autres , ôc  à chacune  des  autres  la  dif- 
férence qui  feroit  feule. 

Soient  les  prix  de  quatre  quantités  2 y , 20 , 1 2 ôc  6,  2 y.  9.' 

ôc  le  prix  moyen  1 y,  j’arrange  ces  prix  6c  le  prix  20.  3, 

moyen  à la  façon  ordinaire,  6c  prenant  la  différence  iy. 

10  de  2 y à 1 y,  je  la  mets  vis-à-vis  6 ; je  prens  auffi  12.  y; 

la  différence  9 de  6 à iy,  ôc  je  la  mets  vis-à-vis  2 y ; 6.  10. 

car  il  faut  toujours  obfetver  tjue  la  différence  d’une  ~ 

grandeur  ayant  été  mife  vis-à-vis  d’une  autre,  réci-  2^' 

proquement  la  différence  de  cette  autre  foit  mife  vis-à-vis  de  la 
première.  Je  prens  de  même  la  différence  y de  20  à 1 y , 6c  je 
l’écris  vis-à-vis  de  12 , 6c  la  différence  y de  12  à 1 y que  j’écris  vis- 
à-vis  de  20  ;ainfi  la  fomme  27  des  différences  9,  3,  y 6c  10 , n.e 
fait  voir  que  pour  un  alliage  de  27  livres  il  en  faudroit  9 à 2 y fols 
la  livre , 3 à 20  fols,  y à 1 2 fols , ôc  6 à ao  fols. 

Si  je  veux  une  autre  folution , je  mets  la  différence  2 y.'  3; 

10  de  ay  à sy , non  plus  vis-à-vis  de  6,  mais  vis-à-  20.  9. 

Vis  de  12,  6c  la  différence  3 de  12  à J y vis-à-vis  de  sy. 

20  ; de  même  je  mets  la  différence  y de  20  à 1 y vis-  1 2.  1 0.' 

à- vis  de  6,  6c  la  différence  9 de  6 à ry  vis-à-vis  de  6.  y. 
ao,  6c  la  fomme  27  des  différences  me  fait  voir  que 

Îiour  un  alliage  de  27  livres  dont  le  prix  feroit  1 y 2^* 

ois,  il  faudroit  3 livres  à 2 y fols , 9 livres  à 20  fols  ,10  à 12  fols, 
& y à 6 fols,  6c  cet  alliage  eft  différent  de  l’autre , 6c  je  ne  fçsa- 
rois  en  faire  d’autre  par  cette  méthode , parce  que  je  ne  puis 
échanger  les  différences  que  de  ces  deux  façons , 6c  il  eft  aifé 
de  voir  que  fi  j’avois  un  plus  grand  nombre  de  chofes  à allier, 
faurois  auffi  un  plus  grand  nombre  de  différentes  folutions. 

J’ai  donné  dans  ï Arithmétique  des  Géomètres  d’autres  Méthodes 

§ar  lefquelles  on  peut  trouver  un  plus  grand  nombre  de  folutions 
e ces  fortes  de  problèmes  ; mais  comme  ce  que  nous  venons 
de  dire  fuffit , je  n’en  parlerai  pas  ici  de  peur  d'être  trop  long. 


Des  Progreffions  Géométriques. 

302.  Theoreme.  Si  ton  a une  fuite  de  Raifens  égales  qui  fient  en 
progrcffwn  géométrique , ou  qui  ne  le  f oient  pas , la  fomme  de  tous  les 
antécédent  eft  à la  fomme  de  tous  les  confiquens , comme  tun  des  an- 
técedens  ejl  à fin  confequent. 

Soient  les  Raifons  égales  a.  b : : e.  d.  : : e.f  qui  ne  font  pas  en 
TemcL  Y, 
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progrcflion.  Puifqué  chaque  antécédent  contient  fon  conféquenti 
ou  eft  contenu  dans  lui  de  ia  même  façon  , il  eft  clair  que  tous  les 
anréce'dêns  contiendront , ou  feront  contenus  de  la  même  fa- 
çon dans  leurs' co'uféquentsj  & que  par  conféquent  tous  les  an- 
técédents feront  à tous  les  conféqucnts  comme  l’un  des  antéce- 
tkmseftà’lon  conféquent,  ainli  l’on  aura  fl-W-t-e.  b-\-d-+-f::  a.  b. 
Si  b eft  double  de  b , c fera  double  de  d,  & e double  de  f,  ôc  il 
e(t  vilible  que  tous  les  doubles  a-+-c-+-e  contiendront  leurs 
fimples  b -+-  d h-/,  comme  l’un  des  doubles  « contient  fon  fim- 
ple  b,  &c. 

Soit  la  progreffion  ::  a,b,c  ,d}  cette  progrcflion  peut  s’écrire 
ainfi , a.  b :-.  b.c  r.:  c.d,  ce  qui  faittihe  fuite  de  raifons  égales.  Donc 
l’on  prouvera  , de  même  que  nous  venons  de  faire,  que  a -+-  b ■+-  c. 
b — H c -+•  d : : fl.  b. 

30  j.  Corollaire.  Il  fuit  de-Ià  que  dans  toute  progreffion  la 
fornine  de  tous  les  termes  moins  le  dernier,  eft  à la  fomme  de  tous 
les  ternies  moins  le  premier,  comme  le  premier  eft  au  fécond, 
ou  comme  le  fécond  au  troifiéme,  &c.  - . 

304.  Thf.oremf.  Dam  toute  progreffion  géométrique  amendante  * 
le  fécond  terme  moins  le  premier  eft  au  premier , comme  le  dernier 
moins  le  premier  eft  à la  fomme  de  tous  les  termes  qui  precedent  le 
dernier.  . ■ • * ■ ' . * . • . 


• Soit'  la  progrcflion  afeendante  : : a,  b,cf  d,  e,  par  le  Théo- 
rème précèdent, nous  avonsfl-t-i-*-rH-^.  i + rH-d-hf  ::  a.  b. 
Donc  invertendo  nous  avons  b-±-c r\-  d-\-e.  a-\-b-+-c-±-d  ::  b.  a, 
& dividende  nous  aurons b-^c^d-+- e — a—  b — c — d.  a-\-b 
-+-c-+-d::  b . — a.  a,  & corrigeant  Pexpfeflion  du  premier  terme, 
nous  aurons  e ■ — a.  a -i-  b -fr  - +-d::  b — a.  a,  6c  mettant  ia  fé- 
condé Raifon  à la  place  de  la  première  , & la  première  à la  place 
de  la  fécondé,  nous  aurons  b — a.  a::  e — a.  a-\-b-^-c-\-d^  ce 
qu’il  falloir  démontrer.  ’ • J " • 1 ; ‘ ' 

307.  Remarque  I.  Il  faut  obferver  qu’au  lieu  de  dire  le  fé- 
cond moins  le  premier  eft  au  prerqier,  on  pourroit  dire  le  troi- 
fiéme moins  le  fécond  eft  au  fécond , ou  le  quatrième  moins  le 
troifléme  eft  au  troifiéme,  &c.  ou  le  dernier  moins  Je  pénultième 
eft  au  pénultième,  ôcc.  car  la  progreffion  étant  compoféc  des 
Raifons  égales  a.  b : : b.  c : : c.  d :’:  d.  e,  il  eft  vilible  que  b — a.  a 
: : c — b.  b : : d — c.  e : : ? — d.  d -,  & que  par  conféquent  au  lieu 
de  b — a.  a on  peut  mettre  ou  c — b*  b t ou  d — c.  c,  ou  enfin 
e — d.  d. 
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30 6.  Remarque  11.  Si  la  progreflion  étoit  dcfcendante  com-  i 
me  : : e.  d.  c.  b.  a,  on  la  prendroit  à rebours , ce  qui  donneroit  la 
progreflion  afcendante  : : a , b.  c.  d.  e , ôc  l’on  auroit  la  même 
chofe  qu’auparavant.  >•  * 

* 307.  Theoreme.  Dam  tome  progrejfion  géométrique  afcendante  ; 
le  fécond  terme  eft  égal  au  premier  multiplié  par  1‘  Expo  faut , le  troi-  . 
fiéme  ejl  égal  au  premier  multiplie  par  la  féconde  puiffance  de  l'Expo- 
font , le  quatrième  eft  égal  au  premier  multiplié  par  la  troiftéme  puif- 
Jance  de  ï Expofant  } çr  ainfi  de  fuite.  -,  . 

Soit  la  progreflion  afcendante  : : a.  b.  c.  d.  e ,&c  l’Expofant^  Je 
fécond  terme  b fera  donc  ap  ; ôc  mettant  cette  rvalcur  de  b dans  la 
fécondé  raifonÆ,  c,  nous  aurons  ap.  c,  ôc  comme  TExpofant  de 
cette  Raifon  eft  encor cp,  nous  aurons  ap  xp,  ou  app—c , ôc  par 
la  même  Raifon  nous  aurons  ap'  =d  , ôc  ap*—e;  donc  la  pro-»  , 
greflion  propofée  fera  la  même  que  celle  - ci  : : a.  ap.  app.  ap 
ap * j où  1 on  voit  que  le  fécond  terme  eft  égal  au  premier  mulri-  . 
plié  par  l’Expofant , que  le  troiftéme  eft  égal  au  premier  multiplié 
par  la  fécondé  puiffance  d ep,  ôcc. 

.308.  Si  la  progreflion  étoit  defeendante  comme  : : e.  d.c.  b.  a] 
on  la  prendroit  à rebours , ce  qui  donneroit  la  progreflion  afcen- 
dante : : a.+.  c.d.e,  où  l’on  prouveroit  4 même  chofe  que  ci* 

deffus.  * _ - » •» - 

30p.  Corollaire.  Il  fuit  de-là  que  dans  toute  progreflion 
géométrique  afcendante , le  dernier  terme  eft  égal  au  premier 
niultiplié  par  l’Expofant  élevé  à une  puiffance , dont  le  dégré 
eft  égal  au  nombre  des  termes  diminué  de  l’unfté  ; car  dans  la 
progreflion  ::  a , ap , app , ap' , ap* , le  dernier  terme  ap* cû  égal 
au  premier  terme  a , multiplié  par  la  puiffance  p* , dont  le  dégré 
4.  eft  égal  au  nombre  des  termes  y diminué  de  l’unité.  * 

310.  Problème.  Trouver  la  fomme  d'une  progreffion  géométrique. 
Soit  la  progreflion  géométrique  afcendante  2 4.  8.  16.  32.  Je 
dis  4 — 2 eft  à 2 comme  32  — 2 eft  à la  fomme  des  termes  qui 
précèdent  32  {N.  304.  ) ; mais 4 —-[2  = 2 ôc  32  — 2 = 30;  donc 
j’ai  2.  2 : : 30.  30,  ôc  par  conféquent  30  eft  la  fomme  de  tous  les 
termes  moins  le  dernier  ; c’eft  pourquoi  ajoutant  à cette  fomme 
le  dernier  terme  32  , la  fomme  6 2 eft  la  fomme  delà  progreflion  ; 
ôc  l’on  , voit  ici  que  quand- l’Expofant  eft  2 y le  dernier  terme 
moins  le  premier'cft  égal  à la  fomme  des  termes  qui  le  precedent. 

: Si  la  progreflion  avoitété  1.  3 . p.  27.  8 1 , on  auroit  trouvé  en 
faifànt  3 — 1 eft  à 1 comme  81  — 1 eft  à la  fomme  des  termes 

. * " *■  * l*  x»  •• 
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qui  précèdent  le  dernier,  ôc  en  achevant  la  réglé  de  trois , que  , le 
dernier  terme  moins  le  premier  d’une  progreflion  dont  l’expofanc  • 
eft  3 , eft  double  de  la  fomme  des  termes  qui  le  précèdent;  ôc  G 
l’Expofanr  droit  4 , on  trouveroit  que  le  dernier  terme  moins  le 
premier  feroit  triple  de  la  fomme  des  termes  qui  le  précèdent , ÔC 
ainfi  de  fuite. 

3 1 1.  Soit  la  progrefilon  géométrique  defeendante  32. 16. 8. 4.  2. 
je  la  prens  à rebours , ce  qui  me  donne  la  progreflion  afcendante 
2.  4.  8.  16.  32.  dont  je  cherche  la  fomme  comme  auparavant; 
ou  bien  comme  il  eft  indifférent  de  dire  4 — 2 eft  à 2,  ou  de 
dire  32  — 1 6 eft  à 16,  comme  32  — 2 eft  à la  fomme  des  termes 
qui  le'  précèdent , je  fais  la  réglé  de  trois  de  cette  demiere- 
façon , ôc  je  retrouve  de  même  qu’auparavant , que  la  fomme  des 
termes  qui  precedent  le  dernier,  eft  30.  Or  cela  me  fait  voir 

3ue  fi  je  ne  veux  pas  renverfer  la  progreflion  defeendante , je 
ois  dire:  Lepremier  terme  32  moins  le  fécond  1 6 , eft  au  fécond  iS 
tomme  U premier  3 2 moins  le  dernier  2 eft  à la  fomme  des  termes  qui 
fuivent  le  premier  3 2 , ôc  ceci  peut  fervir  de  réglé  général^  pour  les 
progreffions  defeendantesqu  on  ne  voudra  pas  prendre  à rebours. 

3 1 2.  Si  la  progreflion  géométrique  defeendante  s’étend  à l’in- 
fini, le  dernier  terme  devient  infiniment  petit,  ôc  ffcut  être  re- 
gardé comme  égal  à zéro,  ôc  par  conféquent  on  aura  le  pre- 
mier terme  moins  le  fécond  eft  au  fécond  comme  le  premier 
moins  le  dernier  qui  eft  zéro,  c’eft-à-dire  comme  le  premier  eft 
à la  fomme  des  termes  qui  le  fuivent  t fuppofant  donc  que  la  pro- 
greflion  eft  : : r.  -f.^.  |.  —g.  êcc.  fs,  jufqu’au  dernier  terme  qui 
fera  un  divifé  par  la  puiflance  infinie  de  l’Expofant  2 , lequel 
fera  par  conféquent  un  infiniment  petit , à caule  qu’une  frafltion 
diminue  de  plus  en  plus  , à mefure  que  fon  dénominateur  aug- 
mente , ôc  devient  enfin  égale  à rien  quand  le  dénominateur  eft 
infini,  nous  aurons  1 — -J-  eft  à ~ comme  1 eft  à la  fomme  des 
termes  qui  fuivent  le  premier,  ôc  comme  1 — nous  trou- 
verons que  le  nombre  infini  de  termes  qui  fuivent  le  premier  1 
ne  vaut  qu’un , ôc  que  par  conféquent  la  fomme  entière  de  la 
progreflion  eft  2. 

On  trouvera  de  la  même  façon-  que  fi  la  progreflion  éroit 
: : 1.  ÿ.  f.  ôc  —,  la  fomme  des  termes  qui  fuivent  le  premier , 
feroit  égale  'à  - , c’eft-à-dire  à la  moitié  du  premier  terme;  que  fi 
1 prr  greffion  étoit  : : 1 5- , fi  , fi  i ôte*  f » la  fomme  des  termes 
qui  précèdent  le  dernier,  feroit f,  c’eft-à-dire  Je  tiers  du  pre- 
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mier  terme , ôc  ainfi  de  fuite.  D’où  il  fuit  que  toute  progreflion 
defcendante  compofée  d’une  infinité  de  termes , eft  égale  à une 
grandeur  finie  , à moins  que  fon  premier  terme  ne  fût  infini. 

313.  Quand  aux  pcogreflions  géométriques  amendantes , il  eft 
vifibleque  leur  valeur  eft  infinie.  Par  exemple,  fila  progrellion 
eft  t:  i.  2.  4.  8.  16.  ôcc.  2 00  , la  fomme  des  termes  qui  pré- 
cèdent le  dernier , fera  égale  à 2 00  — 1 , ( N.  j 10  ),  & par  confié* 
quent  la  fomme  totale  fera  axa00  — 1.  De  même  fi  la  progref- 
fion  eft  ::  1.  3.  27.  8 >.  ôte.  3®0  , la  fomme  des  termes  qui  pré- 
cèdent le  dernier,  fera  -j  x 3 “ — |,ôc  lafomme-J-  x 3 00  — 
ôc  fi  la  progreflion  eft  : : 1.  4.  1 6.  54.  ôcc.  400  , la  fomme  des 
termes  qui  précèdent  le  dernier,  eftf  X400  — j,ôc  la  fomme 
totale f x 4 00  — j,  ôc  ainfi  de  fuite. 

3 1 4.  Que  fi  à ces  progreffions  afeendantes  infinies , on  ajoute 
les  defeendantes  , enforte  qu’on  ait  pour  la  première  7.  ôte. 
~ î«  t-  v t»  1.  2.  4.  8.  1 6.  ôte.  2“  , la  fuite  des  bradions 
ç.  j.  -j  ôte.  fera  1.  ( M 3 12.)  ; ôc  comme  la  fuke  1.  2.  4.  8.  Ôcc. 
eft  2x2°°  — 1,  ajoutant  enfemble  ces  deux  valeurs  , la  fomme 
totale  fora 2x2*  — t4-i,ou2X250.De  même  fi  la  progref- 
fion  efti„  ôcc.  ^j-.  Jj.  -J.  |.  1.  3.  ç.  27.  81.  ôcc.  3 00  , la  luire  des- 
fractions  ôcc.  ferai,  ôc  celle  des  termes  t.  3.9.  27.  ôcc. 

eft-fx  3 00  — i , Ôc  ajoutant  enfemble  ces  deux  valeurs , la  fomme 
totale  fera  x 3 00  — j-f-  7-,  ou  - x 3 00 , ôc  ainfi  de  fuite. 

3 1 y.  Theoreme.  Toutes  les  puiffances  (Tune  grandeur  font  en  pro- 
grejfton  géométrique. 

Soit  la  fuite  des  puiffances  a.  a1,  ai.  a*,  a a6,  ôcc.  fi  je  divife 
h fécondé  par  la  première  , le  quotient  fera  a\  de  même  fi  je  di- 
▼ifo  la  troifiéme  par  la  fécondé  , l’Expofant  fera  encore  a,  Si.  ainfi 
de  fuite  ; donc  puifque  l’Expofant  d’une  puiffance  à l’autre  eft 
toujours  le  même  , ces  puiffances  font  en  progreflion  géomé- 
trique. Soit  encore  la  fuite  aP.  a~l.  a~l.  ari.  ar \ ôcc  qui  eft  la 

même  que  celle-ci  i.£.  ôcc.  {N.  iôi.)  dont  les  ter- 

mes vont  en  diminuant.  Si  je  divife  le  premier  terme  a°  par  le 
fecond  a~l , en  me  fervant  du  calcul  des  expofans , le  quotient 
ou  l’expofant  des  deux  termes  fora  a1 , ôc  fi  je  divife  le  fécond 
terme  a-'par  la  troifiéme  a~l , le  quotient  fera  encore  a' , ôc  ainfi 
de  fuite.  Donc  les  puiffances  feront  en  progreflion. 

3 1 6.  Il  faut  obforver  que  tandis  que  les  puiflânees  pofitives 
d’une  grandeur  a°.  a'*  a1,  ai.  ôcc.  font  en  progreflion  géométrir 
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que  leurs  expofants  o.  i.  2.  3.  4.  ôcc.  foot  en  progrclïion  arithm&J 
tique  pofitive , ôc  que  tandis  que  fes  puiflances  négatives  a~‘.  a~l. 
a~K  ôcc.  font  aufli  en  progreflion  géométrique,  leurs  expofants 
— 1,  — 2,  — 3, — 4,  — y , ôcc.  font  en  progreflion arithmétique 
négative;  de  façon  que  le  terme  zéro  fe  trouve  entre  la  progref- 
fion pofitive  6c  la  négative  , ôc  que  la  progreflion  arithmétique  ' 
totale  eft  — eo , ôcc.  — y , — 4,  — 3,  — 2,  — 1,0,  1,2,  • 
3 > 4 > f j so,  ce  qui  nous  fervira  pour  mieux  faire  entendre  ce  > 
que  c’eft  que  les  Logarithmes.  • . • ■ 


CHAPITRE  IX 

Des  Raiforts  compofcs. 

317.  ^ I l’on  a deux  ou  plufieurs  raifons  , a,  b;c ,d>e,f;  ôc 
^ qu’on  multiplie  tous  les  antécedens  les  uns  par  les  au: 
très,  ôc  tous  les  conféquens  aufli,  les  deux  produits  ace,  bdf , 
formeront  une  autre  raifon , laquelle  eft  dite  Raifon  compojee  des 
raifons  a,b;c,d-,e ,f,  qu’on  nomme  les  compoj antes.  » J 

318.  Une  Raifon  compofée.de  deux  Raifons  égales , fe  nom- 
me raifon  doublée  de  l’une  des  compofantes  ; une  raifon  compo- 
fée  de  trois  Raifons  égales , fe  nomme  Raifon  triplée  de  l’une  des 
compofantes  , ôc  ainfi  de  fuite.  » ■* 

Les  raifons  doublées , triplées  , quadruplées , ôcc.  font  donc 
différentes  des  Raifons  doubles,  triples,  quadruples,  ôcc.  ôc  il 
ne  faut  pas  les  confondre  ; car  la  raifon  double  eft  une  raifon  dont 
l’antécedent  eft  double  du  conféquent  (N.  274)  au  lieu  qu’une 
Raifon  doublée  eft  une  raifon  compofée  de  deux  raifons  égales. 

21p.  J’ai  dit  (Ar.  238.)  que  l’expofant  d’une  Raifon  eft  le  quo- 
tient de  la  divifion  du  plus  grand  terme  par  le  moindre , foit  que 
ce  terme  foit  ou  le  premier  ou  le  dernier  de  la  Raifon,  parce- 
que  lorfque  le  plus  grand  terme  eft  le  premier,  le  quotient  de 
la  divifion  fait  voir  combien  de  fois  le  premier  contient  le  fécond , 
ôc  lorfqu’il  eft  Je  dernier,  le  quotient  fait  voir  combien  de  fois 
le.premier  eft  contenu  dans  le  fécond.  Or  il  faut  remarquer  qu’on 
pourroit  aufli  appeller  expofant , le  quotient  du  premier  terni© 
divifé  par  le  fécond,  foit  que  le  premier  foit  plus  grand,  ou 
qu’il  foit  plus  petit  que  le  fécond  ; car  dans  le  cas  où  le  premier 
terme  eft  moindre,  le  quotient  du  premier  divifé  par  l’autre  ** 
eft  une  fra&ion  qui  fait  voir  que  le  premier  étant  moindre , eft 
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contenu  dans  le  fécond.  Mais  pour  ne  pas  mettre  de  l’équivoque 
dans  le  mot  dY* pofant , ainfi  que  quelques  Auteurs  ont  fait,  je 
nommerai  toujours  expofant  le  quotient  de  la  divifion  du  plus 
grand  terme  parle  plus  petit  terme  ;ôc  au  contraire  je  nommerai 
expofiteur  le  quotient  du  premier  terme  divifépar  le  fécond,  6c 
cet  expofitcur  ne  différera  de  l’expofant  que  dans  le  cas  où  le  pre- 
mier terme  fera  le  moindre  ; ôc  il  eft  vilible  que  l’expofitcur  mul- 
tiplié par  le  fécond  terme , fera  toujours  égal  au  premier  dans 
l’un  ôc  l’autre  cas  ; car  fuppofé  que  la  Raifon  foit  4,2,  /'expofiteur 
fera  2 , 6c  par  conféquent  multipliant  le  dernier  terme  2 par  le 
quotient  ou  expofiteur  2 , le  produit  4 fera  égal  au  premier.  De 
. même  fi  la  Raifon  eft  2,4,  l’expofiteur  feraf,|,  ôc  le  dernier 
, terme  4 multiplié  par  7-,  donnera  le  produit  2 égal  au  premier 
terme , ôcc.  • • • , . : . ' f 

• 3 20.  Theoreme.  Dans  toute  Raifon  compofe  l Exporteur  eft  égal 

au  produit  des  Expofiteur  s des  Raifons  compofanres.  ......  j 

- Soient  les  Raifons  a,  b ; c,  d,  l’expofiteur  de  la  première p , ôc 
celui  de  la  fécondé  ÿ,  la  Raifon  compofée  fera  donc  ac bd. 
(N.  j 17.)  Or  dans  la  première  Raifon  nous  avons  a = bp{JV.  3 19.)» 
ôc  dans  la  fécondé  c=dq  ; mettant  donc  ces  valeurs,  de  a ôc  c 
dans  la  Raifon  compofée,  nous  aurons  bpdq , bd , ôc  par  confé- 
quent divifant  le  premier  terme  par  le  dernier,  l’expoiiteur  fera 
pq  , c’eft-à-dire  le  produit  des  expofiteurs  p,  q , des  raifons  com- 
pofanres. . \ . , , . • 

De  même  foient  les  trois  Raifons  compofantes  a , b \c  , d;  f , ; 
l’expofiteur  de  la  première  p , celui  de  la  fécondé  <7,  ôc  celui  de 
la  troifiéme  *n  ; la  Raifon  compofée  fera  donc  aef , bdh  ; or  dans  la 
première  raifon  ]'ùa  = bp}  dans  la  fécondé  c=dq,  ôc  dans  la 
troifiéme/=rwA  ; mettant  donc  ces  valeurs  dea,<-,/dans  la 
compofée  aef,  bdh,  j’aurai  bpdqmh , bdh , ôc  divifant  le  premier 
terme  par  le  fécond , l’expofiteyr  fera pqm , lequel  eft  produit  des 
trois  expofiteurs  p , q , m?  ôc  ainfi  des  autres.  .:  . 

321.  Ce  Theorême  eft  général , quand  même  il  fe  trouveroit 
des  Raifons  compofantes  qui  auroient  leurs  antécédents  plus 
grands  que  leurs  conféquents  , ôc  d’autres  leurs  conféquents 
plus  grands  que  les  antécédents , ôc  je  n’aurois  pas  pù  la  rendre 
générale  de  lamême  façon,  fi  je  m’étois  fervi  des  expolàrits  au  lieü 
des  expofiteurs.  Car  (oient  les  Raifons  compofantes  4 , 1,1.  3, 
Vexpofiteur  de  la  première  eft  4,  ôc  celui  de  la  fécondé  eft  j , ôc  la 
Raifon  compofée  eft  4 , 3 , dont  l’cxpolueur  f eft  égal  au  produit 
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des  exporteurs  4 , \ des  Raifons  compofantes.  Mais  fi  j’avois 

f>ris  les  expofans  4 fie  3 des  raifons  compofantes  , l’expofant  f de 
a compofée  n’auroit  pas  été  égal  au  {produit  des  expofans  4 fit  3 
6c  par  conféquent  le  théorème  ne  fe  feroit  pas  étendu  à ce  cas. 

322.  THEOREME.  L’expofiteur  dune  Raifon  compofée  de  deux 
Raifons  égales , ejl  égal  au  quarré  de  fexpoftteur  de  l’une  des  compo- 
fantes ; celui  dune  raifon  compofée  de  trois  Raifons  égales  » eft  égal  au 
cube  de  Fexpoftteur  de  Fune  des  compofantes  -,  celui  d'une  raifon  compo- 
fée de  quatre  raifons  égales  , eft  égal  à la  quatrième  puijfanqf  de  lexpo- 
ftteur  de  l’une  des  égales , & ainft  de  fuite. 

Soient  les  deux  raifons  a,  b : : c ,d , l’expofireur  p de  la  pre- 
mière fera  donc  le  même  que  l’expofueur  de  la  fécondé , fie  pat 
conféquent  nous  aurons  &=  bp  6c  c= dp.  Or  la  raifon  compofée 
ehac,bd-,  mettant  donc  dans  la  compofée  les  valeurs  de  «fit  de  c, 
nous  aurons  bpdp , bd,  6c  divifant  le  premier  terme  par  le  fe-  # 
cond,  l’cxpofiteur  pp  fera  le  quarré  de  l’expoûteur  p de  la  pie* 
miere  Raifon  compofante,  ou  de  la  fécondé. 

Soient  de  même  les  trois  Raifons  égales , a,  b : : r ,d f,h  i 
6c  l’expofiteur  de  chachacune  d’elles  p ; nous  aurons  donc  a—bpi 
c = dp , fie  f*=kp.  Or  la  raifon  compofée  eft  aef,  bih;  mettant 
donc  les  valeur  de  a , c ,f,  nous  aurons  bpdphp  , bdh , fie  diviûnt 
le  premier  terme  par  le  fécond , l’expofiteur  ppp  fera  le  cube  de 
l’expofiteur  de  la  première  raifon  compofante,  ou  de  la  fécondé  9 
ou  de  la  troifiéme  ; fie  il  eft  aifé  de  prouver  la  même  chofe  à 
l’égard  des  Raifons  compofées  d’un  plus  grand  nombre  de  Rai-, 
ions  égales. 

323.  THEOREME.  Les  quarrés  font  en  Raifon  doublée  de  la  Raifon 
de  leurs  racines , les  cubes  en  Raifon  triplée , les  quatrièmes  puijfances 
en  Raifon  quadruple , & amfi  de  fuite. 

Soient  les  quarrés  aa  , bb , dont  les  racines  font  a,  b,  je  prens 
les  deux  Raifons  égales  a,  b ::a.  b , fie  la  compofée  de  ces  deux 
Raifons  eft  la  raifon  doublée  aa , bb  ; or  les  termes  des  cette 
Raifon  doublée  font  les  quarrés  des  termes  a,  b,  de  l’une  ou  de 
l’autre  des  compofantes  ; donc  les  qurrés  aa,  bb,  font  en  Raifon 
doublée  de  la  Raifon  de  leurs  racines. 

De  même  foient  les  cubes  ai,  bî,  dont  les  racines  font  a, b; 
je  prens  les  trois  Raifons  égales  a,  b : : a,  b ::  a,  b,  fie  la 
compofée  de  ces  trois  Raifons  eft  03 , bi , laquelle  eft  triplée  de 
la  première , ou  de  la  fécondé  , ou  de  la  troifiéme  ; or  ai,  bi , 
font  les  cubtjp  des  termes  a,  b,  de  chacune  de  ces  raifons , donc 

les  . 
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les  cubes  font  en  raifon  triplée  de  la  raifon  de  leurs  racines , ôc 
ainfi  des  autres. 

324.  Corollaire.  Il  fuit  delà  que  les  racines  quarrées  font 
en  raifon  foudoubléede  celle  de  leurs  quarrés,  que  les  racines 
cubiques  font  en  raifon  foutriplée  de  celle  de  leurs  cubes,  &c. 

32  j.  Theoreme.  Si  ton  a p/ufieurs  grandeurs  de  fuite , la  pre- 
mière ejl  à la  troiftéme  en  raifon  compofee  de  la  raifon  de  la  première 
à la  fécondé , & de  celle  de  la  fécondé  à la  troiftéme  ; la  quatrième  eft 
en  raifon  compofee  de  la  raifon  de  la  première  à la  feeonde , de  celle 
de  la  fécondé  à la  troiftéme  ,&  de  celle  de  la  troiftéme  â la  quatrième , 

& ainft  de  fuite , c èft-à-dire  que  la  raifon  et  un  terme  à un  autre  e(l 
compofee  de  toutes  les  raifons  qui  fe  trouvent  entre-deux. 

Soient  les  grandeurs  a,  b,  c,  d,e,  &c.  telles  que  l’on  vou- 
dra, foient  qu’elles  aillent  toujours  en  augmentant,  ou  toujours 
en  diminuant , ou  tantôt  en  augmentant , ôc  tantôt  en  diminuant  ; 
je  prens  les  deux  raifons  a , b ; b , c,  ôc  faifant  la  compofée,  j’ai 
ab,  bc  , ôc  divifant  l’un  ôc  l’autre  terme  par  b , les  quotiens  a,  c, 
font  en  même  raifon  que  ab,  bcf  (N.  3 3.) ; donc  a.  c ::  ab.  bc , St 
par  conféquentla  première  grandeur  donnée  eft  à la  troifiéme  c, 
en  raifon  compofée  de  celle  des  deux  premières  a,  b , ôc  de  celle 
de  la  fécondé  b à la  troifiéme  c. 

Je  prens  de  même  les  trois  raifons  a,  b ; b,  c ; c,  d,  ôc  leur 
compofée  eft  abc , bed  ; orfes  deux  termes  étant  divifés  par  bc , 
donnent  a,  d,  qui  font  en  même  raifon  que  abc , bcd\  donc  a.  d 
wabc.bcd , c’eft-à-dire  la  première  grandeur  donnée  a eft  à la 
quatrième*/ en  raifon  compofée  des  raifons  intermédiaires,  a,  b-, 
b,  es  c,  d , ôc  ainft  des  autres. 

325.  Corollaire.  Si  les  grandeurs  donnéesa,£,  c , d,e,  ôcc. 
étoient  en  progreftion  géométrique  afeendante , ou  defeendante, 
ce  feroit  encore  la  même  chofe. 

327.  Theoreme.  Dans  toute  ProgreJJîon  géométrique  afeendante 
ou  defeendante , le  premier  terme  ejl  au  troiftéme  comme  le  quarré  du 
premier  au  quarré  du  fécond  ,-  le  premier  eft  au  quatrième  comme  te  ( 
cube  du  premier  au  cube  du  fécond  ; le  premier  ejl  au  cinquième  comme 
la  quatrième  pujfance  du  premier  a la  quatrième  puiffance  du  fécond , 

& ainft  de  fuite. 

Soit  la  progreftion  ::a>  b,c,  d,  e,ôcc.  parle  Théorème  pré- 
cédent, le  premier  terme  a eft  au  troifiéme  c , en  raifon  compo- 
fée de  la  raifon  a,  b,  Sx.  de  la  raifon  b,c,  or  ces  deux  railons 
font  égales  ; donc  le  premier  terme  a eft  au  troifiéme  c en  raifon 
Tome  I.  . Z 
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doublée  de  la  raifon  a,  b , ou  de  la  raifon  b y e , (N.  ? 18.)  ; or  la 
raifon  doublée  de  l’une  des  compofantes  eft  égale  à la  raifon  des 
quarrés  des  termes  de  l’une  des  compofantes  (M  323.);  donc  la 
raifon  a,  c,  eft  la  même  que  la  raifon  des  quarrés  des  deux  pre- 
miers termes  a,  b de  la  progreftion. 

De  même  parle  Théorème  précédent  la  raifon  a , d , eft  com- 
pofée  des  railons  a ,b  ; b , c ; c , d;  or  ces  trois  raifons  font  égales; 
donc  la  raifon  a,  d,  eft  triplée  de  la  raifon  a,  b-,  mais  les  cubes 
de  la  raifon  a,  b,  font  aufti  en  raifon  triplée  de  la  raifon  a,  b , 
(Al.  323.)  donc  le  premier  terme  a de  la  progreftion  eft  au  qua- 
trième terme  d , comme  le  cube  ai  du  premier  eft  au  cube  bi  du 
fécond,  & ainfi  des  autres. 

328.  Theoreme.  Une  ProgreJJîon  géométrique  afcendante  ou  défi 
rendante  étant  donnée , les  quarrés  de  fies  termes , -ou  les 'cube  s , ou  les 
quatrièmes  ptiijjances  ; de  même , leurs  racines  quarrées  ou  leurs  raci- 
nes cubiques , ou  leurs  racines  quatrièmes , &c.  fieront  encore  en  pro- 
grejjion. 

Dans  toute  progreftion  géométrique  la  raifon  du  premier  terme 
au  fécond  eft  égale  à celle  du  fécond  au  troifieme,  celle  du 
troifiéme  au  quatrième , & ainfi  de  fuite  ; donc  les  raifons  dou- 
blées, ou  triplées,  ou  quadruplées,  &c.  ou  les  raifons  foudou- 
blées , foutriplées,  fouquadruplées , &c.  de  toutes  ces  raifons  font 
encore  égales;  or  les  quarrés  de  ces  raifons  font  en  raifon  dou- 
blée, les  cubes  en  raifon  triplée,  ôcc.  & les  racines  quarrées  font 
en  raifon  fcudoublée,  les  racines  cubiques  en  raifon  foutriplée, 
ôcc.  donc  les  quarrés  ou  les  cubes , ôcc.  ou  les  racines  quarrées 
ou  cubiques,  &c.  font  entr’elles  en  meme  raifon,  & par  confé- 
quent  elles  font  encore  en  progreftion. 

32p.  Theoreme.  Si  deux  quarrés  inégaux  ou  deux  cubes  , ou 
deux  quatrièmes  puijfiances , &c.fiont  divifiés  f un  par  t autre , le  quo- 
tient eft  un  nombre  quarré , ou  un  cube , &c. 

Ceci  eft  une  fuite  des  principes  précédens , mais  on  peut  le 
démontrer  avec  plus  de  facilité  en  cette  forte.  Soient  les  quarrés 

aa,  bb , fi  je  divife  l’un  par  l’autre,  le  quotient  efl  — > lequel  eft 

encore  un  quarré;  car  fa  racine  eft  De  même  foientles  cubes 

b 

ai , b i,  fi  je  divife  l’un  par  l’autre,  le  quotient  eft  encore  un 
cube , puifque  fa  racine  cubique  eft  -£■ , ôc  ainfi  des  autres. 
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'330.  PROBLEME.  Trouver  entre  deux  nombres  donnés  autant  de 
moyennes  proportionnelles  géométriques  qu'on  voudra. 

Soient  les  grandeurs  a , b , entre  lefquelles  on  demande  une 
moyenne  proportionnelle  géométrique,  je  la  nomme  x,  ôc  j’ai 
t:  a.  x,  b-,  or  le  quarré  de  la  première  eft  au  quarré  de  la  fé- 
condé comme  la  première  eft  à la  troifiéme  (N.  327.  ) donc  aa . 
xx.  a.  b > St  faifant  le  produit  des  extrêmes  ôc  celui  des  moyens, 
j’ai  aab  = axx , ôc  divifant  par  a de  part  ôc  d’autre , je  trouve  ab 
ôc  x = V ab , ce  qui  me  fait  voir  qu’il  faut  multiplier  a 


--xx. 


par  b St  en  tirer  la  racine  quarrée  du  produit  pour  avoir  x , de 
même  que  nous  l’avons  trouvée.  {N.  292.) 

Soient  les  grandeurs  a,  b,  entre  lefquelles  on  demande  deux 
moyennes  proportionnelles  ; je  nomme  la  première  x , ôc  la  fé- 
condé y,  ôc  j’ai  ::a.  x.y.bi  or  le  cube  de  la  première  eft  au 
cube  de  la  fécondé  comme  la  première  eft  à la  quatrième  (A'". 
327.);  donc  ai.  xi  ::  a.  b , d’où  je  tire  aib=axi,  ôc  divifant. 
tout  par  a , j’ai  a1b—xi,  ôc  tirant  la  racine  cubique  je  trouve* 
= Vàlb\  ce  qui  me  fait  voir  que  pour  trouver  la  première  des 
deux  moyennes  proportionnelles  il  faut  faire  le  quarré  de  la  pre- 
mière a,  le  multiplier  par  la  quatrième  b , ôc  tirer  la  racine  cu- 
bique du  produit.  Après  quoi  comme  les  quatre  termes  font  en 
progreflion  on  dira  la  première  a eft  à la  fécondé  * qui  fera  une 
grandeur  connue  comme  cette  fécondé  eft  à la  troifiéme,  ôc  la 
Réglé  de  Trois  donnera  la  troifiéme. 

On  trouveroit  de  même  trois  moyennes  proportionnelles, 
quatre , ôcc.  entre  deux  grandeurs  données. 

331.  Remarque.  Il  n’arrive  pas  toujours  qu’on  puifle  exprimer 
en  nombres  les  moyennes  proportionnelles  que  l’on  cherche , 
ôc  l’on  va  voir  dans  le  Chapitre  fuivant  quels  font  les  cas  où  cela 
ne  fe  peut  pas. 

332.  Theoreme.  On  peut  toujours  trouver  une  moyenne  proportion- 
nelle exprimable  en  nombre  entre  deux  quarrés  parfaits , deft-à-dre  dont 
on  peut  extraire  la  racine , deux  entre  deux  cubes  parfatts , trois  entre 
deux  quatrièmes  puijfances  parfaites , dr  ainft  de  fuite. 

Soient  les  deux  quarrés  parfaits  aa,  bb , je  les  multiplie  l’un  par 
l’autre,  ce  qui  donne  aabb , dont  la  racine  quarrée  ab  eft  moyenne 
proportionnelle  entre  les  deux  quarrés  aa,  bb , puifque  fon  quarré 
eft  égal  au  produit  des  deux  quarrés  qui  font  fes  extrêmes  {N.  330.) 
ainfi  j’ai  : : aa.  ab.  bb.  ce  qui  fait  voir  que  le  produit  des  racines  de 
deux  quarrés  eft  moyen  proportionnel  entre  ces  deux  quarrés . 
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Pour  trouver  deux  moyennes  proportionnelles  entre  deux  Cu- 
bes ai , bi,  je  multiplie  leurs  racines  a,  b , chacune  par  le  quarré 
aa,  ce  qui  donne  les  produits  ai , a'-b , qui  font  en  même  raifort 
que  les  racines  a,  b,  (Aê  32.)  » je  multiplie  les  mêmes  racines  a , 
b , chacune  parle  quarré  de  la  féconde , ce  qui  donne  les  produits 
abb,bi,q\A  fonraulfien  même  raifon , Ôc  par  conféquentles  deux 
raifons  ai,  azb\  & abb , bi  étant  égales  chacune  à la  raifon  a,  b, 
font  égales  entr  elles  ; donc  ai.  a1b  ::  abb.  bi.  Maintenant  pour 
prouver  que  ces  quatre  grandeurs  font  non-feulement  propor- 
tionnelles, mais  encore  en  proportion  continué,  je  multiplie  la 
première  ai  par  la  troiliéme  abbt  & le  produit  eft  a+bb  dont  la 
racine  quarrée  eft  alb , ôc  par  conféquent  azb  eft  moyenne  pro- 
portionnelle entre  aib  & abb  ; de  même  je  multiplie  le  fécond 
terme  azb  par  le  quatrième  bi , & t le  produit  eft  azb 4 dont  la  racine 
quarrée  eft  abb , & par  conféquent  abb  eft  moyenne  proportion- 
nelle entre  azb  fit.  bi , & les  quatre  termes  ai , azb,abb,  bi  font 
en  proportion  continué. 

rour  trouver  trois  moyennes  proportionnelles  entre  deux  qua- 
trièmes puiftances  a*,  b*,  je  multiplie  leurs  racines  a,  b , par  le 
cube  de  la  première,  & les  produits  a4,  aib , font  encore  en 
même  raifon,  je  multiplie  les  mêmes  racines  par  aab , & les  pro- 
duits aib , aabb , font  en  même  raifon  j je  les  multiplie  encore 

[>ar  abb , & les  produits  aabb , abi , font  en  même  raifon  ; enfin  je 
es  multiplie  par  bi , & les  produits  abi , b 4,  font  en  même  raifon  ; 
donc  j’ai  la  proportion  continué  a4,  aib  ::  aib.  aabb  : : aabb.  abi 
: : abi.  b*t  & on  trouvera  de  même  qu’entre  deux  cinquièmes  puif- 
fanccs  parfaites  il  y a quatre  moyennes  proportionnelles,  &c. 

Si  l’onéleve  un  binôme  a -{-b  à fes  puiftances , & qu’on  né- 
glige lescoefficiens  numériques,  on  trouvera  que  les  termes  com- 
pris entre  la  plus  haute  puiftance  de  a & la  plus  haute  puiftance 
dq  b , font  les  moyennes  géométriques  dont  nous  venons  de 
parler. 

Des  Réglés  que  les  Arithméticiens  nomment  Réglés 
de  cinq  , de  Jept , de  neuf , &c. 

333.  Lorfque  dans  une  queftion  propofée  qui  contient  cinq 
grandeurs  connues  on  en  cherche  une  fixiéme , & que  les  cinq 
peuvtnt  fe  réduire  à trois,  de  façon  que  par  une  réglé  de  Trois 
on  pu  ffe  trouver  la  fixiéme,  les  Arithméticiens  difent  que  cetre 
.réglé  eft  une  réglé  de  cinq.  De  même  ils  difent  que  la  réglé  eft 
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une  réglé  de  fept , lorfqu’une  queftion  contient  fept  termes  con- 
nus lefquels  peuvent  fe  réduire  à trois  , par  le  moyen  defquels  on 
trouve  le  huitième  terme  cherché,  ôc  ainfi  des  autres  ; or  les  pra- 
tiques qu’ils  enfeignent  font  fondées  fur  les  principes  des  railons 
compofées , comme  on  va  voir  dans  l’Exemple  fuivant. 

Exemple.  Deux  hommes  en  trois  jours  ont  fait  24  toifes  cf ou- 
vrage j quatre  hommes  en  9 jours  combien  en  feront-ils  ? 

Pour  réfoudre  cette  queftion  les  Arithméticiens  difent  qu’il  faut 
multiplier  les  deux  premiers  termes  2 ôc  3 l’un  par  l’autre  ,^:e  qui 
fait  6 ; multiplier  enfuite  le  quatrième  6c  le  cinquième  l’un  par 
l’autre  , ce  qui  fait  3 6 , enfin  faire  une  réglé  de  Trois  dont  le  pre- 
mier terme  foit  le  produit  6 , le  fécond  le  nombre  24  de  toifes  , 
ôc  le  troifiéme  le  produit  3 6.  De  forte  que  la  réglé  étant  faite  le 
quatrième  terme  144  fera  le  nombre 
de  toifes  que  quatre  hommes  feroient 
en  neuf  jours. 

La  proportion  félon  les  Arithmé- 
ticiens eft  donc  6.  24::  3 6.  144,  ou 
bien  en  alternant  6.  36::  24.  144, 
c’eft-à-dire  que  le  produit  6 du  nom- 
bre 2 d’hommes  multiplié  parle  nom- 
bre 3 de  leurs  jours  eft  au  produit  36 
du  nombre  d’hommes  4 multiplié 
par  leurs  jours  9 comme  les  24  toifes  faites  par  deux  hommes  en 
3 jours  font  à 144  toifes  que  feront  4 hommes  en  9 jours. 

Or  pour  rendre  raifon  de  ceci , il  fuffit  de  faire  obferver  que 
le  nombre  24  de  toifes  doit  être  au  nombre  144  de  toifes  , non- 
feulement  dans  la  raifon  du  nombre  2 d’hommes  au  nombre  4 
d’hommes , mais  encore  dans  la  raifon  du  nombre  3 de  jours  au 
nombre  9 de  jours , ôc  par  conféquent  24  doit  être  à 144  en  rai- 
fon compofée  des  nombres  d’hommes  2 , 4 , ôc  des  nombres  de 
jours  3 , 9 ; or  la  raifon  compofée  de  ces  deux  raifons  eft  2 x 3 , 
4 x 9,  ou  6,  36,  ôc  les  termes  de  cette  raifon  font  les  produits 
des  nombres  d’hommes  par  leurs  jours  ; donc , ôcc. 

On  fera  encore  plus  convaincu  de  ceci  fi  l’on  fait  attention 
que  deux  hommes  en  trois  jours  font  autant  de  travail  que  2 fois 
3 hommes  ou  6 hommes  en  un  jour,  ôc  que  4 hommes  en  9 
jours  font  autant  de  travail  que  4 fois  9 hommes  ou  36  hommes 
en  un  jour,  ôc  qu’ainfi  la  queftion  propofée  eft  la  même  que  fi 


6.  24  : : 

_££• 

144 

72 


864 


3 6.  réponfe  144 
6 

8 64 ( 1 44 


2 6 
24 
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on  difoit  : 6 hommes  ont  fait  24  toifes , combien  3 6 hommes  en 

feront-ils  / ce  qui  eft  une  réglé  de  Trois  ordinaire. 

On  juge  aifément  par-là  de  quelle  façon  on  peut  réduire  à trois 
termes,  les  queftions  de  7,  de  p,  de  1 1 , ôte.  c’eft  pourquoi  je  ne 
m’y  arrêterai  pas. 


CHAPITRE  X 

Des  Incommenfurables. 

334*  O I le  rapport  de  deux  grandeurs  peut  s’exprimer  en  nom- 
*3  bres , ces  deux  grandeurs  font  dites  commenfurables  en~ 
tr  elles , parce  qu’on  pourra  trouver  un  nombre  qui  les  melurera. 
Le  rapport  de  4 à 2 eft  2 , ces  deux  grandeurs  font  donc  com- 
menfurables ; car  2 fe  mefure  lui  - même , ôc  il  mefure  aulTi  4 , 
puifqu’il  y eft  contenu  deux  fois  ; de  même  le  rapport  de  y à 3 
eft  commenfurablç , car  l’unité  les  mefure  tous  les  deux , étant 
contenue  cinq  fois  dans  y , ôt  trois  fois  dans  3 , ôcc. 

33  y.  Si  le  rapport  de  deux  grandeurs  ne  peut  pas  s’exprimer 
en  nombres  , ces  deux  grandeurs  font  dites  tncommenfur ailes  en- 
tr  elles  ; ainfi  2 6c  v'j  font  incommenfurables , parce  qu’on  ne 
fçauroit  exprimer  ce  que  2 eft  à v'y , ôcc. 

33  6.  Si  deux  grandeurs  incommenfurables  entr’clles  devien- 
nent commenfurables  en  les  élevant  au  quarré,  on  dit  que  ces 
deux  grandeurs  font  incommenfurables  entr  elles , & commenfurables 
enpuijfance.  2 6c  v'j  font  commenfurables  en  puiflance,  parce  que 
leurs  quarrés  font  entr’eux  comme  deux  nombres,  ôt  fi  ces  gran- 
deurs ne  font  commeniùrables  que  lorfqu’on  les  éleve  au  cube, 
on  dit  qu’elles  font  incommenfurables  entr’elles,  ôt  en  puiflance, 
ôt  commenfurables  en  troifléme  puiflance,  ôcc. 

337.  Theoreme.  Si  Fexpoftteur  ou  Fexpojant  d'une  r ai fon  doublée 
n'ef  pas  un  quarré , ou  fi  celui  d’une  raifon  triplée  nef  pas  un  cube  , 
les  termes  des  raifons  ftmples  dont  ces  rai  fins  J ont  doublées  ou  triplées , 
feront  incommenfurables  entr’eux  ; mais  fi  P expofiteur  ou  Pexpofant 
d’une  raifon  efi  un  nombre  quarré , ou  un  nombre  cube , &c.  les  termes 
de  la  raifon  feront  entr’eux  comme  deux  quarrés , ou  comme  deux  cubes. 

Le  premier  cas  eft  facile  après  ce  qui  a été  dit  ci-devant  ; ôc  pour 
le  fécond,  foit  la  raifon  2,8,  dont  l’expofiteur -J- , oul’expofant  4 
font  des  nombres  quarrés , or  l’un  ôc  l’autre  font  voir  que  2 eft  le 
quart  de  8 ; ainfi  a.  8 ; : 1.4,  mais  1 ôc  4 font  des  nombres  quarrés  ; 
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donc  les  termes  2 & 8 font  entr’eux  comme  des  nombres  quarrés. 

De  même  foit  la  raifon  16,  j4  dont  l’expofiteur  lequel  ré- 
duit aux  moindres  termes  eft  ~ , 6c  l’expofant  , ou  Y font  des 
nombres  cubes , puifque  la  racine  cubique  de  8 eft  2 , 6c  celle 
de  27  eft  3 » or  l’un  & l’autre  nous  font  voir  que  16.  J4  ::  8.  27, 
6c  par  conféquent  16  6c  y 4 font  entreux  comme  des  nombres 
Cubes  , 6c  ainfi  des  autres. 

338.  Theoreme.  Dans  toute  progrejfton  géométrique  afcendante  ou 
descendante,  le  premier  terme  ejl  commenfurable  au  fécond  fi  l’expofi- 
teur de  la  raifon  du  premier  au  troifiéme  ejl  un  quarré,  ou  fi  celui  de 
la  raifon  du  premier  au  quatrième  ejl  un  nombre  cube,  ou  fi  celui  du 
premier  au  cinquième  eft  la  quatrième  puijfance  d'un  nombre , &c. 

Soit  la  proportion  géométrique  ::  a,  b,  c,d,  e,  f,  6cc.  la  rai- 
fon du  premier  terme'  a au  troifiéme  f,  eft  compofée  de  la  raifon 
a,  b , 6c  de  la  raifon  b,c , ( N . 32j.)ior  ces  deux  compofantes 
font  égales  , puifqu’il  y a progreftion  ; donc  la  raifon  du  premier 
au  troifiéme  eft  doublée  delà  raifon  a,  b,  {N.  3 18.)  & par  con- 
féquent fon  expofiteur  eft  le  quarré  de  l’expofiteur  de  la  raifon 
a , b , mais  on  fuppofe  que  cet  expofiteur  eft  un  nombre  quarré, 
donc  on  pourra  tirer  fa  racine  pour  avoir  l’expofifeur  de  la  com- 
pofante  a , b , 6c  connoître  par-là  le  rapport  au  premier  terme  a 
au  fécond  terme  b. 

De  même  la  raifon  du  premier  terme  a au  quatrième  d,  eft 
compofée  des  trois  raifons  égales  a,  b ; b,  c ; c,  d,  & par  con- 
féquent elle  eft  triplée  de  la  raifon  a,  b ; or  l’expofireur  d’une  rai- 
fon triplée  eft  le  cube  de  l’expofiteur  de  l’une  des  compofantes  j 
donc  tirant  la  racine  cubique  de  l’expofireur  de  la  raifon  a,dt 
lequel  eft  un  nombre  cube  par  la  fuppofition , cette  racine  fera 
l’expofiteur  de  la  raifon  a,  b,  6c  fera  voir  la  raifon  du  premier  au 
fécond,  & ainfi  des  aurres. 

33p.  Theoreme.  Dans  toute  progrejfion  géométrique  le  premier 
terme  & le  fécond  font  incommenfurables  entreux  & commenfurables 
en  puijfance , fi  f expofiteur  de  la  raifon  du  premier  au  troifiéme  ri  eft 
pas  un  nombre  quarré , & ils  font  incommenfurables  entr' eux  <èr  en 
puijfance , fi  i expofiteur  du  premier  au  troifiieme  ri  eft  pas  un  nombre 
qu'on  puiffe  exprimer. 

Soit  la  progreftion  :-.a,  b,  c,  d,  e,  &c.  l’expofiteur  du  pre- 
mier terme  a au  troifiéme  c n’étant  pas  un  nombre  quarré  par  la 
fuppofition , on  ne  pourra  en  extraire  la  racine  ; or  Fexpofiteur 
du  premier  terme  au  fécond  eft  égal  à cette  racine  ; donc  puif- 
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que  cet  expofiteur  ne  pourra  pas  s’exprimer  en  nombre , les  ter- 
mes a,  b , feront  incommenfurables , mais  les  quarrés  de  ces  ter- 
mes feront  commenfurablees  ,•  car  ces  quarrés  étant  en  raifon 
doublée  delà  raifon  a,  b , feront  en  même  raifon  que  les  termes 
a,  c,  qui  font  aullï  en  raifon  doublée  de  la  raifon  a , b -,  donc 
l’expoliteur  de  ces  quarrés  fera  le  même  que  l’expofiteur  des  ter- 
mes a , c,  ôc  comme  on  fuppofe  que  cet  expofiteur  eft  un  nom- 
bre , on  pourra  donc  connoître  la  raifon  des  quarrés. 

Que  fi  on  fuppofe  que  l’expofiteur  de  la  raifon  a , c,  ne  puifle 
pas  s’exprimer  en  nombre,  alors  la  raifon  des  quarrés  de  la  raifon 
a,  b,  ne  pourra  s’exprimer  non  plus,  puifque  leur  expofiteur 
étant  le  même  que  celui  de  la  raifon  a , c , ne  pourra  pas  nous 
faire  connoître  leurs  rapports  ; ainfi  les  deux  premiers  termes  a , 
b , feront  incommenfurables  entr’eux  fie  en  puiflance. 

340.  Theoreme.  Dans  toute  progrejfion  géométrique , le  premier 
terme  & le  fécond  feront  incommenfurables  entreux , & commenf» - 
râbles  en  troifiéme  puijfance , fi  f expofiteur  du  premier  terme  au  qua- 
trième eft  un  nombre  qui  ne  foit  pas  cube , & ils  feront  incommenfu- 
rables entreux  & en  troifiéme puijfance fi  t expofiteur  du  premier  au 
quatrième  eft  une  quantité  quon  ne  peut  exprimer. 

La  raifon  du  premier  au  quatrième  eft  triplée  de  la  raifon  du 
premier  au  fécond,  ôc  par  conféquent  fon  expofiteur  eft  le  cube 
de  l’expofiteur  du  premier  au  fécond  ; donc  puifqu’on  fuppofe 
que  cet  expofiteur  n’eft  pas  un  cube  dont  on  puifle  extraire  la 
racine  , on  ne  pourra  non  plus  trouver  l’expofiteur  des  deux  pre- 
miers termes  ; mais  les  cubes  de  ces  termes  feront  commenfu- 
rables , puifque  ces  cubes  étant  en  raifon  triplée  de  leurs  raci- 
nes feront  entr’eux  comme  le  premier  fie  le  quatrième  terme  qui 
font  commenfurables  à caufe  que  leur  expofiteur  eft  un  nombre  i 
que  fi  cet  expofiteur  n’étoit  pas  un  nombre , il  eft  clair  que  celui 
des  cubes  des  deux  premiers  termes  ne  le  feroit  pas  non  plus , 
ôc  que  par  conféquent  les  deux  premiers  termes  feroient  incom- 
menfurables entr’eux  ôc  en  troifiéme  puiflance. 

On  trouvera  par  un  femblable  raifonnement  que  fi  l’expofiteur 
du  premier  terme  au  cinquième  eft  un  nombre  qui  ne  foit  pas 
une  quatrième  puiflance,  le  premier  6c  le  fécond  terme  font  in- 
commenfurables entr’eux , ôc  commenfurables  en  quatrième  puif- 
fance  . ôc  que  fi  cet  expofiteur  n’eft  pas  un  nombre , le  premier 
ôc  le  quatrième  font  incommenfurables  en  quatrième  puiflance, 
ôc  ainfi  des  autres. 

342. 
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342.  Et  il  faut  obfcrverque  fi  l’expofiteur  du  premier  au  qua- 
trième n’eft  pas  un  nombre  cube,  non-feulement  le  fécond  terme 
eft  un  radical,  mais  encore  le  troifième.  Soit  par  exemple  le  pre- 
mier & le  quatrième  terme  1.  6.  je  nomme  les  deux  moyens  x.  y , 
ôc  j’ai::  1.  x.  y.  6 , ôc  par  confèquent  1.  xi  ::  1.6.  (N.  330.)  d’oii 

je  tire  xi  = 6 , 6c  x='/6\  ainfi  le  fécond  terme  eft  ; or  fi  je 

veux  trouver  le  troifième,  je  dis  : 1.  V6  :î  V 6.  V36,  ôc  ce  troi- 

fiémc  eft  la  grandeur  incommenfurable  V 36. 

De  même  fi  l’expofiteur  du  premier  au  cinquième  n’eft  pas 
un  nombre  qui  foit  une  quatrième  puiflance , les  trois  termes  qui 
font  entre  le  premier  6c  le  cinquième  font  des  grandeurs  radi- 
cales. Car  foient  le  premier  ôc  le  cinquième  terme  2.  8,  je  nomme 
les  trois  moyens  x , y , z , ôc  j’ai  : : 2.  x.y.  z.  8 ; 6c  par  confèquent 

16.  x*  : : 2.  8.  {N.  330.)  ; d’où  je  tire  x*  = Hü?}  & x = ; 

4 1 

ainfi  le  fécond  terme  eft  V6y , or  pour  trouver  le  troifième  je 
fais  2.  v'tf*  ::  V6±.  , ôc  le  troifième  terme  eft  — . 


& pour  trouver  le  quatrième  terme  je  fais  2.  ♦/<%  ::  . 


— x 4 X **■ , 6c  ce  quatrième  terme  eft  incommenfurable  de  même 
que  les  précèdens. 

On  prouveroit  de  la  même  façon  que  fi  l’expofiteur  du  premier 
au  fixiéme  terme  n’eft  pas  un  nombre  qui  foit  une  cinquième  puif- 
fance,  les  termes  compris  enrre  le  premier  ôc  le  fixième  feront 
incommenfurables. 

343.  Il  fuit  de  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  qu’on  ne  peut 
trouver  une  moyenne  proportionnelle  exprimable  en  nombre  en- 
tre deux  grandeurs,  que  lorfque  l’expofiteur  de  ces  grandeurs 
eft  un  quarré  ; qu’on  ne  peut  trouver  deux  moyennes  proportion- 
nelles entre  ces  mêmes  grandeurs  que  lorfque  l'expofiteur  eft 
un  cube  ; qu’on  n’en  peut  trouver  trois  que  lorfque  l’expofiteur 
eft  une  quatrième  puiflance , ôcc.  cependant  toutes  ces  moyennes 
proportionnelles  que  nous  ne  fçaurions  exprimer  en  nombres  , 
s’expriment  aifément  en  lignes  pat  les  réglés  de  la  Géométrie, 
comme  on  verra  dans  la  fuite. 


Terne  I. 


A a 
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CHAPITRE  XI* 

Des  Logarithmes. 


344-  C?  I l’°n  Prcnt^ une  progrelfion  géométrique  infinie  en  mon- 
^ tant  6c  en  defeendant  T5 , ôcc.  75.  7.  7.  *•  2*  4-  8. 

i5.  32,  ôcc.  2 00 , ôc  que  fous  les  termes  1.  2.  4,  ôcc.  qui  vont 
en  montant,  on  mette  les  termes  pofuifs  o.  1.2.3,  Ôcc.  d’une 
progrelfion  arithmétique  afeendante , ôc  que  fous  les  termes  7. 

j y ôcc.  de  la  progrelfion  géométrique  on  mette  les  termes 
négatifs  — 1 , — 2,  — 3,  ôcc.  de  la  progrelfion  arithmétique, 
chaque  terme  de  la  progrelfion  arithmétique  fe  nommera  le  Lo- 
garithme du  terme  de  la  progrelfion  géométrique  fous  lequel  il  fe 
trouvera  écrit  ; or  les  deux  progrelfions  feront  les  fuivantes. 

TS  t &c*  7»*  Tï*  T*  . 4*  I • 2.  4.  8.  1 5.  3 2 , ÔCC.  2 » 

— 00,. ÔCC. J. — 4. — 3. — 2. — 1.0.  1.2.  3.  4-  S)  &c*  00  * 

343.  J’ai  fait  obferver  (M  3 i5.)  que  la  fuite  infinie  des  puif- 
fances  négatives  ôc  pofitives  d’une  grandeur  a qui  font  ar 00  , ôcc. 
a~6.  a~f.  a~*.  art.  a-1.  a~'.  a0,  a1,  a ai.  a ♦,  ôcc.  a 00 , font  en 
progrelfion  géométrique  , ainli  faifant  a= 2 , cette  fuite  de  puif- 
Êtnces  littérales  fera  la  même  que  la  progrelfion  géométrique  ci- 
delfus  ; car  a°  eft  égal  à 1 (M  139.),  ôc  les  puilfances  négatives 

f 1 1 

or1,  ar1  y ari , ôcc.  font  les  mêmes  que  celles-ci  — , — , — y 


ôc  les  expofans  des  puilfances  littérales  feront  les  mêmes  que 
les  termes  de  la  progrelfion  arithmétique  que  nous  avons  mis 
fous  ceux  de  la  progrelfion  géométrique. 

345.  Il  fuit  delà  que  les  logarithmes  de  la  progrelfion  géomé- 
trique auront  les  mêmes  propriétés  que  les  expofans  des  puilTan- 
ccs  de  a ; ainfi  i°.  fi  je  veux  multiplier  le  terme  2 de  la  progref- 
fion  géométrique  par  le  terme  8 , je  n’ai  qu’à  ajouter  enfemble 
les  logarithmes  1 , 3 , de  ces  deux  termes,  Ôc  la  fomme  4 fera 
le  logarithme  du  produit  cherché  (AG  1 34.)  i or  le  terme  de  la 
progrelfion  géométrique  écrit  au-delfus  du  logarithme  4 eft  1 5 ; 
donc  16  eft  le  produit  de  2 par  8.  20.  Pourdivifer  le  terme  1 5 
de  la  progrelfion  géomérrique  par  le  terme  2 , je  prens  les  loga- 
rithmes 4.  1.  de  ces  termes,  ôc  retranchant  le  fécond  du  pre- 
mier le  relie  3 eft  le  logarithme  du  quotient  cherché  {N.  1 3 3.) 
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ainfi  le  terme  8 écrit  fur  le  logarithme  3 eft  le  quotient  de  1 6 
divifé  par  2.  30.  Pour  élever  le  terme  2 de  la  progreflion  géomé- 
trique à (a  quatrième  puiflance , je  multiplie  le  logarithme  1 du 
terme  2 par  l’expofant  4 de  la  quatrième  puiflance  de  2 (A/’.  1 y 5.); 
ainfi  le  terme  1 6 écrit  au-deflus  du  logarithme  4 eft  la  quatrième 
puiflance  cherchée.  40.  Pour  extraire  la  racine  cubique  de  8 je 
prens  fon  logarithme  3 , & le  divifant  par  l’expofant  3 de  la  ra- 
cine cubique , le  quotient  1 eft  le  logarithme  de  la  racine  cu- 
bique de  8 (N.  1 y 7.) , Ôc  par  conféquent  le  rcrme  écrit  au-deflus 
de  ce  logarithme  eft  la  racine  cherché  ; d’où  l’on  voit  que  ce 
qu’il  faudroit  faire  par  la  multiplication  ôc  la  divifion,  en  opé- 
rant fur  les  termes  de  la  progreflion  géométrique  , on  le  fait  par 
l’addition  & la  fouftraélion  , ôc  ce  qu’il  faudroit  faire  par  l’éléva- 
tion* des  puiflances  ou  l’extraûion  des  racines,  on  le  fait  par  la 
multiplication  6c  la  divifion  ; or  comme  l’addition  6c  la  fouftra- 
clion  font  moins  difficiles  que  la  multiplication  ôc  la  divifion , 
& que  la  multiplication  6c  la  divifion  font  moins  difficiles  que 
l’élévation  des  puiflances  ôc  l’extraétion  des  racines , il  eft  vifible 
que  les  logarithmes  épargnent  bien  du  travail,  furtout  lorfqu’ifc 
s’agit  de  grands  calculs , 6c  de  l’extra&ion  des  racines  fécondés, 
troifiémes , quatrièmes,  ôcc. 

347.  Il  faut  bien  obfcrvcr  que  les  logarithmes  des  fraftions 

y,  font  les  mêmes  que  les  logarithmes  de  leurs  dénominateurs 

2,4,8,  ôcc.  à l’exception  qu’ils  font  négatifs. 

348.  Comme  il  fe  trouve  entre  les  termes  d’une  progreflion 
géométrique  beaucoup  de  nombres  qui  ne  font  point  en  progref- 
fion,  6c  qui  par  conféquent  n’ont  point  de  logarithmes  , l’utilité 
que  l’on  tire  des  logarithmes  fe  trouveroit  bornée , mais  on  y a 
pourvu  en  cherchant  les  logarithmes  des  nombres  naturels  1.  a,. 
3.  4,  ôcc.  en  cette  forte. 

On  a pris  la  progreflion  géométrique  décimale  ::  i,  10,  100  , 
1000,  1 0000 , ôcc.  Ôc  comme  pour  trouver  les  logarithmes  des 
nombres  entre  t ôc  10,  il  a fallu  extraire  des  racines  ainfi  que 
nous  allons  dire,  ce  qui  n’auroit  pas  manqué  de  donner  des  refi 
tes  après  l’extraélion,  on  a augmenté  tous  les  termes  de  leur  pro- 
greflion, ôc  leurs  logarithmes  aufli  de  plufieurs  zéros,  comme 
par  exemple  de  7,  ôc  la  progreflion  eft  devenue  par  conféquent 
1. 0000000,  10.0000000,  ôcc.  ôc  leurs  logarithmes  o.oooocoo, 
1.0000000,  2.0000000 , ôcc.  en  mettant  un  point  devant  ces 
zéros  pour  diftingucr  les  logarithmes  d’avec  les  zéros  ajoutés  , 
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& l’on  a nommé  carattérijlique  le  cara&ere  qui  fe  trouve  devant 
ce  point  ; ainfi  dans  le  logarithme  1.0000000  le  caraâere  1 fe 
nomme  le  caraftériftiquc , ôte.  après  cette  préparation  on  a cher* 
ché  le  logarithme  de  9,  ou  de  9.0000000  en  prenant  une 
moyenne  proportionelle  géométrique  entre  les  deux  termes  r 
& 1 o de  la  progreflion  géométrique  augmentés  de  leurs  zéros  r 
ôc  en  même  tems  on  a pris  une  moyenne  arithmétique  entre 
leurs  logarithmes  auffi  augmentés  de  leurs  zéros,  6c  cette  moyenne 
arithmétique  a été  le  logarithme  de  la  moyenne  géométrique, 
mais  comme  la  moyenne  géométrique  s’eft  trouvée  moindre 
que  9 ou  9.0000000,  on  a cherché  une  autre  moyenne  géomé* 
trique  entr’elle  6c  le  terme  10  ou  10.0000000,  ôc  en  même  tems 
une  moyenne  arithmétique  entre  le  logarithme  de  la  première 
moyenne  géométrique,  6c  le  logarithme  de  10.  ou  10.0000000 
6c  comme  cette  fécondé  moyenne  géométrique  s’eft  trouvée 
encore  au-deftous  de  9 , ou  9.0000000 , on  a cherché  une  autre 
moyenne  géométrique  entr’elle  ôc  le  nombre  10,  ôc  une  autro- 
moyenne  arithmétique  entre  fon  logarithme  ôc  celui  de  10,  ôc 
lorfqu’en  continuant  de  la  même  façon  on  a trouvé  une  moyenne 
géométrique  entre  9 ôc  1 o , on  en  a pris  une  autre  entre  celle-ci  ôc- 
celle  qui  eft  plus  proche  de  9 , jufqu’à  ce  qu’on  ait'  trouvé  une 
moyenne  géométrique  égale  à 9 , ôc  fon  logarithme. 

Le  logarithme  de  9 étant  trouvé,  celui  de  fa  racine  3 s’eft' 
trouvé  ailément  de  même  que'celui  des  puiftances  de  3 par  les 
réglés  données  ci-dcflus,  mais  il  a fallu  chercher  de  la  même 
façon  les  logarithmes  des  autres  nombres  entre  1 ôc  10,  ôc  ceux^ 
des  nombres  entre  10  ôc  100,  ôcc.  ce  qui  certainement  a été  um 
travail  très  pénible  dont  on  doit  avoir  bien  des  obligations  à l’é- 
gard de  ceux  qui  ont  eu  le  courage  de  l’entreprendre. 

Tous  les  logarithmes  des  nombres  t.  2.  3.4.  y,  ôcc.  étant  trou- 
vés, on  a rangé  ces  nombres  en  colonnes  les  uns  fousles  autres, 
ôc.  leurs  logarithmes  à côté  , ôc  c’eft  ce  qu’on  appelle  la  Table 
des  logarithmes  , laquelle  s’étend  depuis  le  logarithme  de  1 juf- 
qu’à celui  de  10000  dans  les  Tables  de  M.  Ozanam  qui  font' 
les  plüs  commodes,  ôc  par-là  il  eft  aifé  de  connoître  les  loga- 
rithmes des  fra&ions-;,  | , ôcc.  jufqu’à  -p™ , mais  comme 
ïj  y a des  nombres  au-dela  de  10000 , ôc  qu’outre  cela  il  y a des 
nombres  entiers  entre  1 ôc  10000  qui  font  compofés  d’entierSN 
ôc  de  fractions,  Ôc  dont  les  logarithmes  ne  font  pas  dans  les  ta- 
yç.s , la  queftion  eft  de  trouver  leurs  logarithmes  de  même  que; 
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ceux  des  fractions  dont  le  numérateur  eft  plus  grand  que  l’unité, 
& c’eft  ce  que  nous  allons  voir  dans  les  problèmes  fuivans,  où 
nous  enfeignerons  auffi  à trouver  à quel  nombre  appartient  un  lo- 
garithme qui  ne  fe  trouve  point  dans  les  Tables. 

349.  Trouver  le  logarithme  du  nombre 9477 8 y 5. 

Ce  nombre  érant  plus  grand  que  10000  , j’en  retranche  quel- 
ques carafteres  à gauche,  jufqu’à  ce  que  les  reftans  fe  trouvent 
dans  les  Tables , 6c  le  moins  qu’on  peut  en  retrancher  eft  le  mieux, 

Çarce  que  les  cara&eres  reftans  fe  trouvent  plus  près  de  la  fin  des 
ables,  ce  qui  fait  que  la  méthode  dont  nous  allons  nous  fervir 
devient  de  la  derniere  exaûirude , quoiqu’elle  ne  foit  pas  abfolu- 
ment  géométrique.  J’en  retranche  donc  les  trois  derniers  6c  les 
reftans  font  9477  qui  fe  trouvent  dans  les  Tables  ; mais  com- 
me en  retranchant  8y5  le  refte  eftrp4770oo  , c’eft -à- dire  9477 
multiplié  par  1000,  je  prcns  dans  la  Table  le  logarithme 
3.975^709  de  9477,6c  j’y  ajoute  le  logarithme  3 .0000000  de  1 00a, 
ôc  la  fomme  5.9755709  eft  le  logarithme  du  nombre  9477000,. 
('A'.  345.)  or  le  nombre  propofé  94778 y5  eft  plus  grand  que 
9477000, 6c  moindre  que  9478000  ; car  il  ne  furpaffe  9477000 
que  de  8y 5 , au  lieu  que  9478000  le  furpaffe  de  1000  ; c’eft  pour- 
quoi je  prens  dans  la  table  le  logarithme  3.9757157  du  nombre 
9478, 6c  lui  ajoutant  le  logarithme  3.000000a  de  1000  la  fomme 
6.9757157  eft  le  logarithme  de  9478000,  ainfi  les  logarithmes 
des  nombres  9477000 , 6c  9478000  , dont  la  différence  eft  1 000 
font  5.9755709 , ôc  6.9757 1 57 , 6c  la  différence  de  ces  deux  lo* 
garithmes  eft  4^8.  Je  dis  donc  fi  la  différence  1000  des  nom- 
bres 9477000,  ôc  9478000  donne  438  pour  la  différence  de  leurs 
logarithmes,  la  différence  8 y 5 des  nombres 9477000,  6c  94778  y 6 
que  donnera-t’elle  pour  la  différence  de  leur  logarithme  ? 6c  fai- 
fant  la  réglé  de  Trois  , je  trouve  1000.  4^8  ::  8y5.  392  , ainfi  la 
différence  cherchée  eft  392  avec  un  refte  que  je  néglige,  parca 
que  les  logarithmes  étant  fort  grands  leur  dernier  caraftere  à 
droite  peut  être  plus  grand  ou  moindre  fans  altérer  aucunement 
leur  valeur;  bien  plus  on  pourroit  retrancher  de  tous  les  loga- 
rithmes deux  caractères  à droite  fans  craindre  qu’il  y eut  de  l’er- 
reur, ce  que  l’on  concevra  aifément  fi  l’on  fe  rappelle  que  cha- 
que logarithme  ayant  été  augmenté  de  fept  zéros,  on  a fait  la. 
même  chofe  que  fi  on  avoit  réduit  tous  les  logarithmes  en  fra- 
yions dont  le  dénominateur  fût  10000000,  ôc  que  par  conféquentr 
il  elt  clair  que  les  deux  derniers  caraûeres  à droite  d’un  logarithmes 
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étant  extrêmement  petits,  eu  égard  à ce  dénominateur , peuvent 
être  négligés. 

Ayant  donc  trouvé  que  la  différence  des  logarithmes  desnom- 
9477000,  ôc  9477836  eft  392,  j’ajoute  J92  au  logarithme  de 
9477C00,  6c  la  fomme  5.9767101  eft  le  logarithme  du  nombre 
propofé  9477836. 

3 30.  Trouver  le  logarithme  de  ta  fraflion  y. 

La  fraûion  y eft  la  même  chofe  que  le  nombre  2 divifé  par 
3 , c’eft  pourquoi  je  prens  le  logarithme  0.3010300  du  nombre 
2,  6c  le  logarithme  0.4771212  du  nombre  3 ; je  retranche  ce 
dernier  du  premier,  ôc  le  refte  — o.  1760912  eft  le  logarithme 
de  } (IV.  346.) , 6c  ce  logarithme  eft  négatif  ; car  fi  d’une  gran- 
deur on  retranche  une  autre  grandeur  plus  grande  qu’elle,  le 
refte  eft  négatif.  Ces  fortes  de  fouftra&ions  fe  font  en  retran- 
chant la  moindre  quantité  de  la  plus  grande,  ôc  écrivant  le  refte 
avec  le  ligne  — . 

331.  Problème.  Trouver  le  logarithme  du  nombre  7 -j. 

Je  réduis  7 7 en  fraêlion  , ce  qui  fait  V > or  certe  fraêlion  eft 
la  même  chofe  que  le  nombre  13  divifé  par  2,  c’eft  pourquoi  je 
ptens  le  logarithme  1.1760913  du  nombre  13,  ôc  le  logarithme 
0.301030 6 du  nombre  2 , ôc  retranchant  celui-ci  du  premier, 
le  refte  0.8730613  eft  le  logarithme  de  la  fraÊlion  V"  (Af.  346.) 

Si  après  avoir  réduit  l’entier  ôc  fraâion  en  fraûion  on  trou- 
voie  que  le  numérateur  fut  plus  grand  que  10000  ; on  cherche- 
roit  le  logarithme  de  ce  numérateur  comme  il  a été  enfeigné 
ci-deffus  ( N . 349.)  ôc  retranchant  de  ce  logarithme  le  logarithme 
du  numérateur , le  refte  feroit  le  logarithme  du  nombre  propofé. 

332.  Problème.  Trouver  à quel  nombre  appartient  un  logarithme 
donné. 

Je  cherche  ce  logarithme  dans  les  tables,  Ôc  fi  je  le  trouve, 
le  nombre  écrit  à fon  côté  fera  celui  à qui  il  appartient. 

Mais  fi  le  logarithme  ne  fe  trouve  pas  dans  les  tables  comme 

Ear  exemple  le  logarithme  3 0441367,  je  cherche  dans  les  ta- 
ies les  logarithmes  entre  lcfquels  ce  nombre  fe  trouve , ôc  ces 
logarithmes  font  3.0437331 , ôc  3.0441476  dont  le  premier  ap- 
partient au  nombre  1 106 , ôc  le  fécond  au  nombre  1107  qui  ne 
différent  que  de  l’unité,  ôc  par  conféquent  le  logarithme  propofé 
doit  appartenir  à un  nombre  plus  grand  que  1 to6,  ôc  moindre 
que  1107,  ce  qui  ne  fçauroir  être  à moins  que  ce  nombre  ne 
foit  compofé  d’entier  ôc  de  fraêlion.  Je  prens  la  différence  3923 
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des  logarithmes  des  deux  nombres,  6c  la  différence  3815  du 
moindre  de  ces  logarithmes  au  lqgarithme  propofé  3.0441357. 

» Je  fais  la  différence  1 des  deux  nombres  110 5,  6c  1 107  égale  à 
> pour  rendre  plus  jufte  l’opération  que  je  vais  faire , 6c  je  dis 
fila  différence  39  ij des  logarithmes  3.0437331,  ôc  3.0441475 
donne  -j-^i  pour  la  différence  des  nombres  aufquels  ils  appar- 
tiennent, la  différence  3915  des  logarithmes  3.0441357,  ôc 
3.043  74y  1,  que  donnera- t’elle  pour  la  différence  de  leurs  nombres 
6c  faifant  la  réglé  de  Trois,  je  trouve  392?.  : 391 5.  -nrs,  8c 

par  conféqucnt  -^^efi  à fort  peu  de  chofe  près  la  différence  du 
nombre  1 107  au  nombre  qui  appartient  au  logarithme  propofé. 
Ajoutant  donc  -^5  à 1 107,  la  fomme  1 107  eft  le  nombre  au- 
quel appartient  le  logarithme  3.0441357. 

Si  le  logarithme  propofé  eft  4.2307  127,  lequel  eft  plus  grand 
que  le  plus  grand  logarithme  des  Tables,  j’en  retranche  le  moin- 
dre logarithme  qui  puiffe  en  être  retranché  pour  faire  en  forte 
que  le  refte  fe  trouve  dans  les  Tables  près  de  la  fin  ; ainfi  j’en  re- 
tranche le  logarithme  0.3010300  qui  appartient  au  nombre  2r 
6c  le  refte  eft  3.9495827,  je  cherche  ce  logarithme  dans  les  Ta- 
bles , ôc  trouvant  qu’il  appartient  au  nombre  8905,  je  multiplie 
ce  nombre  par  2 , ôc  le  produit  17812  eft  le  nombre  qui  appar- 
tient au  logarithme  propofé  4.2307127  (IV.  345.)  car  pour  avoir 
ce  logarithme  il  faut  ajouter  au  logarithme  3.9495827  le  loga- 
rithme de  2 que  nous  avons  retranché  du  logarithme  propofé. 

Enfin  foit  le  logarithme  propofé  4.1712875,  j’en  retranche 
le  logarithme  0.3010300  du  nombre  2 , 6c  le  refte  eft  3.8702  j 7 5;. 
or  ce  logarithme  ne  fe  trouve  point  dans  les  Tables  , ôc  je  vois 
qu’il  eft  entre  les  logarithmes  3.8702283  , ôc  3.8702858  dmit  le 
premier  appartient  au  nombre  7417 , ôc  le  fécond  au  ncMbre 
7418  dont  la  différence  eft  1 que  je  fais  égale  à-fff.  La  diffé- 
rence des  logarithmes  de  ces  deux  nombres  eft  383,  ôc  la  diffé- 
rence du  moindre  de  ces  logarithmes  au  logarithme  3.8702375- 
eft  293.  Je  dis  donc  : fi  la  différence  383  des  logarithmes 
3.87022S3 , Ôc  3.3702858  donne  ff-f  pour  la  différence  des  nom- 
bres aufquels  ils  appartiennent,  la  différence  293  des  logarithmes 
38702283,  ôc  3870237 6 que  donnera-t’elle  pour  la  différence- 
de  leurs  nombres?  ôc  faifant  la  réglé  je  trouve  383.  —5  ::  293. 

, ainfi  ^ ou  une  moitié  eft  la  différence  du  nombre  74 i 7- 
au  nombre  qui  appartient  au  logarithme  3.870237 5,  ôc  par  con- 
séquent ce  nombre  eft  741 7 mais  pour  avoir  le  logarithme: 
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{>ropofé  41712875,  il  faut  ajouter  au  logarithme  3.870237 5 le 
ogarithme  de  2 que  nous  avons  retranché  au  propofé,  donc  il 
faut  multiplier  le  nombre  7417  j par  2 (N.  34 6.)  ôc  le  produit 
1483  j fera  le  nombre  qui  appartient  au  logarithme  42712875. 

353.  Je  pourrois  propofer  iciplufieurs  qudlions  dont  la  folu- 
tion  feroit  voir  l’utilité  des  logarithmes , mais  pour  abréger  je  me 
contenterai  de  rapporter  les  deux  fuivantes. 

334.  PROBLEME.  Le  premier  & le  fécond  terme  d'une  progrejfton 
géométrique , & le  nombre  des  termes  étant  donnés , trouver  le  dernier 
terme.  • . 

Soient  les  deux  premiers  termes  1 & 2 , & le  nombre  des  ter- 
mes 14  ^l’expofant  de  la  progreflion  fera  donc  2 , & le  nombre 
des  termes  diminué  de  l’unité  eft  1 3 ,•  or  le  dernier  terme  eft  égal 
au  premier  multiplié  parl’expofant  élevé  à un  dégté  égal  au  nom- 
bre des  termes  moins  un  (A'.  30p.)  ; donc  le  dernier  terme  eft 
égal  à 1 multiplié  par  la  treiziéme  puiffance  de  2 ; mais  comme 
il  feroit  trop  long  de  chercher  la  treiziéme  puiffance  de  2 ; je 
prens  le  logarithme  0.3010300  de  2,  & le  multipliant  par  13, 
le  produit  3.91  33900  eft  le  logarithme  de  la  treiziéme  puiffance 
de  2 , or  ce  logarithme  n’eft  pas  dans  les  Tables,  mais  j’en 
trouvç  un  qui  eft  3.9 133899  qui  ne  différé  que  d’une  unité,  & qui 
par  conféquent  eft  le  même;ainfi  le  nombre  8ip2  à qui  ce  lo- 
garithme appartient  eft  la  treiziéme  puifTance  de  2 , & cette  puif- 
fance  multipliée  par  le  premier  terme  1 donne  le  dernier  terme 
cherché  8 ip2. 

3 35.  Problème.  Le  premier  terme , le  fécond  & le  dernier  d’une 
progrejfton  géométrique  étant  donnés , trouver  le  nombre  des  termes. 

Dans  toute  progreflion  géométrique , le  premier  fie  le  troi- 
fién#  terme  font  entr’eux  comme  les  quarrés  des  deux  premiers, 
le  premier  6c  le  quatrième  font  entr’eux  comme  les  cubes  des 
deux  premiers , le  premier  6c  le  cinquième  font  entr’eux  comme 
les  quatrièmes  puifTances  des  deux  premiers,  ficc.  (Al.  327.)  d’où 
il  fuit  que  le  premier  eft  au  dernier  comme  le  premier  élevé  à 
une  puiffance  dont  l’expofanteft  égal  au  nombre  des  termes  moins 
un  , eft  au  fécond  élevé  à la  même  puiffance.  Cela  pofé. 

Soient  les  deux  premiers  termes  1 , 2,  fie  le  dernier  815)2  , je 
nomme  le  premier  terme  a,  le  fécond  b,  le  dernier  c , 6c  le 
nombre  des  termes  moins  un  .v  donc  a*,  b*  ::  a.  c. 

Je  nomme  la  le  logarithme  de  a,  Ib  le  logarithme  de  b,  fie 
lf  le  logarithme  de  c ; donc  le  logarithme  de  a‘ , c’eft-à-dire  le 

logarithme 
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logarithme  de  a élévé  à la  puiflance  xeft  xla  ; car  quand  on  éleve 
une  grandeur  à une  puiflance , on  multiplie  fon  logarithme  par 
l’expofant  de  cette  puiflance  {N.  346.)  par  la  même  raifon  le  lo- 
garithme de  b*  cft  xlb  ; ainfi  les  logarithmes  de  la  proportion 
géométrique  ax.bx  ::  a.  c,  font  xla.  xlb.  la.  le,  fit  ccs  quatre 
logarithmes  font  en  proportion  arithmétique , puifque  les  gran- 
deurs dont  ils  font  les  logarithmes  font  en  proportion  géomé- 
trique. Faifant  donc  la  fomme  des  extrêmes  ôc  la  fomme  des 
moyens,  j’ai  xla  -H  le  = xlb  -+-  la  , & faifant  pafler  xla  du  pre- 
mier membre  dans  le  fécond  , & la  du  fécond  dans  le  premier, 
j’ai  te  — la  — xlb  — xla,  fie  divifant  tour  par  Ib — la,  je  trouve 

x = -j -'  — j-t  ce  gui  me  fait  voir  que.  le  nombre  des  termes  di- 
minué de  l’unité,  eft  égale  à la  différence  du  logarithme  du  der- 
nier au  logarithme  du  premier,  divifée  par  la  différence  du  lo- 
garithme du  fécond  terme  au  logarithme  du-premier. 

Je  prens  donc  le  logarithme  du  dernier  ternie  8 ip2 , lequel  eft 
3.91338PP,  ou  3.9133900 , ce  qui  n’altere  point  ce  logarithme 
comme  on  a vû  dans  le  problème  précédent,  & en  retranchant 
le  logarithmq  du  premier  terme  qui  n’cft  compofé  que  de  zéros, 
le  relie  eft  encore  3.9133900.  Je  prens  de  même  le  logarithme 
0.30 10300  du  fécond  terme  2,  duquel  retranchant  le  logarithme 
du  premier,  le  refte  eft  encore  o.3oio3oo;je  divife  39133900 
par  0.30t0300j  ôc  le  quotient  13  me  fait  voir  que  le  nombre 
des  termes  moins  un  eft  1 3 , fie  que  par  conféquent  la  progreflion 
eft  compofée  de  14  termes.  > 

3yd.  Ce  feroit  ici  le  lieu  de  parler  des  fractions  décimales,' 
mais  comme  nous  n’avons  point  parlé  des  toifes  quarrées  6c 
cubiques  aufquelles  on  applique  quelquefois  ce  calcul , nous  ne 
traiterons  cette  matière  que  lorfque  nous  expliquerons  le  toifé. 

• ; i . •;  : ; j 
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DES  PRINCIPALES  PARTIES 

DES  MATHEMATIQUES. 


LIVRE  SECOND, 

'Oui  contient  les  Elément  de  la  Géométrie  Théorique  & Pratique  des 
Lignes  y des  Surfaces  & des  Solides  , de  la  Trigonométrie  , des 
Serions  Coniques  , du  Toi/e  de  la  Alafonnerie  & des  bois , & du 
Calcul  des  Fraftions  décimales. 


CHAPITRE  PREMIER- 

Définitions  & Principes. 

A matière  ou  le  corps , eft  ce  qui  a de  parties  unies 
les  unes  aux  autres  ; tout  ce  que  nous  voyons  des 
yeux  corporels,  eft  de  cette  nature. 

2/ Le  point  eft  une  portion  de  matière  fi  petite  , 
qu’on  peut  la  confidercr  comme  n’ayant  point  de  parties,  ou 
comme  indivifible. 
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3.  La  ligne  ou  longueur , eft  la  trace  que  laifferoit  un  point  A 
( Fig.  1.  ) qui  iroit  d’un  lieu  A à un  autre  lieu  B ; ou  fi  l’on  veut , 
c’eft  une  fuite  de  points  rangés  fur  cette  trace.  Les  lieux  A , B 
fe  nomment  les  extrémités  de  la  ligne. 

4.  La  ligne  e'tant  compofe'e  de  parties  peut  être  divifée  tranf- 
vcrfalement  en  autant  de  parties  AC,  CD , BD  que  l’on  voudra  ; 

( Fig.  1 . ) mais  à caufe  que  les  points  qui  la  compolcnt  font  regar- 
dés comme  indivifibles,  nous  devons  confiderer  la  ligne  comme 
ne  pouvant  être  divifée  ou  fendue  de  l’extrémité  A à l’extrémité 
B,  ainfi  que  l’on  fend  un  bâton  d’un  bout  à l’autre,  6c  par  confé- 
quent  toute  ligne  AB  ne  doit  point  être  dite  longue  que  d’une 
extrémité  à l’autre , ôc  nullement  de  droite  à gauche. 

5.  La  ligne  droite  eft  le  plus  court  chemin  que  prendroir  un 
poit  A (Fig.  r.)  en  allant  d’un  lieu  A à un  autre  lieu  B;  la  ligne 
courbe  eft  celle  qui  n’eft  pas  le  plus  court  chemin  entre  fes  extré- 
mités A,  B (Fig.  2.) 

6.  Par  le  mot  de  plus  court  chemin , on  entend  le  chemin  que 
prendroit  un  homme  qui  étant  en  A (Fig.  1 . ) ôc  fixant  toujours  la 
vue  vers  B,  iroit  devant  lui  fans  fe  détourner  ni  à gauche  ni  à 
droite  jufqu’à  ce  qu’il  fût  arrivé  en  B. 

7.  Or,  de  cette  idée  du  plus  court  chemin,  il  s’enfuit  clai- 
rement qu’il  ne  fçauroit  y avoir  deux  plus  courts  chemins  entre 
deux  extrémités  A,  B.  Car  un  homme  qui  va  de  A en  B,  en 
fixant  toujours  fa  vue  fans  fe  détourner  ni  à gauche  ni  à droite  , 
ne  fçauroit  prendre  deux  routes  différentes,  quand  il  recommen- 
ceroit  cent  fois  le  voyage  de  la  même  façon. 

8.  Prolonger  une  ligne  droite , c’eft  la  continuer  de  façon  que 
fa  continuation  ou  fon  prolongement , ajouté  à la  ligne  droite  , 
ne  faffe  qu’une  feule  ligne  droite. 

p.  La  dijlance  d’une  grandeur  matérielle  ou  corporelle , à une 
autre  grandeur  matérielle , eft  le  plus  court  chemin  qui  fe  trouve 
entre  ces  deux  grandeurs.  Ainfi  la  diftance  entre  les  deux  points 
A,  B (Fig.  \.)  eft  la  ligne  droite  AB  menée  entre  ces  deux 
points , &c. 

10.  La furface  eft  la  trace  d’une  ligne  AB  (Fig.  3.)  qui  iroit 
d’une  pofition  AB  à une  autre  pofition  CD , foit  que  cette  ligne 
AB  pendant  fon  mouvement,  foit  toujours  de  même  grandeur, 
( Fig.  3.)  ou  quelle  aille  en  diminuant,  (Fig.  4.)  ou  qu’elle  aille 
’ en  augmentant , ( Fig.  y.  ) ou  tantôt  en  augmentant  ôt  tantôt  en 
diminuant,  ( Fig.  6.)  on  peut  dire  que  la  furface  eft  une  fuite  de 

Bbij 


Digitized  by  Google 


1 95  E L E M E N S 

lignes  mifes  fur  la  trace  de  la  ligne  AB  , qui  iroit  de  la  pofition 

B A à la  poliron  CD. 

! 1.  La  furface  a deux  longueurs  , l’une  félon  la  ligne  AB , & 
l’autre  félon  l'éloignement  de  la  ligne  AB  à la  ligne  DC;  mais 
parce  que  toutes  les  lignes  qui  comprenent  la  furface,  font  re- 
gardées comme  ne  pouvant  fe  divilerou  fe  fendre  d’un  bout  à 
l’autre  , ( N.  4.  ) il  ell  vilible  qu’une  furface  ABDC  doit  être 
regardée  comme  ne  pouvant  fe  fendre  d une  extrémité  AB  à 
l’autre  extrémité  CD,  ainli  qu’on  fendroit  une  planche  ABDC  qui 
auroit  de  l’épaifieur  : donc  la  furface  ne  doit  point  être  dite  avoir 
de  la  longueur  dans  ce  fens;  c’eft-à-dire  de  l’épaiflcur,  comme 
on  dit  ordinairement  à l’égard  d’une  planche. 

1 2.  Des  deux  longueurs  de  là  furface , l une  garde  le  nom  de 
longueur , & l’autre  fe  nomme  largeur.  Suppofé  donc  que  les 
deux  lignes  AB,  AC  ( Fig.  3.)  foient  les  deux  longueurs  de  la 
furface  ABDC,  & qu’on  nomme  longueur  la  ligne  AB,  la  largeur 
fera  la  ligne  AC  ; que  fi  l’on  nomme  longueur  la  ligne  AC  ; car 
cela  eft  indifférent,  la  ligne  AB  fera  la  longueur.  Quelquefois 
la  longueur  fe  nomme  bafe , & la  largeur  fe  nomme  hauteur. 

1 j.  La  furface  plane , eft  celle  dont  toutes  les  parties  ne  hau£ 
fent  ni  ne  baillent  pas  plus  les  unes  que  les  autres  ; telle  eft  la 
furface  d’un  miroir  ordinaire  , celle  d’une  table  bien  unie,  ôte. 
& la  furface  courbe  eft  celle  dont  toutes  les  parties  ne  font  pas 
difpofées  comme  il  vient  d’être  dit  ; telle  eft  la  furface  d’une 
colonne , d’un  pain  de  fucre , ôcc. 

14.  Le  corps  ou  folide , eft  la  trace  d’une  furface  ABCD 
-(  Fig.  7.)  qui  iroit  d’une  pofition  ou  d’un  lieu  ABCD,  à une  au- 
tre pofition  ou  un  lieu  EFGH  ; foit  que  cette  furface  ABCD, 
pendant  fon  mouvement , foit  toujours  de  la  même  grandeur , 

( Fig.  7.  ) ou  qu’elle  aille  en  diminuant,  ( Fig.  8.  ) ou  quelle  aille 
en  augmentant , ( Fig.  9.)  ou  tantôt  en  diminuant  & tantôt  en 
augmentant.  ( Fig.  10.)  On  peut  dire  que  le  corps  eft  une  fuite 
de  furfaces  mifes  les  unes  fur  les  autres,  à peu  près  comme  les 
feuillets  d’un  Livre,  fur  la  trace  de  la  furface  ABCD  qui  iroit 
de  la  pofition  ABCD  à la  pofition  EFGH. 

1 y.  Le  corps  a donc  trois  longueurs , à fçavoir  les  deux  lon- 
gueurs de  la  furface  ABCD,  & celle  de  1 éloignement  de  la 
partie  ABCD  à la  pofirion  EFGH. 

16.  Des  trois  longueurs  du  corps,  l’une  confervc  le  nom  de 
longueur , l'autre  fe  nomme  largeur , ôc  la  troiliéme  fe  nomme 
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profondeur , ôc  il  eft  indifférent  de  prendre  laquelle  oïl  voudra 
pour  la  longueur,  ou  pour  la  largeur,  ou  pour  la  profondeur; 
quelquefois  on  nomme  bafe , la  furface  qui  a deux  de  ces  lon- 
gueurs , ôc  la  troifiéme  longueur  fe  nomme  alors  hauteur.  Par 
exemple,  fi  l’on  nomme  la  furface  ABCD,  bafe  du  folide  , la 
ligne  qui  marquera  la  diftance  de  cette  bafe  ABCD  à l’autre  po- 
fition  EFGH,  fe  nomme  la  hauteur.  Nous  enfeignerons  dans  la 
fuite  comment  on  doit  trouver  la  ligne  droite  qui  marque  la 
diftance  entre  deux  lignes,  entre  deux  furfàces,  entre  deux 
corps,  &c. 

17.  La  longueur , largeur  6c  profondeur,  fe  nomme  les  trois 
dimenfiont  des  corps  ou  des  folides. 

18.  Quoique  les  trois  dimenllons  du  corps  foient  réellemene 
inféparables , qu’il  n’y  ait  point  de  lignes  fans  largeur  ôc  profon- 
deur, ni  de  furfàces  fans  profondeur;  cependant  on  peut  confi- 
derer  l’une  de  ces  dimenfions  fans  faire  attention  aux  autres.  Par 
exemple;  je  puis  confiderer  la  longueur  d’un  chemin,  la  couper 
en  plufieurs  parties , lui  faire  prendre  des  détours , ôcc.  fans 
m'embarraffer  de  fa  largeur , ôc  il  n’en  fera  pas  moins  vrai  que 
cette  longueur  fera  double  de  fa  moité,  triple  de  fon  tiers,  ôcc. 
quelle  fera  devenue  courbe  de  droite  qu’elle  étoit,  ôcc.  de 
même  que  je  puis  confiderer  la  furface  d’une  place,  la  couper 
en  plufieurs  parties  , lui  faire  changer  de  figure , ôcc.  fans  pen- 
fer  le  moins  du  monde  à fa  profondeur  ; ce  qui  n’empêchera  pas 
de  conclurre  que  cette  furface  fera  devenue  longue  , de  quarrée 
quelle  étoit , &c.  ainfi  l’on  auroit  tort  de  ne  vouloir  pas  admettre 
ces  fortes  defuppofitions  ou  plutôt  d’abftrattions,  puifqu’on  en  tire 
des  conféquences  qui  font  autant  de  vérités  incontcftables  , dont 
l’utilité  n’eft  pas  à méprifer. 

19.  La  Géométrie  eft  la  Science  qui  apprend  à connoître  les 

{jropriétés  des  corps,  félon  leurs  trois  dimenfions,  longueur, 
argeur  ôc  profondeur.  On  la  divife  en  Géométrie  ftmple  Ôc  en 
Géométrie  compofee. 

20.  Il  ne  fçauroit  y avoir  de  lignes  droites  plus  droites  les  unes 
que  les  autres,  puifqu’elles  prennent  toutes  le  plus  court  che- 
min entre  leurs  extrémités;  maison  peut  trouver  une  infinité 
de  lignes  courbes  de  différente  efpece,  félon  qu’elles  prendront 
des  chemins  plus  longs  ou  plus  courts  entre  leurs  extrémités,  ôc 
dont  les  parties  feront  difpofées  entr’elles  de  différentes  ma- 
niérés. Or,  la  Géométrie  limple-ne  conlidere  entre  toutes  ces 
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lignes  courbes,  que  la  feule  ligne  circulaire,  & par  conféquent 
elle  fe  borne  à la  confidération  des  furfaces  terminées  par  des 
lignes  droites  6c  circulaires , 6c  à celles  des  corps  ou  folides 
dont  les  furfaces  font  compofées  de  furfaces  planes,  ou  de  fur- 
faces  qui  font  une  fuite  de  lignes  circulaires.  Au  contraire  la 
Géométrie  compoféc  , s’étend  à toutes  les  lignes  courbes  de 
quelque  cfpece  qu’elles  foient,  aux  furfaces  bornées  par  ces  for- 
tes de  lignes  , 6c  aux  folides  dont  les  furfaces  ont  quelqu’unes 
de  ces  lignes  pour  une  de  leur  dimenfions.  Il  faudroit  des  Vo- 
lumes fans  fin , pour  traiter  à fond  la  Géométrie  compofée  , à 
caufe  du  nombre  infini  de  courbes  qu’on  peut  imaginer  ; c’eft 
pourquoi,  quand  nous  aurons  vu  les  Elémensdela  Géométrie 
fimple,  je  me  bornerai  à parler  des  trois  courbes  des  feûions 
coniques , qui  font  celles  dont  l’ufage  eft  le  plus  fréquent  6c  le 
plus  néceflaire. 

21.  Le  cercle  eft  un  cfpace  plan  ABCD  ( Fig.  n.)  terminé 
par  une  ligne  courbe  ABCD,  dont  tous  les  points  font  égale- 
ment éloignés  d’un  point  O pris  dans  cet  efpace.  Le  point  O fe 
nomme  centre  du  cercle,  la  courbe  ABCD  fe  nomme  circonfé- 
rence , ôc  toutes  les  lignes  droites  AO , BO , ôcc.  menées  du 
centre  aux  points  de  la  circonférence,  fe  nomment  rayons;  ainfi 
tous  les  rayons  d’un  cercle  font  égaux  ; car  ces  rayons  étant  des 
lignes  droites , mefurent  les  diftances  des  points  de  la  circonfé- 
rence au  centre  , 6c  ces  diftances  font  égales  par  la  définition  du 
cercle. 

22.  Toute  ligne  droite  qui  pafle  parle  centre  O d’un  cercle, 
6c  qui  fe  termine  de  part  ôc  d’autre  a la  circonférence , fe  nom- 
me diamètre,  6c  ce  diamètre  eft  toujours  double  du  rayon , car  il 
eft  compofé  de  deux  rayons  AO , OC. 

2j.  Tout  diamètre  AC  {Fig.  12.)  divife  le  cercle  en  deux 
parties  égales , 6c  la  circonférence  aulfi  : concevons  que  le  plan 
du  cercle  ABCD  foit  fendu  le  long  de  la  ligne  AC  , qu’il  y ait 
une  charnière  en  A 6c  une  autre  en  C,  6c  qu’on  face  tourner  au- 
tour de  ces  charnières  la  partie  ABC  du  plan  du  cercle,  jufqu’à 
ce  qu’elle  vienne  tomber  fur  l’autre  partie  ADC  de  ce  plan  ; les 
points  A,  C de  la  droite  AC  ne  bougeant  point  de  leur  place, 
tous  les  autres  points  de  la  ligne  AC  ne  bougeront  pas  non  plus; 
car  autrement  la  ligne  AC  ceflferoit  d’être  doite  entre  fes  extré- 
mités ; ainfi  le  centre  O reftera  où  il  eft  : Or , fi  le  plan  ABC 
tombant  fur  le  plan  ADC  ne  lui  étoit  parfaitement  égal,  la 
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partie  de  circonférence  ABC  ne  tomberoit  pas  non  plus  fur  Tau- 
tre  partie  de  circonférence  ADC,  ainfi  elle  tomberoit,  ou  toute  en* 
tiere  entre  le  diamètre  AC  ôc  la  partie  de  circonférence  ADC,  ou 
toute  entière  en  dehors  de  AD  C , ou  partie  en  dedans  6t  partie  en 
dehors.  Si  elle  tomboit  en  dedans  comme  ARC,  le  rayon  OD 
mené  du  centre  O à un  point  D de  la  portion  de  circonférence 
ADC  couperoit  auparavant  la  portion  de  circonférence  ARC 
en  un  point  R,  & par  conféquent  le  rayon  OR  feroit  plus  petit 
que  le  Rayon  OD , c’eft-à-dire  on  pourroit  mener  dans  un  cer- 
cle deux  rayons  inégaux;  ce  qui  eft  contre  la  nature  du  cercle. 
De  même  fi  ABC  tomboit  en  dehors  comme  en  ASC , le  rayon 
OS  mené  à la  portion  de  circonférence  ASC  couperoit  aupara- 
vant ADC  en  un  point  D , 6c  l’on  auroit  encore  dans  un  même 
cercle  deux  rayons  inégaux  OD  , OS;  enfin  fi  ABC  en  tom- 
bant fur  ADC  avoit  une  partie  AMD  en  dedans  de  ADC 
( Fig.  i j.  ) 6c  une  partie  DSC  en  dehors  , le  rayon  OM  mené 
fur  la  partie  intérieure  AMD  ne  pourroit  couper  la  partie  de  cir- 
conférence ADC,  à moins  qu’on  ne  le  prolongeât  en  R,  ôc  par 
confcquent  OM  feroit  plus  court  que  OR  ; 6c  le  rayon  OS  mené 
fur  la  partie  extérieure  DSC  couperoit  auparavant  ADC  en  N 
ôc  OS  feroit  plus  grand  que  ON  ; ainfi  nous  aurions  encore 
des  rayons  inégaux  OM  , OR,  OS,  dans  un  même  cercle;  ce 
qui  eft  impofiible.  Donc  , il  faut  abfolument  que  la  portion 
ABC  de  circonférence,  tombe  fur  l’autre  portion  ADC,  ôc  lui 
foit  égale  , ôc  que  par  conféquent  le  cercle  6c  la  circonférence 
foient  coupés  chacun  en  deux,  également. 

2$.  Si  une  ligne  droite  AO  ( tig.  1 1.)  qui  eft  en  dedans  un 
plan,  tourne  fur  ce  plan  autour  de  fon  extrémité  O,  qui  ne  chan- 
ge jamais  de  place,  fon  autre  extrémité  A décrira  une  circon- 
férence de  cercle  , ABCD  dont  le  centre  fera  le  point  O ; de 
même  fi  l'on  prend  avec  le  compas  la  grandeur  AO  de  la  ligne 
' AO , 6c  qu’ayant  fixé  l’une  de  fes  pointes  en  O,  on  fafie  tourner 
l’autre  A autour  de  ce  point,  en  tenant  toujours  le  compas  élevé 
à plomb  fur  le  plan,  la  pointe  A décrira  la  même  circonférence 
ABCD.  Toute  partie  AB  ou  AD,  ôcc.  d’une  circonférence  fe 
nomme  Arc. 

2 y.  Si  fon  frppofe  qu'un  rayon  de  cercle  DO  (Fig.  il.)  tourne 
autour  de  fon  centre  O d’un  mouvement  toujours  égal , les  an  s de 
cercle  DA  , AB,  ù'c.  que  fon  extrémité  D décrira  dans  des  tems 
égaux , feront  égaux.  Suppofons  que  le  Rayon  DO  ait  paffe 
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dans  une  minute  delà  pofition,  DO,  à la  pofition  AO,  & que 
dans  une  autre  minute  il  pafle  de  la  pofition  AO  a la  pofition 
BO;  il  eft  clair  qu’il  fait  le  môme  chemin  dans  cette  leconde 
minute,  que  fi  à la  fin  de  la  première  on  l’avoir  remis  dans  fa 
première  pofition  DO,  & qu’il  eut  continué  à fe  mouvoir  pen- 
dant la  fécondé  minute:  or,  en  ce  cas,  fon  extrémité  D auroic 
décrit  dans  la  fécondé  minute  le  môme  arc  DA  qu’elle  auroit 
décrit  dans  la  première,  à caufe  de  fon  mouvement  égal.  Donc 
l’arc  AB  qu’il  a décrit  en  partant  de  la  pofition  AO , a la  polition 
BO  dans  la  féconde  minute  , avec  le  môme  mouvement , doit 
être  aurti  égal  à l’arc  DO. 

26.  Les  Géomètres  divifent  la  circonférence  du  cercle  en 
j5o  parties  égales  ou  petits  arcs  égaux,  qu’ils  nomment  degrés; 
chaque  degré  fe  divife  en  60  parties  égales  qu’on  nomme 
minutes -y  chaque  minute  en  60  parties  égales  nommées  fécondés  ; 
chaque  fécondé  en  60  parties  égales  nommées  tierces  ; ôc  ainfi 
de  fuite. 

27.  Si  une  ligne  AO  (Fig.  14.)  tourne  autour  de  fon  extrémité. 
O , comme  autour  d'un  centre , toutes  les  circonférence j que  fes  points 
A , B,  C,  &c.  décriront , feront  décrites  dans  un  même  tems , de  même 
que  leur  moitiés , leur  tiers , leur  quarts , &c.  i°.  La  ligne  AO  en 
tournant  autour  du  point  O ne  peut  pas  revenir  à la  première 
pofition  AO  que  tous  fes  points  ABC  &c.  ne  reviennent  en 
môme  rems  à leurs  pofitions  ; car  autrement  cette  ligne  ceflecoit 
d’ôtre  droite  : or,  quand  ces  points  font  revenus  à leur  première 
pofition , leur  circonférence  font  décrites  ; donc  les  circonfé- 
rences font  toutes  décrites  dans  un  môme  tems.  20.  Suppofons 
que  la  ligne  AO  ait  pafiéde  la  pofition  AO  à la  pofition  EO,  & 
que  l’arc  AE  décrit  par  le  point  A , foit,  par  exemple , la  cin- 
quième partie  de  fa  circonférence  ; donc  le  point  A dans  cinq  tems 
égaux  à celui  qu’il  a employé  à décrire  l’arc  AE,  décrira  la  cir- 
conférence entière;  or,  le  point  B aura  décrit  l’arc  BH  dans  le 
môme  tems  que  le  point  A aura  décrit  l’arc  AE  ; ainfi  fi  cet  arc 
BH  étoit  moindre  que  la  cinquième  partie  de  fa  cironférence  ,1e 

fioint  B dans  cinq  tems  égaux  à celui  qu’il  a employé  à parcourir 
’arc  BH , décriroitcinq  parties  égales  de  fa  circonférence , moin- 
dres chacune  que  la  cinquième  partie  ; donc  il  ne  décriroit  pas  les 
cinq  cinquièmes  de  fa  circonférence , c’crt-à-dire  fa  circonfé- 
rence entière;  ce  qui  eft  importible , puifqu’il  faut  qu’il  décrive 
fa  circonférence  dans  le  même  tems  que  le  point  A décrit  la 

Tienne. 
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fienne.  De  même  fi  l'arc  BH  droit  plus  grand  que  la  cinquième 
partie  de  fa  circonférence  , le  point  B dans  cinq  rems  égaux  à 
celui  qu’il  a employé  a décrire  cet  arc,  décriroit  cinq  parties 
égales  de  fa  circonférence  plus  grande  chacune  que  la  cinquiè- 
me; donc  il  décriroit  plus  de  cinq  cinquièmes,  c’eft-à-dice  plus 
que  fa  circonférence  ; ce  qui  eft  encore  impoflîble  par  la  même 
raifon  : donc  ,‘ôcc. 

Et  delà , il  fuit  que  les  arcs  CR , BH , &c.  décrits  par  tous 
les  points  de  la  ligne  AO  entre  une  de  fes  pofitions  AO  ôc  une 
autre  pofition  EO  valent  tous  un  même  nombre  de  degrés  de 
leurs  circonférences;  car  fi  l’arc  AE  vaut,  par  exemple,  la  fixié- 
me  partie  de  fa  circonférence , tous  les  autres  arcs  CR , BH , 
&c.  vaudront  aufii  la  fixiéme  partie  de  leur  circonférence;  or, 
ces  (^conférences  font  divifées  chacune  en  jtfo  degrés;  donc 
tous  tes  arcs  vaudront  la  fixiéme  partie  de  ?6o  degrés , & par 
conféquent  ils  vaudront  un  même  nombre  de  degrés  de  leurs  cir- 
conférences 

28.  Les  axiomes  ou  les  principes  fur  lefquels  la  Géométrie 
fonde  tous  fes  raifonnemens , font  les  fuivans,  i°.  Ilejl  impoflible 
qu'une  chofe  fait  & ne  (oit  pas  dans  un  même  tems.  20.  Les  parties 
if  un  tout,  prifes  enfemb le , font  égales  au  tout.  30.  Si  deux  gran- 
deurs font  égales  à une  troifiéme  elles  font  égales  entre  elles.  40. 
Si  à deux  grandeurs  égales  on  ajoûte  ou  on  retranche  des  grandeurs 
égales , les  lommes  ou  les  refles  feront  égaux  , & ft  on  leur  ajoûte  ou 
retranche  des  grandeurs  inégales , les  fommes  ou  les  refles  feront  iné- 
gaux. y®.  Si  on  multiplie  ou  fi  l'on  divife  des  grandeurs  égales  par 
des  grandeurs  égales , les  produits  ou  les  quotients  feront  égaux , & fi 
on  les  multiplie  ou  divife  par  des  grandeurs  inégales  , les  produits  ou 
les  quotient  feront  inégaux.  6°.  Si  deux  grandeurs  étant  mifes  I une 
fur  (autre , conviennent  parfaitement , en  forte  que  les  parties  de  Pune 
n' excédent  pas  les  parties  de  P autre , ces  deux  grandeurs  font  parfaite- 
ment égales.  Il  n’eft  pas  étonnant  qu’une  fcicnce  qui  n’employe 

3 ue  des  principes  aufii  clairs  6c  évidens  que  ceux-ci , en  tirent 
es  conséquences  d’une  parfaite  certitude  ; mais  ce  qu’il  y a 
d’admirable,  c’eft  qu’avec  la  feule  fimplicité  de  ces  principes  , 
elle  puifle  élever  l’efprit  à de  fi  belles  ôc  profondes  connoif- 
fances. 

2p.  Lorfqu’on  prouve  l’égalité  de  deux  grandeurs  en  les  met- 
tant l’une  fur  l’autre;  cela  s’appelle  démontrer  par  la  Superpofetion. 
Quelques  Auteurs  ont  prétendu  que  cette  façon  de  démontrer 
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n’étoit  pas  aflez  géométrique;  mais  il  eft  aifé  de  faire  voir  qu’ils 
ont  eu  tort  de  penfer  ainfi  ; en  effet , fi  la  Géométrie  eft  la  fcience 
qui  démontre  les  vérités  par  les  voyes  les  plus  Amples  6c  les  plus 
courtes;  je  n’en  vois  point  déplus  convenables  à cette  fin,  pour 
faire  voir  que  deux  grandeurs  font  égales,  que  de  montrer  qu’el- 
les conviennent  parfaitement  lorfqu’on  les  met  l’une  fur  l’autre. 
Audi  ceux  qui  ont  eu  ce  fcrupule  , ont-ils  été  obligés  d’ufer  de 
détours  longs  ôc  ennuyans  pour  prouver  des  vérités  qui  fautent 
aux  yeux. 

30.  On  ne  doit  point  trouver  à redire  que  j’employe  quelque 
fois  le  cercle  à l’égard  des  lignes  droites,  ni  me  reprocher  qu’en 
agiffant  ainfi,  je  n’obferve  pas  l’ordre  naturel  des  matières.  Je 
n’ufe du  cercle  en  parlant  des  lignes  droites,  que  comme  d’un 
inftrument  dont  on  ne  peut  fe  palier  dant  la  plupart  des  froblê- 
mes  qui  concernent  les  lignes  droites , 6c  dont  il  faut  coflnoître 
du  moins  la  formation  pour  s’en  fervir  avec  connoiffance  de  cau- 
fe  ; mais  ce  même  cercle  confidéré  comme  une  figure  géomé- 
trique qui  renferme  grands  nombre  de  belles  propriétés  utiles  à 
la  Géométrie,  eft  traité  dans  un  Chapitre  à part  félon  l’ordre  des 
matières. 

31.  Avertissement.  Pour  abréger  le  difeours , je  fuppoferai 
toujours  dans  les  Chapitres  fuivans,  que  les  différentes  lignes 
que  je  comparerai  entr’ellcs,  ou  que  je  mènerai  dans  les  figu- 
res, font  dans  un  même  Plan , c’eft- à-dire  une  même  furface 
plane,  à moins  que  je  n’avertiffe  expreffément  du  contraire;  6c 
i on  fera  bien  de  faire  attention  à ceci  ; car  autrement  la  plupart 
des  propofitions  6c  des  démonftrations  feraient abfolument  iàuffes. 


CHAPITRE  II. 

Des  lignes  droites  , des  Angles  quelles  forment , des  lignes 
fer  pendu  ulatres  & des  lignes  parallèles . 

32.  Proposition  Ire.  Entre  deux  points  A,  B (Fig.  1 ,)  on  ne 
peut  mener  qu'une  feule  ligne  droite. 

La  ligne  AB  eft  le  plus  court  chemin  entre  fes  extrémités 
A,  B;  or,  il  ne  fauroity  avoir  deux  chemins  plus  courts  entre 
deux  points.  (N.  7.)  Donc  on  ne  fauroit  mener  plus  d’une  ligne 
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de  A à B;  c’eft-à-dire  que  fi  après  avoir  mené  AB,  on  veut  en 
mener  une  autre,  cette  fécondé  tombera  fur  la  première,  ôe 
n’en  fera  pas  différente. 

33.  Corollaire  I*r.  Toutes  les  parties  AC , CD,  ôcc.  d'une 
ligne  droite  AB  (Fig.  1.)  J ont  attjft  des  lignes  droites , èr  font  entre 
elles  en  ligne  droite. 

La  ligne  AB  cil  droite  par  la  fuppofirion  ; donc  le  point  A , a 
décrit  cette  ligne  en  allant  de  A en  B,  toujours  devant  lui,  fan* 
s’écarter  un  moment  ni  à droite  ni  à gauche  i (N.  d.)doncauffi 
en  allant  de  A en  C , il  ne  s’eft  point  écarté  ni  à gauche  ni  à 
droite,  6c  le  chemin  AC  qu’il  a pris  eft  une  ligne  droire,  ôc  on 
prouvera  la  même  chofe  des  autres  parties  CD , ôcc.  de  la  ligne 
AB;  parla  même  raifon,  le  chemin  que  le  point  A,  a pris  de  A 
en  D eft  une  ligne  droite;  mais  AD  eft  compofée  des  deux  par- 
ties AC  , CD-;  donc  ces  deux  parties  AC,  CD  font  en  ligne 
droite,  êc  ainfi  des  autres. 

34.  Corollaire  II.  Si  deux  lignes  droites  AB,  DE(Fig.  1.) 
ont  deux  points  communs  D , B ; cejl-à-dire  ft  ces  deux  points  appar- 
tiennent également  aux  deux  lignes , ces  deux  lignes  AB,  DÈ  ne 
font  enfemble  qu'une  feule  ligne  droite  AE. 

Concevons  que  le  point  A mis  en  A ait  décrit  ' la  droite 
AB,  ôc  que  ce  même  point  mis  en  D ait  décrit  la  droite  DE; 
ce  point  A aura  décrit  les  parties  AD,  BD  de  la  droite  AB,  en 
allant  toujours  devant  lui  fans  s’écarter  un  moment  ni  à droite  ni 
à gauche  ; car  ces  deux  parties  font  en  ligne  droite.  (N.  33.  ) 
Par  la  même  raifon  le  point  A aura  aufïï  décrit  les  parties  DB  , 
BE  de  la  droite  DE , en  allant  toujours  devant  lui  fans  s’écarter 
ni  à gauche  ni  à droite  ; donc  le  point  A aura  décrit  les  trois 
lignes  AD  , BD  , BE  fans  s’écarter  ni  à gauche  ni  à droite,  6c 
partant  la  ligne  AE  compofée  de  ces  trois  lignes  , fera  droite  ; 
or,  la  ligne  AE  eft  la  même  que  les  deux  droites  AB  , DE  qui 
ont  la  partie  commune  DB  ; donc  ces  deux  lignes  font  en  ligne 
droite. 

3 y.  Corollaire  III.  Donc  ft  deux  lignes  àroitesfe  coupent  elles  ne 
fe coupent  qu'enun point ; fi  elles  fe  coupoient  en  deux  points,  elles 
auroienr  deux  points  communs  , 6c  ne  formeroient  qu’une  feule 
ligne  droite  , 6c  par  conféquent  elles  ne  fe  couperoient  pas. 

36.  Problème.  Entre  deux  points  donnés  A,  B (Fig.  1.)  me- 
ner une  ligne  droite  & la  prolonger  tant  qu'on  voudra. 

Je  prens  un  fil  délié  que  je  noircis  avec  du  charbon  ; je  tens 
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ce  fil  avec  les  mains , autant  qu’il  fe  peut,  fans  le  cafler,  & dans 
cet  état , je  le  couche  fur  le  Plan  où  font  les  points  donnés 
A , B , de  façon  que  ce  fil  parte  par  ces  deux  points  i la  trace 
noire  qu’il  lairtc  fur  le  Plan  entre  A & B , eft  la  droite  deman- 
dée; car  ce  fil  ne  pouvant  être  plus  tendu  qu’il  n’eft,  prend  le 
plus  court  chemin  entre  A & B. 

Je  prens  fur  la  trace  AB  un  point  D entre  A & B , 6c  tenant 
mon  fil  auffi  tendu  qu’auparavant , je  le  fais  pafler  par  les  points 
D , B , enforte  que  la  trace  qu’il  Iaifle , s’étende  au-delà  de  B , 
comme  de  B en  E , ôc  la  partie  BE  de  cette  trace , eft  le  prolon- 
gement de  la  ligne  AB  du  côté  de  B ; car  la  trace  DE  ôc  la  trace 
AB  font  deux  lignes  droites  qui  ont  deux  points  communs  D,  B, 
& par  conféquent  elles  ne  forment  qu’une  feule  ligne  droite  , 
(A'.  34.  ) 6c  on  prolongera  de  la  même  façon,  la  ligne  AB , tant 
qu’on  voudra  de  part  6c  d’autre. 

Ceci  fuppofe  que  le  Plan  fur  lequel  font  les  deux  points  A , B 
foutienne  le  fil  dans  toutes  fes  parties , ainfi  que  feroit  un  Plan 
qui  feroit  horizontal;  mais  fi  ce  Plan  étoit  élevé  au-deftus  de 
J horizon  comme  un  mur,  alors  le  fil  n’étant  pas  foutenu  par- 
tout, la  pefanteur  de  fes  parties  lui  feroit  décrire  une  ligne  cour- 
te : or,  en  ce  cas,  il  faudroit  fe  fervir  de  l’inftrument  nommé 
J Reçfe. 

Pour  conftruire  cet  inftrument,  on  prend  une  planche  bieu 
unie,  qui  n’ait  pas  beaucoup  d’épaifleur,  ou  une  lame  de  cuivre, 
d'argent,  8cc.  on  trace  fur  cette  planche  ou  fur  cette  lame,  une 
ligne  droite  , après  quoi  on  la  coupe  le  long  de  cette  ligne  , ôc 
l’inftrument  eft  fait. 

Pour  mener  donc  une  ligne  droite  entre  deux  points  A,  B , 

( F/g.  1 y.)  on  pofe  la  régie  RS  fur  le  Plan  où  font  les  points 
donnés  A , B de  façon  que  ces  deux  points  touchent  le  côté 
RS  qui  a été  fait  en  ligne  droite  ; puis  mettant  le  crayon  ou  la 
plume  fur  l’un  des  points  A , on  mené  le  crayon  ou  cette  plume 
de  A vers  B en  fuivant  toujours  la  droite  RS , ôc  par  ce  moyen 
la  ligne  AB  qu’on  trace  fur  le  Plan,  eft  une  ligne  droite  ,puif- 
qu’elle  fuit  la  droite  RS  fans  s’écarter  ni  à droite  ni  à gauche. 

Pour  fçavoir  fi  une  régie  eft  bien  faite,  on  trace  fur  un  Plan 
une  droite  AB,  par  le  moyen  d’un  fil , puis  on  met  fur  le  Plan 
la  régie  RS,  ôc  l’on  examine  fi  fon  côté  RS  s’ajufte  à la  droite 
AB  fans  s'écarter  ni  d’un  côté  ni  d’autre  i ôc  û cela  eft  , la  réglé 
tû.  jufle.. 
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37.  Corollaire.  Deux  points  A , B ( Fig.  1.)  d’une  ligne  droite 
étant  donnés , la  pofitionou  la  direction  de  cette  ligne  eft  facile  à recon- 
noître  ; il  n’y  a qu’à  mener  une  ligne  droite  entre  ces  deux  points, 
ôc  ce  fera  certainement  la  ligne  droite  à qui  ces  deux  points  ap- 

Îartiennent,  puifqu’il  n’eft  pas  poflible  de  mener  quelqu’autre 
gne  droite  entre  ces  deux  points  {N.  32.  ) 

• 38.  Proposition.  II.  Si  des  extrémités  A , B,  d'une  droite  AB 
(Fig.  16.)  on  mene  deux  droites  AC  , BC  qui  fe  coupent  en  C , 
& deux  autres  droites  AE , BE  qui  fe  coupent  en  E , en  dedans  des 
deux  autres , les  deux  premières  AC,  BC  prifes  enfemble , font  plus 
grandes  que  les  deux  autres  AE,  BE  prifes  enfemble. 

Il  paroît  naturel  de  dire  que  les  deux  AC  BC  prenant  un  plus 
grand  détour  que  les  deux  AE  , BE  doivent  être  aulfi  plus 
grandes;  mais  comme  bien  des  gens  n’admettroient  pas  ceci 
pour  une  démonftration  géométrique  ; voici  comme  on  le  prour 
vera. 

Je  prolonge  l'une  des  intérieures  BE  jufqu’à  ce  qu’elle  coupe 
l’extérieure  oppofée  AC  en  H ; la  ligne  AE  étant  droite  entre 
les  extrémités  A , E,  eft  plus  courte  que  les  deux  AH,  EH  qui 
partent  des  mêmes  extrémités  A , E & qui  ne  prennent  pas  le 
mêmç  chemin;  ainfi  j’ai  AE  <!AH-hEH;  de  même  la  ligne 
BH  ou  BE-f-ÉH  étant  droite  entre  fes  extrémités  B,  H eft  plus 
courte  que  les  deux  enfemble  BC,  CH  , ôc  partant  BE-f-EH 
<ÎBC-+-CH;  ajoutant  donc  enfemble  la  plus  courte  AE  avec 
la  plus  courte  BÉ-t-EH,  ôc  la  plus  longue  AH -f- EII  avec  la 
plus  longue  BC -f- CH,  j’aurai  AE-+-BE-I-EH  <3AH-hEH-h 
BC-t-CH;  retranchant  de  part  & d’autre  la  droitc  EH , j’aurai 
AE-+-BE  <!  AH-f-CH-+-BC » mais  AH HC  = AC;  donc 
AE-f-BE  AC-+-BC. 


39.  Proposition  III.  Si  une  droite  AB  (Fig.  17.)  coupe  uni 
autre  droite  £D  en  un  point  B , cette  droite  AB , étant  prolongée  du 
côté  de  B pajfera  de  [autre  coté  de  la  droite  CD. 

Du  point  B pris  pour  centre,  je  décris  avec  une  ouverture  dé 
compas  prife  à diferétion , une  circonférence  de  cercle  ADEC  ; 
la  droite  CD  qui  paffe  par  le  centre  B & qui  coupe  la  circonfé- 
rence aux  points  C,  D eft  donc  un  diamètre,  6c  les  deux  arcs 
CAD,  CED  valent  chacun  b moitié  de  la  circonférence  ^ 
(N.  22.  23.)  de  même  la  ligne  AB  étant  rayon  du  cercle,  Gon 
la  prolonge,  elle  deviendra  diamètre,  ôc  coupera  la  circonfé- 
«ence  en  deux  parties  égales.  Or,  les  parties  CA  , AD  de  lai 
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demi  circonférence  CAD,  font  moindre^  chacune  que  la  demi 
circonférence;  donc  les  demi  circonférences  ACE,  ADE  que 
la  ligne  AB  prolongée,  coupera,  feront  plus  grande  chacune 
que  les  deux  parties  AC,  AD  ôc  par  conséquent  le  point  E ou 
les  deux  demi  circonférences  fe  joindront,  ôc  par  lequel  la  ligne 
AB  prolongée  doit  palier,  fera  au  delà  ligne  CD  par  rapport  à 
la  ligne  A B. 

40.  Définition.  Si  deux  lignes  AB,  CB  (Fig.  18.)  qui 
n’ont  pas  la  même  direélion,  c’eft-à-dire  qui  ne  font  pas  en  ligne 
droite,  fe  coupent  en  un  point  B;  l'efpace  indéfini  ABC  com- 

firis  entre  ces  lignes  , fe  nomme  Angle.  Le  point  B où  les 
ignés  fe  coupent,  fe  nomme  fommet  de  l’angle,  Ôc  les  deux 
lignes  AB  , CB  font  les  côtés  ou  les  jambes  de  l’angle.  Il  eft 
clair  qu’un  angle  ABD  eft  plus  ou  moins  grand , félon  que  les 
côtés  AB,  CB  fonr  plus  ou  moins  écartés  l’un  de  l’autre,  ou  ce 
qui  revient  au  même  , félon  que  la  ligne  AB  eft  moins  ou  plus 
inclinée  fur  la  ligne  ÇB. 

41.  On  déligne  un  angle  par  les  trois  lettres  A , B,  C mifes 
aux  extrémités  de  fes  côtés  6c  au  fommet,  en  obfervant  d’écrire 
la  lettre  A du  fommet  entre  les  deux  autres  ; ainfi  pour  expri- 
mer l’angle  formé  par  les  droites  AB  , CB,  on  dit  ïangle 
ABC. 

42.  Problème.  Mefurer  les  Angles,,  c'ejl-à-dire  trouver  le  rapport 
qu'ils  ont  entr  eux. 

Soient  les  angles  BAC,  DAB  (Fig.  19.)  qui  ont  leurs  fom- 
mets  au  même  point  A;  du  point  A pris  pour  centre,  je  décris 
avec  une  ouverture  de  compas  prife  à diferretion  , une  circonfé- 
rence de  cercle  CBDC  que  je  divife  en  fes  36 o degrés,  ôc  fi  • 
par  exemple  l’are  CB  compris  entre  les  côtés  de  l’angle  BAC 
vaut  jo  degrés,  ôc  que  l’arc  DB  compris  entre  les  côrés  de 
l’angle  DAB  en  vaille  60.  Je  dis  que  les  deux  angles  BAC, 
DAB  font  entre  eux  , de  même  que  30  eft  à 60 , ou  comme  1 à 
2,  ôc  ainli  desautres  , en  obfervant  que  le  fommet  de  l’angle  foit 
toujours  au  centre  du  cercle. 

Dans  l’ufage  ordinaire  , on  dit  que  l’arc  CB  de  30  degrés  eft 
la  mefure  de  l’angle  CAB,  ôc  que  l’arc  BD  de  60  degrés  eft  la 
mefure  de  l’angle  DAB;  ce  que  l’on  doit  entendre  dans  le  lens 
que  je  viens  d’expliquer. 

Pour  rendre  raifon  de  cette  pratique , concevons  que  le  côté 
CA  prolongé  indéfiniment  du  côté  deC,  tourne  fut  fon  extré- 
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mité  A , ôc  tombe  fucceflivemenr  fur  les  côtés  BA,  DA;  tous 
les  points  de  CA  décriront  entre  les  côtés  CA,  B A de  l’angle 
BAC  des  arcs  NQ,  MS  &c.  infinimenr  proches , ôc  qui  cou- 
vriront totalement  l’efpace  BAC,  lequel  par  conféquent  fera  la 
même  chofe  que  la  fomme  de  ces  arcs  : or,  comme  on  fuppofe 

Î|ue  l’arc  CB  vaut  30  degrés  ou  la  douzième  partie  de  fa  circon- 
érence,  tous  les  autres  arcs  NQ,  MS,  Ôcc.  vaudront  aufli  30 
dégrés,  ou  la  douzième  partie  de  leurs  circonférences  ; (A'.  27.) 
ainü  la  fomme  des  arcs,  ou  l’angle  BAC  vaudra  la  douzième  par- 
tie delà  fomme  des  circonférences  ; de  même  comme  ou  funpofc 
que  l’arc  BD  compris  entre  les  côtés  BA,  DC  de  l’angle  DAC 
vaut  60  degrés , tous  les  arcs  décrits  par  les  points  de  la  ligne 
CA  entre  les  côtés  BA , DA  vaudront  aufli  60  degrés , c’eft-à- 
dire  la  flxiémc  partie  de  leurs  circonférences  ; ainfl  l’angle  DAB 
égal  à la  fomme  de  tous  ces  arcs , vaudra  la  fixiéme  partie  de  la 
fomme  des  circonférences  ; or,  nous  venons  de  voir  que  l’angle 
BAC  vaut  la  douzième  partie  de  cette  fomme  des  circonféren- 
ces; donc  l’angle  BAC  eftà  l’angle  B AD,  commet  eft  à|, 
ou  comme  ~ eft  à c’eft-à-dire  comme  1 eft  à 2,  & par 
conféquent  comme  l’arc  CB  de  30  degrés,  eft  à l’arc  DB  de 
60  degrés. 

43.  Remarque.  La mefure  d’un  ou  plufieurs angles  n’eft  donc 
pas  comme  on  pourroit  penfcr  la  mefure  de  leur  grandeur;  mais 
c’eft  la  mefure  du  rapport  de  leur  grandeur,  ou  fl  l’on  veut , la 
mefure  de  l’inclination  de  leurs  côtés  ; car  il  eft  vifible  que  plus 
l’arc  compris  entre  les  côtés  d’un  angle , fera  petit , plus  ces 
côtés  feront  proches  l’un  de  l’autre , ôc  que  par  conféquent  ils 
feront  plus  inclinés  l’un  fur  l’autre , ôc  qu’au  contraire  plus  l’arc 
compris  fera  grand,  moins  les  côtés  feront  inclinés. 

Et  il  faut  remarquer  que  le  plus  ou  le  moins  de  longueur  des 
jambes  des  angles  ne  change  rien  dans  leur  valeur , non  plus 
que  le  plus  ou  le  moins  de  grandeur  de  la  circonférence , dont 
les  arcs  doivent  mefurerle  rapport  de  ces  angles  ; car,  i°.  Les 
angles  étant  des  efpaces  indéfinis  du  côté  oppofé  à leurs  fom- 
mets,  le  plus  ou  le  moins  de  longueur  de  leurs  côtés  ne  les  dé- 
tourne point,  ôc  l’on  doit  regarder  ces  côtés  comme  prolongés 
à l’infini,  20.  Tous  les  arcs  grands  ou  petits  compris  entre  les 
jambes  d’un  angle,  valent  un  même  nombre  de  degrés  de  leur 
circonférences;  ainfl  les  arcs  BC,  MS  compris  entre  les  jambes 
de  l’angle  BAC  valent  également  30  degrés,  ôc  les  arcs  DB, 
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VS  compris  entre  les  jambes  de  l’angle  DAB  valent  également 
€o  degrés  ; donc , foit  que  je  me  ferve  des  arcs  CB,  BD  de  la 
circonférence  CDBC  ou  des  arcs  MS,  SV  de  la  circonférence 
MSVM,  je  trouverai  toujours  que  les  deux  angles  BAC,  DAB 
font  entre’ux  comme  30  degrés  à 60  degrés. 

44.  Définition.  Tout  angle  DAM  (Fig.  20.)  qui  embraffe 
le  quart  DM  de  la  circonférence,  fe  nomme  /Inglc  droit  \ tout 
angle  BAC  qui  embraffe  un  arc  BC  moindre  que  le  quart  de 
la  circonférence  , fe  nomme  Angle  aigu , ôc  tout  angle  MAB 
qui  embraffe  un  arc  MB  plus  grand  que  le  quart  de  la  circonfé- 
rence , fe  nomme  Angle  obtus. 

4^.  Tous  les  angles  droits  font  égaux , car  ils  embraffent  tous 
le  quart  de  la  circonférence  ou  90  degrés  ; mais  tous  les  aigus 
ne  font  pas  égaux  non  plus  que  tous  les  obtus  ; car  il  peut  y 
avoir  des  angles  aigus  qui  embraffent  plus  ou  moins  de  degrés  au 
deffous  de  90, ôc  des  angles  obtus  qui  en  embraffent  plus  ou  moins 
au  deffus  de  po. 

46.  Problème.  A l’extrémité  D d'une  ligne  droite  donnée 
DE  (Fig.  2 1 ) faire  un  angle  égal  à un  angle  donné  ABC. 

Du  point  B pris  pour  centre  6c  d’une  ouverture  de  compas 
prife  à diferétion  , je  décris  une  circonférence  CAHC.  Je  con- 
ferve  la  même  ouverture  de  compas  , ôc  portant  l’une  des  poin- 
tes en  D , je  décris  avec  l’autre  une  circonférence  de  cercle 
EMNE;  je  prens  avec  le  compas  la  grandeur  CA  de  l’arc  CA 
compris  entre  les  côtés  de  l'angle  ABC,  ôc  je  porte  cette  gran- 
deur de  E en  M fur  la  circonférence  EMNE;  du  point  M je 
mène  au  point  D la  droite  MD , Ôc  l’angle  MDE  eft  égal  à 
l’angle  donné  ABC. 

Car  par  la  conftru&ion  , le  rayon  DE  de  la  circonférence 
EMNE  eft  égal  au  rayon  BC  de  la  circonférence  CAHC,  c’cft 
pourquoi  mettant  le  rayon  DE  fur  le  rayon  BC , enforte  qu’ils 
s’ajuftent  parfaitement , la  circonférence  EMNE  s’ajuftera  par- 
faitement fur  la  circonférence  CAHC,  ôc  l’arc  EM  fur  fon  égal 
CA;  donc  la  droite  MD  tombera  fur  la  droite  AB,  puifqueles 
extrémités  M,  D de  la  droite  MD  tomberont  fur  les  extrémités 
A , B de  la  droite  AB  , ôc  qu’entre  deux  points  on  ne  peut  mener 
qu’une  feule  ligne  droite  ; ainfi  l’angle  MDE  tombera  fur  l’an- 
gle. ABC  ôc  lui  fera  égal. 

47.  Proposition  IV.  Si  deux  angles  ABC  abc  (Fig.  22.) 
font  égaux  & que  les  jambes  AB,  CB  de  [ un  }Joient  égales  aux  jambes 
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ab,  cb  de  P autre , la  droite  AC  qui  joint  les  extrémités  A , C des 
jambes  du  premier , fera  égal  à la  droite  ac  qui  joint  les  extrémités 
a , c des  jambes  du  fécond , & les  angles  que  la  droite  AC  fera  avec 
les  côtés  AC , CB  du  premier , feront  égaux  chacun  à chacun  aux  an- 
gles que  la  droite  ac  fera  avec  Us  cotés  ab , cb  du  fécond. 

Je  mets  le  côté  BC  du  premier , fur  le  côté  bc  du  fécond  qui 
lui  eft  égal  ; le  côté  BA  tombera  audi  fur  le  côté  ba  qui  lui  eft 
égal  ; s’il  tomboit  en  dedans  de  l’angle  abc , l’angle  ABC  feroit 
plus  petit  que  l’angle  abc , ôc  s’il  tomboit  en  dehors  , l’angle 
ABC  feroit  plus  grand  que  l’angle  abc,  ôc  l’un  l’autre  eft  contre 
la  fuppofition;  donc  les  points  A,  C tomberont  fur  les  points  a,  c , 
& la  droiteAC  mené  entre  les  points  A,  C tombera  fur  la  droite  ac 
menée  entre  les  points  a,  c ôc  lui  fera  égale;  d’où  il  fuit  que  l’angle 
BAC  tombera  fur  l’angle  bac,  ôc  l’angle  ACB  fur  l’angle  acb. 

48.  Définition.  Sil’on  prolonge  l’un  des  côtésCB  (Fig.  23.) 
d’un  angle  CBA  au-delà  du  fommet  B en  E l’angle  ABE  fait  par 
le  prolongement  BE  avec  l’autre  côté  AB,  ôc  l’angle  ABC  fe 
nomment  Angles  de  fuite,  ôc  fi  l’on  prolonge  les  deux  CB , AB 
au-delà  du  fommet,  l’angle  HBE  fait  parles  deux  prolongemens, 
&1  ’angle  ABC  fe  nomment  Angles  oppofés  au  fommet. 

4$.  Proposition  V.  Les  Angles  de  fuite  valent  enfemble  deux 
angles  droits  , & les  angles  oppofés  au  fommet  font  égaux. 

Du  fommet  B ( Fig.  23.)  pris  pour  centre , Ôc  avec  une  ouver- 
ture du  compas  à aifcrétion , je  décris  une  circonférence  de 
cercle  qui  coupe  les  côtés  des  angles  aux  points  C , A , E ; le 
côté  CB  ôc  fon  prolongement  BE  forment  une  ligne  droite  qui 
paffe  par  le  centre  B,  ôc  qui  par  conféquent  eft  un  diamètre,  le- 
quel coupe  la  circonférence  en  deux  demi-circonférences  CAE, 
CHE.  Or,  la  mefure  de  l’angle  ABC,  eft  l’arc  AC  compris  en- 
tre fes  côtés,  (N.  42.)  ôc  la  mefure  de  l’angle  ABE  eft  l’arc 
AE,  ôc  ces  deux  arcs  AC , AE  pris  enfemble , valent  la  demi- 
circonférence  CHE  ou  deux  quarts  de  circonférence  ; donc  la 
mefure  totale  des  angles  de  fuite  CBA , ABE  eft  deux  quarts  de 
circonférence  ; mais  deux  quarts  de  circonférence  font  la  mefure 
de  deux  angles  droits;  donc  les  angles  de  fuite  CBA  , ABE  , 
valent  enfemble  deux  angles  droits  ; ce  qu’il  falloit  premièrement 
démontrer. 

L’angle  ABE  ôc  fon  angle  de  fuite  EBH,  valent  enfemble  deux 
droits , comme  on  vient  de  voir;  le  même  angle  ABE  ôc  fon  an- 
gle de  fuite  ABC,  valent  aulfi  deux  droits;  donc  les  deux  en- 
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fc  b'e  ABïï  EBH  font  égaux  aux  deux  enfemble  ABE  , ABC; 
retranchait  < onc  de  part  ôc  d’autre  l’angle  ABE,  il  reliera 
l’angle  EBH  égtl  à l’angle  ABC  qui  lui  eftoppofé  au  fommet. 

jo.  Définition.  Une  ligne  droite  AB  ( Fig.  24.  ) efldite 
Perpendiculaire  fur  une  autre  ligne  droite  CD  lorfqu’elle  n’eft  pas 
plus  inclinée  fur  CD  d’un  côté  que  de  l’autre. 

ji.  Corollaires.  Donc,  i°.  Les  deux  angles  ABD , ABC 
qu’une  perpendiculaire  AB  fait  avec  la  droite  CD  du  même  cote  font 
chacun  droits.  Ces  deux  angles  font  angles  de  fuite,  ôc  valent  en- 
femble deux  angles  droits  : {N.  4p.)  or,  ils  font  égaux,  puifque 
AB  n’ell  pas  plus  inclinée  fur  CD  d’un  côté  que  de  l’autre  ; donc 
chacun  d’eux  ell  droit. 

Donc , 20.  Toute  ligne  AB  qui  fait  un  angle  droit  ABD  avec 
une  autre  droite  BD , ejl  perpendiculaire  fur  cette  ligne  BD  ; car  fi 
l’on  prolonge  DB  en  C,  les  angles  de  fuite  ABD,  ABC  vau- 
dront deux  droits  , ( N.  4p.  ) ôc  comme  ABD  en  vaut  un , ABC 
en  vaudra  un  aufli  ôc  fera  égal  à ABD  , ( N.  4J.)  ainfi  AB  n’in- 
clinera pas  plus  d’un  côté  que  d’un  autre  fur  CD. 

Donc,  30.  Si  f on  prolonge  la  perpendiculaire  AB  au-delà  de  CB  en  E, 
fon  prolongement  BE  fera  aufli  perpendiculaire  Jur  CD.  Les  angles 
de  fuite  ÀBD,  DBE  valent  enfemble  deux  droits;  or,  ABD  eft 
droit;  donc  DBE  l’eft  aufli,  ôc  partant  BE  eft  perpendiculaire 
fur  CD. 

Donc , 40.  Si  une  ligne  AE  efl  perpendiculaire  fur  une  autre  CD, 
réciproquement  celle-ci  eft  perpendiculaire  fur  AE;  les  angles  ABD, 
DBE  font  droits , comme  on  vient  de  voir,  ôc  par  conféquent 
égaux;  {N.  4J.)  donc  CD  n’eft  pas  plus  inclinée  fur  AE  d’un 
côté  que  d’un  autre. 

Donc,  j°.  D'un  même  point  B pris  fur  une  droite  CD,  on  ne 
peut  mener  qu’une  feule  perpendiculaire  BA  fur  cette  droite.  Si  on 
en  pouvoit  mener  une  autre  comme  BH,  il  faudroit  qu’elle  paflat 
ou  à droite  ou  à gauche  de  la  perpendiculaire  BA , ôc  cependant 
il  faudroit  que  les  angles  HBD , HBC  quelle  feroit  avec  CD, 
fuflent  égaux;  ce  qui  n’eft  pas  poflible,  puifque  l’angle  HBD  eft 
plus  petit  que  l’angle  ABD  qui  le  renferme,  lequel  angle  eft 
droit , à caufe  que  AB  eft  perpendiculaire  fur  CD. 

Donc , 6°.  Si  df  un  même  point  B pris  fur  une  droite  CD  on  mene 
départe?  d’autre  deux  droites  BA  , BE  perpendiculaires  fur  CD  ; ces 
deux  droites  ne  feront  enfemble  qu'une  ligne  droite  ; puifque  AB  eft 
perpendiculaire  fur  CD , fon  prolongement  BE  de  l’autre  côté 
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de  CD  eft  aufli  perpendiculaire  fur  CD  , comme  on  vient  de 
voir.  Or,  du  même  point  B on  ne  peut  pas  mener  du  même 
côté  deux  perpendiculaires  ; donc  la  perpendiculaire  BE  eft  le 
prolongement  de  la  perpendiculaire  AB , ôc  ces  deux  lignes  font 
enfemble  une  feule  ligne  droite. 

£2.  Proposition  VI.  D'un  point  A (Fig.  2^.)  pris  hors  d'une 
ligne  droite  CD , & qui  ri1  eft  pas  dans  le  prolongement  de  cette  droite , 
on  ne  p>eut  mener  fur  CD  quune  feule  perpendiculaire  AB. 

Si  1 on  veut  que  du  point  A on  puifle  mener  fur  CD  une  autre 
ligne  AH  qui  lui  foit  aufli  perpendiculaire  ; je  prolonge  la  per- 
pendiculaire AB  en  E de  l’autre  côté  de  CD  ; je  fais  BE  = AB  , 
& je  mene  la  droite  EH  ; la  droite  AB  ôc  fon  prolongement 
BE  font  perpendiculaires  fur  CD  ; donc  les  angles  ABH,  EBH 
font  droits  ( N.  p.)  ôc  partant  égaux;  (N.  4. ) or,  les  côtés 
AB,  BH  du  premier  de  ces  angles  ABH,  font  égaux  chacun  à 
chacun  aux  côtés  BE,  BH  du  fécond  EBH,  ôc  les  lignes  AH,  EH 
joignant  les  extrémités  de  ces  côtés  égaux  feront  égales;  donc,  l’an- 
gle AHB  que  la  ligne  AH  fait  avec  le  côté  BH  du  premier  angle 
ABH,  eft  égal  à l’angle  EHB  que  la  ligne  EH  fait  avec  le  coté 
BH  du  fécond  angle  EBH  ; (N.  47.)  mais  AHB  doit  être  droit, 
puifqu’on  fuppofe  que  AH  eft  perpendiculaire  fur  CD;  donc 
EHB  fera  aufli  droit,  ôc  la  droite  EH  fera  aufli  perpendiculaire  fur 
CD;  (N.  ji.)  ainfi  les  perpendiculaires  AH,  EH  qui  partent 
du  même  point  H de  la  ligne  CD  , ne  feront  enfemble  qu’une 
feule  ligne  droite  AE  entre  les  extrémités  A , E;  mais  la  ligne 
ABE  eft  aufli  droite  entre  les  mêmes  extrémités  ; donc  entre  deux 
points  il  fe  trouveroit  deux  lignes  droites  ; ce  qui  eft  impoflible: 
donc  il  eft  impoflible  aufli  que  AH  foit  perpendiculaire  fur  CD. 

y 3.  Corollaire  Ier.  Si  du  point  A (Fig.  26.)  pris  hors  d'une 
ligne  droite  CD  , & qui  neft  pas  fur  le  prolongement  de  cette  ligne , 
on  mene  me  perpendiculaire  AB,  & plusieurs  autres  lignes  que  nous 
nommerons  obliques , parce  qu'elles  ne  fauroient  être  perpendiculaires 
fur  CD  ; je  dis  1°.  Que  la  perpendiculaire  AB  fera  ta  plus  courte  de 
toutes  les  lignes  menées  du  point  A fur  CD , 20.  Que  les  autres  feront 
et  autant  plus  longues  quelles  couperont  la  ligne  CD  en  des  points 
H , D , ôcc.  plus  éloignés  du  point  B où  la  perpendiculaire  coupe  cette 
ligne , 30.  Qu’on  trouvera  tant  d obliques  que  C on  voudra  égales  deux 
à deux  ; mais  jamais  trois  d égales. 

Je  prolonge  la  perpendiculaire  AB  au-delà  de  la  ligne  CD  en 
E i je  fais  BE=AB , ôc  je  mene  la  ligne  EH , la  ligne  AB  ôc 
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fon  prolongement  BE  étant  perpendiculaires  fur  CD , les  angles 
ABH,  EBH  font  droits,  (N.  yi.)  & par  conféquent  égaux; 
(TV.  4f.)  or,  les  côtés  AB,  BH  de  l’angle  ABH  font  égaux 
chacun  à chacun  aux  côtés  EB,  BH  de  l’angle  EBH;  donc  la 
ligne  AH  qui  joint  les  extrémités  des  côtés  AB,  BH  eft  égale 
à la  ligne  EH  qui  joint  les  extrémités  des  côtés  EB , BH; 
(N.  47 . ) or,  les  deux  lignes  droites  AB,  BE  ne  font  enfemble 
qu’une  ligne  droite  entre  les  points  A , E ; donc  les  deux  droites 
A H , H E ne  font  pas  enfemble  une  ligne  droite  entre  les  mêmes 
points  A,  E,  ôc  font  par  conféquent  plus  longues  que  les  deux 
enfemble  A B , BE  ; ainfi  la  ligne  AH  moitié  des  deux  A H , HE; 
eft  plus  longue  que  la  moitié  AB  des  deux  AB  , BE  , ôc  partant 
la  perpendiculaire  AB  eft  plus  courte  que  l’oblique  AH,  ôc  on 

{trouvera  de  même  que  la  perpendiculaire  AB  eft  plus  courte  que 
oblique  AD,  ôcc.  ce  qu'il  Falloir , i°.  démontrer. 

Du  point  E,  je  mene  la  droite  ED  à l’extrémité  D d’une  au- 
tre oblique  AD,  & je  prouverai  de  même  qu’auparavant  que 
ED  = AD.  Or,  les  deux  droites  égales  AH , HE  menées  des 
extrémités  A , E de  la  droite  AE  fe  coupent  en  dedans  des  deux 
droites  AD,  ED  menées  des  mêmes  points  A,  E;  donc  les 
deux  AH,  HE  prifes  enfemble,  font  moindres  que  les  deux 
AD,  DE,  ( N 38.  ) ôc  partant  la  droite  AH,  moitié  des  deux 
AH,  HE  eft  moindre  que  la  droite  AD  moitié  des  deux  AD,  DE; 
ainft  l’oblique  A D qui  coupe  CD , en  un  point  D plus  éloigné  du 
pied  B de  la  perpendiculaire  AB  eft  plus  longue  que  l’oblique 
AH  oui  coupe  CD  en  un  point  H plus  proche  du  même  pied  B ; 
ce  qu’il  falloir , 20.  démontrer. 

Je  prcns  fur  CD  de  l’autre  côté  du  pied  B de  la  perpendicu- 
laire AB  la  diftance  BM  égale  à la  diftance  BH,  la  diftance  BC 
égale  à la  diftance  BD  , ôc  du  point  A je  mene  les  droites  AM, 
AC,  la  droite  AB  étant  perpendiculaire  fur  CD,  l’angle  ABH 
eft  égal  à l’angle  ABM,  (N.  yi.)  ôc  les  côtés  AB,  BH  de 
l’angle  ABH  font  égaux  chacun  à chacun  aux  côtés  AB  , BM 
de  l’angle  ABM;  donc  l’oblique  AH  qui  joint  les  extrémités 
des  côtés  AB  , BH  eft  égale  à la  droite  AM  qui  joint  les 
ex'rémités  des  côtés  AB,  BM,  (N.  47.)  c’efl  - à - dire  que  les 
deux  obliques  AH,  AM  qui  coupent  la  droite  CD  en  des  points 
H,  M également  éloignés  du  pied  B de  la  perpendiculaire  AB 
font  égales  ; ôc  on  prouvera  de  même  que  les  deux  obliques 
AC , AD  font  égales  pour  la  même  raifon;  ôc  comme  de  part 
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& d’autre  du  pied  B de  la  perpendiculaire,  on  peut  trouver  tant 
de  points  que  l’on  voudra  également  diftans  deux  à deux  du  point 
B , on  trouvera  auffi  tant  d’obliques  égales  deux  à deux  que  l’on 
voudra  ; mais  on  n’en  trouvera  jamais  trois  qui  foient  égales , car 
fi  cela  étoit,  il  faudrait  qu’il  y en  eût  deux  qui  fuffent  du  même 
côté  de  la  perpendiculaire  AB , & comme  ces  deux  lignes  ne 
pourraient  couper  la  ligne  CD  en  deux  points  également  éloi- 
gnés du  point  B , elles  ne  fauroient  être  non  plus  égales  ; ce 
qui  ferait  contre  la  fuppofition. 

y 4.  Corollaire  II.  Donc,  fi  d’un  point  A pris  hors  d une  droite 
CD  On  mené  fur  cette  ligne  une  perpendiculaire  AB,  & deux  obliques 
égales  AH,  AM  la  perpendiculaire  AB  coupera  la  droite  CD  en  un 
point  B également  éloigné  des  points  H,  M l's  obliques  coupent  la 
même  ligne  CD.  C’eft  une  fuite  du  Corollaire  précédent  > & de- 
là il  eft  aifé  de  conclure  que  fi  deux  lignes  AH , AM  menées  fur 
une  droite  CD  d'un  point  extérieur  A font  égales  ; ces  deux  lignes 
font  deux  obliques  entre  lefquelles  la  perpendiculaire  menée  du  point  A 
fur  CD  doit  pajfier.  Carfi  l’une  de  ces  lignes  étoit  perpendiculaire 
fur  CD,  elle  ferait  plus  courte  que  l’autre  : ce  qui  leroit  contre 
la  fuppofition. 

y 3.  Corollaire  III.  La  perpendiculaire  AB  menée  du  point 
extérieur  A fur  une  ligne  droite  CD  eft  la  di (lance  du  point  A à cette 
droite  CB,  cette  perpendiculaire  eft  la  plus  courte  ligne  qu’on 
puifie  mener  du  point  A fur  CD,  {II.  yj.)  donc  elle  eft  la  dit- 
tance  du  point  A à cette  ligne  ( N.  si.  ). 

Corollaire  IV.  Si  un  point  quelconque  , d'une  droite  ABE 
( Fig.  27.  ) perpendiculaire  fur  une  autre  droite  CD  , eft  également 
éloigné  des  deux  points  C , D de  la  droite  CD  , cette  perpendiculaire 
prolongée  de  fart  & d’autre  à l'infini , paJJ'era  par  tous  les  points  égaler 
ment  éloignes  des  points  C , D. 

Il  faut  ici  démontrer  deux  chofes,  t°.  Que  tous  les  points  de 
la  perpendiculaire  ABE  prolongée  de  part  & d’autre,  a l'infini, 
font  également  éloignés  des  points  C,  D , 20.  Qu’il  ne  peutfe 
trouver  aucun  point  également  éloigné  des  points  C,  D,  qui  ne 
foit  fur  la  perpendiculaire  ; ce  oue  je  prouve  ainfi. 

Si  le  point  de  la  perpendiculaire  également  éloigné  des  points 
C,  D eft  le  peint  B où  cette  perpendiculaire  coupe  la  droite 
CD  ; ie  prens  un  autre  point  quelconque  A fur  cette  perpendi- 
cula  rj  , & de  ce  point , je  mene  1rs  droites  AC,  AD  aux  points 
C , D.  Ces  droites  feront  deux  obliques  menées  du  point  A de 
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la  perpendiculaire  AB  , 6c  ces  obliques  feront  égales  , puif- 
quelles  coupent  la  droite  CD  en  des  points  également  éloignés 
delà  perpendiculaire;  (A^.  y$.)  mais  ces  droites  mefurent  les 
diftances  du  point  A aux  points  C,  D;  donc  le  point  A eftéga- 
ment  éloigné  des  points  C,  D;  6c  comme  on  prouvera  la  même 
chofe  à l’égard  de  tout  autre  point  pris  fur  la  perpendiculaire , il 
s’enfuit  que  tous  les  points  de  cette  droite  font  également  éloi- 
gnés de  C ôc  D. 

Que  fi  le  point  de  la  perpendiculaire  également  éloigné  des 

{ joints  C , D eft  hors  de  la  ligne  CD  tel  que  le  point  A ; je  mene 
es  droites  AC,  AD  qui  feront  par  conféquent  deux  obliques 
égales  > donc  la  perpendiculaire  coupera  CD  en  un  point  B éga- 
lement éloigné  des  points  C ôc  D,  6c  partant  je  prouverai  com- 
me auparavant  que  tous  les  autres  points  de  la  perpendiculaire 
font  également  éloignés  de  C ôc  D ; ce  qu’il  falloit,  i°.  dé- 
montrer. 

Maintenant,  fi  l’on  prétend  que  quoique  tous  les  points  de  la 
perpendiculaire  AE  (Fig.  28.)  foient  également  éloignés  des 
points  C,  D de  la  dtoite  CD , il  puifie  néanmoins  fe  trouver 
quelque  point  H hors  de  la  perpendiculaire  AE  qui  foit  aulfi 
également  éloigné  des  points  C , D;  je  mene  de  ce  point  H les 
droites  HC,  HD  qui  feront  égales  ôc  par  conféquent  obliques 
l’une  ôc  l’autre  fur  CD  ; (N.  J4.)  ainfi  la  perpendiculaire  menée 
du  point  H fur  CD  coupera  cette  ligne  CD  en  un  point  égale- 
ment éloigné  des  points  C ôc  D , ôc  partant,  elle  la  coupera  au 
point  B où  la  perpendiculaire  AE  la  coupe;  donc  il  s’enfuivroit 
que  fur  un  même  point  B pris  fur  CD , on  pourroit  mener  deux 
droites  AB,  BH  perpendiculaires  fur  la  ligne  CD;  ce  qui  n’eft 
pas  pofiible,  (À',  yi.)  par  conféquent  il  n’eft  pas  polfible  non 
plus  que  le  point  H foit  également  éloigné  de  C ôc  D. 

J7-  Corollaire  V.  Une  même  ligne  ne  peut  être  perpendiculaire 
fur  deux  lignes  AB,  CD  (Fig.  2p.)  qui  fe  coupe  en  un  point  L. 
Si  on  veut  que  la  droite  DB  qui  coupe  les  droites  AB,  CD  en 
deux  points  D , B différens  du  point  L où  ces  droites  fe  cou- 
pent, foit  perpendiculaire  fur  l’une  ôc  l’autre  de  ces  droites  ; réci- 
proquement ces  lignes  feront  perpendiculaires  fur  elle,  ( N.  y 1 ) 
ôc  par  conféquent  il  s’enfuivra  que  du  point  L où  ces  lignes  fe 
coupent  hors  de  la  ligne  DB,  on  pourra  mener  deux  perpendi- 
culaires LD  , LB  fur  cette  droite  DB  ; ce  qui  eft  impolfiblc 
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Et  fi  on  veut  que  la  droite  ML  qui  paffe  par  le  point  où  les 
deux  lignes  fe  coupent,  foit  perpendiculaire  fur  l’une  & l’autre, 
réciproquement  les  deux  lignes  feront  perpendiculaire  fur  elles  ; 
(A.  j i.)  donc  il  s’enfui vra  que  d’un  même  point  L d’une  droite 
LM , on  pourroit  mener  deux  perpendiculaires  LD  , LB  d’un 
même  côte  ; ce  qui  feroit  encore  impofiible  {N.  y i . ). 

y8.  Corollaire  VI.  Si  une  droite  AE  (Fig.  27.)  eft  tellement 
difpofée  à f égard  d’une  autre  droite , que  deux  de  fes  points  quelconques 
Joient  également  éloignés  de  deux  points  G,  D de  la  droite  CD , c’ejt-à- 
dire  que  le  point  A /oit  également  éloigné  de  C & D,  & le  point  E aujji 
également  éloigné  de  C & D , la  droite  AB , eft  perpendiculaire  fur 
CD.  Du  point  A je  conçois  une  perpendiculaire  menée  fur 
CD  ; cette  perpendiculaire  prolongée  de  part  ôc  d’autre , à l’in- 
fini , paffera  par  tous  les  points  également  éloignés  de  C & D , 
(N.  y 6.)  fie  partant  elle  pafiera  par  le  point  E,  mais  la  droite 
AE  pafle  aufii  par  les  points  A , E 5 donc  cette  droite  n’eft  pas 
différente  de  la  perpendiculaire,  car  entre  deux  points  on  ne 
peut  mener  qu’une  droite  ( N.  32.  ). 

yy>.  Lemme.  Si  des  extrémités  A , B d’une  droite  AB  (Fig.  30.) 
pri/es  pour  centres , & avec  des  rayons  AE , BN,  qui,  pris  enfemble 
/oient  plus  grands  que  la  droite  AB , on  décrit  deux  circonférences 
EPLQ  , NPSQ  ; ces  deux  circonférences  ne  fe  couperont  quen  deux 
points  P,  Q dont  F un  /era  d'un  coté  de  ta  droite  AB , er  F autre  de 
t autre  coté. 

En  premier  lieu,  il  efi  clair  que  ces  deux  circonférences  ne  fe 
couperont  point  fur  la  droite  AB , car  leurs  rayons  AE , BN 
étant  enfemble  plus  grands  que  la  droite  AB  , ces  deux  rayons 
tombant  fur  AB  anticiperont  l’un  fur  l’autre,  fit  l’extrémité  E du 
premier  AE  tombera  plus  près  du  point  B que  l’extrémité  N du 
fécond  BN , 20.  Ces  deux  circonférences  fe  couperont , car 
l’extrémité  E du  rayon  AE , en  décrivant  la  demi  circonférence 
EPL  du  côté  de  P , s’éloigne  de  plus  en  plus  du  centre  B , ôc 
va  trouver  la  ligne  AB  prolongée  au-delà  de  A par  rapport  à B. 
Et  au  contraire  l’extrémité  N du  rayon  BN , en  décrivant  la 
demi  circonférence , s’éloigne  de  plus  en  plus  du  centre  A , ÔC 
va  couper  la  ligne  AB  prolongée  au-delà  du  point  B ; ainfi  les 
deux  demi  circonférences  prenant  des  routes  oppofées , doivent 
fe  couper  quelque  part,  fie  la  même  chofe  doit  fe  dire  des  deux 
autres  demi  circonférences  qui  font  de  l’autre  côté  de  la  ligne 
AB. 
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Suppofant  donc  que  le  point  ou  les  deux  demi  circonférences 
EPL,  NPS  fe  coupent,  foit  le  point  P ; je  conçois  que  de  ce 
point,  foit  menée  une  perpendiculaire  PH  fur  la  droite  AB,  & 
au  centre  A des  lignes  droites  AR , AR , ôcc.  fur  tous  les  points 
de  cette  ligne;  la  droite  AH  étant  perpendiculaire  fur  PH,  les 
droites  AR,  AR,  ôcc.  font  obliques  & toutes  plus  courtes  que 
le  rayon  AP  qui  eft  plus  éloigné  qu’elles  de  la  perpendiculaire 
AH  ; (N.  y j . ) ainfi  ces  obliques  ne  vont  pas  aboutir  jufqu a 
l’arc  PE  compris  entre  le  point  P ôc  la  droite  AB  ; car  fi  cela 
éroit,  elles  feroient  égales  au  rayon  AP  ; & par  conféquent  l’arc 
PE  eft  tout  entier  à droite  de  la  ligne  PH.  De  même  fi  l’on  mene 
de  l’autre  centre  B des  lignes  droites  BR , BR,  ôcc.  fur  tous  les 
points  de  PH,  toutes  ces  lignes  feront  plus  courtes  que  le  rayon, 
& n’iront  pas  aboutir  fur  l'arc  PN , lequel , par  conféquent  fera 
tout  entier  à gauche  de  la  droite  PH , c’eft  pourquoi  les  deux 
arcs  PE,  PN  des  demi  circonférences  EPL  , NPS  ne  fe  cou- 

Ïent  point  ailleurs  qu’en  P,  puifqu’ils  font  féparés  par  la  droite 
’H. 

Je  prolonge  la  droite  PH  en  X du  côté  de  P,  ôc  du  centre  A 
je  mene  fur  tous  les  points  du  prolongement  PX  des  droites 
AZ,  AZ,  ôcc.  toutes  ces  lignes  font  des  obliques  plus  longues 
que  le  rayon  AP  qui  eft  plus  proche  qu’elles  de  la  perpendicu- 
laire; ainfi  elles  coupent  l’arc  PL  avant  de  couper  la  droite  PX, 
ôc  par  conféquent  l’arc  PL  eft  tout  entier  à gauche  de  PX.  De 
même  fi  de  l’autre  centre  B on  mene  des  droites  BZ,  BZ,  ôcc. 
fur  PX , ces  droites  couperont  l’arc  PS  avant  de  couper  PX , 
ôc  partant  cet  arc  fera  tout  entier  à droite  de  PX  ; donc  les  arcs 
PL,  PS  des  demi  circonférences  EPL , NPS  ne  fe  couperont 
point  ailleurs  qu’en  P,  puifqu’ils  font  féparés  par  la  droite  PZ  : or, 
nous  venons  de  voir  que  les  autres  deux  arcs  PE , PN  ne  fe 
coupent  qu’en  P;  donc  les  demi  citconférences  EPL  , NPS, 
compofées  de  ces  arcs  ne  fe  coupent  aufii  qu’en  P , ôc  on  prou- 
vera la  même  chofe  des  autres  demi  circonférences  EQL , 
NQS,  ôc  partant  les  deux  circonférences  entières  ne  fe  cou- 
pent qu’en  deux  points , l’un  au  deflus , ôt  l’autre  au  deffous  de  la 
droite  AB. 

6c.  Lemme.  Une  circonférence  de  cercle  ne  peut  couper  une  ligne 
qu’en  deux  pointe . 

Si  la  ligne  AB  (Fig.  ji.)  qui  coupe  la  circonférence  aux  points 
A , B pâlie  par  le  centre  O du  cercle  : la  propofition  eft  évidente  ; 
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AB  eft  compofée  de  deux  rayons  AO , OB  , ainfi  la  circonfé- 
rence pourroit  couper  le  diamètre  en  quelque  point  pris  entre 
fes  extrémités  A , B : par  exemple  en  P , la  droite  OP  compris 
entre  le  centre  6c  ce  point  P , feroit  un  rayon , ôc  partant  nous 
aurions  deux  rayons  inégaux  OP,  OB  dans  un  même  cercle  ; 
ce  qui  eft  impofliblc.  De  même  fi  la  circonférence  coupoit  les 
prolongemens  de  AB  en  un  point  quelconque  Q;  la  droite  OQ 
l'eroit  un  rayon , & nous  aurions  encore  deux  rayons  inégaux 
OQ , OB  ; ce  qui  eft  impoftible. 

Mais  fi  la  droite  CD  qui  coupe  la  circonférence  en  deux 
points  C,  D ne  pafte  par  le  centre  O ; je  mené  du  centre  O aux 
extrémités  C,  D de  cette  ligne , les  deux  rayons  OC  ,OD  lefquels 
étant  égaux  feront  par  conféquent  deux  obliques  égales  menées 
du  point  extérieur  O fur  la  droite  CD,  ( N. $4.)  ôc  la  perpendi- 
culaire du  point  O fur  CD  coupera  cette  ligne  en  un  point  D 
également  éloigné  de  Côc  D ;or,  toutes  les  lignes  OR,  OR,  &c. 
menées  du  point  O fur  tous  les  points  de  la  droite  CD  pris  entre 
les  deux  rayons  OC,  OD  feront  plus  courtes  que  ces  rayons , 
puifqu’elles  feront  plus  proches  delà  perpendiculaire,  (À’,  y 3.) 

& n’iront  pas  aboutir  à fa  circonférence  ; donc  la  circonférence 
ne  fauroit  couper  cette  ligne  dans  aucun  de  ces  points  ; de 
même  toutes  les  lignes  OS , OS , menées  du  point  O fur  les 
prolongemens  de  la  droite  CD  , feront  plus  longues  que  les 
rayons , puifqu’elles  feront  'plus  éloignées  de  la  perpendiculai- 
re ; donc  la  circonférence  ne  paflera  pas  paf  leur  extrémité  S , 

S , ôcc.  partant  elle  ne  coupe  la  ligne  CD  qu’aux  deux  points 
C,  D. 

6\.  Lorfque  d’un  point  B (Fig-  27.)  pris  fur  une  droite  CD, 
on  mene  une  droite  BA  perpendiculaire  fur  CD  ; cela  s’appelle 
élever  une  perpendiculaire , & lorfque  d’un  point  A pris  hors  d’une 
ligne  droite  CD  ôc  qui  n’eft  pas  dans  ton  prolongement,  on 
mene  une  perperpendiculaire  CD  ; cela  s’appelle  abaijfer  une 
perpendiculaire. 

62.  PROBLEME.  D' un point  B (Fig.  32.)  pris  fur  une  droite  CD 
élever  une  perpendiculaire  fur  cette  ligne. 

Je  prens  une  ouverture  de  compas  à diferétion  que  je  porte 
fur  la  ligne  CD  , de  B en  M ôc  de  B en  N pour  avoir  les  deux 
points  M,  N également  éloignés  du  point  B;  des  points  Mj  N • 

Ôc  avec  une  ouvertute  de  compas , mais  plus  grande  que  la  pré- 
cédente; c’eft-à-dire  plus  grande  que  MB  ou  BN;  je  décris  deux^ 

Tome  I.  E e 


Digitized  by  Google 


nt8  ELEMENS 

arcs  PQ , RS  qui  fe  coupent  d’un  même  côté  de  la  ligne  CD 
en  un  point  A,  à caufe  que  les  deux  rayons  pris  enfemble  font  plus 
grands  que  la  droite  MN,  ( N.  y 9.  )&  du  point  A où  ces  arcs 
lé  coupent,  jemene  au  point  B la  droite  ÀBqui  eft  la  perpen- 
diculaire demandée. 

Car  à caufe  que  les  arcs  ont  été  décrits  avec  des  rayons 
égaux,  les  droites  AM,  AN  font  égales,  & le  point  A de  la 
ligne  AB  également  éloigné  des  points  M , N de  la  droite  CD, 
or,  le  point  B de  cette  même  ligne  AB  eft  aufli  également  éloi- 
gné des  points  M,  N ; donc  AB  eft  perpendiculaire  fur  CD 
(M  j 8.). 

6 }.  Problème.  D'un  point  A pris  hors  et  une  droite  CD  (Fig.  33.) 
& qui  nef  pas  dans  fes  prolongement , abaijfer  une  perpendiculaire 
fur  CD.  * 

Du  point  A pris  pour  centre  , ôc  avec  une  ouverture  de  com- 
pas allez  grande  pour  pouvoir  couper  la  ligne  CD  - je  décris  un 
arc  qui  coupe  cette  ligne  en  deux  points  M , Ns  de  ces  points 
pris  pour  centres  avec  une  même  ouverture  de  compas  plus 
grande  que  la  moitié  de  MN , je  décris  deux  arcs  PQ , RS  qui 
le  coupent  au  point  O,  Ôt  du  point  A parle  point  O,  jemene 
la  droite  AO  que  je  prolonge  jufqu’à  ce  qu’elle  coupe  CD  en 
B,  & la  droite  AB  eft  la  perpendiculaire  demandée. 

Car  les  rayons  AM,  AN  de  Parc  MN  crant  égaux,  le  point 
A eft  également  éloigné  des  points  M,  N de  la  droite  CD  ; de 
même  les  rayons  MO,  NO  des  arcs  PQ,  RS  étant  égaux,  le 
point  O eft  encore  également  éloigné  des  mêmes  points  M ,N  ; 
donc  la  droite  AB  qui  paflc  par  les  deux  points  AO  eft  perpendi- 
culaire fur  CM  (N.  y 8. ). 

64.  Problème.  Couper  une  droite  CD  (Fig.  34.)  en  deux  parties 
égales. 

Des  extrémités  C fie  D de  la  droite  CD  prifes  pour  centre  ÿ 
& avec  une  même  ouverture  de  compas  plus  grande  que  la 
moitié  de  CD,  je  décris  deux  arcs  de  cercle  PQ , RS  qui  fe 
coupent  en  deux  points  A , B de  part  ôc  d’autre  de  CD , à caufe 
que  les  deux  rayons  pris  enfemble  font  plus  grands  que  CD  , * 
(N.  ^9.)  ôc  des  points  A , B je  mene  la  droite  AB , laquelle 
cou|  e CD  en  E en  deux  parties  égales. 

Car  les  rayons  CA,  DA  étant  égaux  par  la  conflruélion , le  point 
A eft  également  éloigné  des  mêmes  extrémités  C,  D de  la  droite 
CD , & de  même  à caufe  de  l’égalité  des  rayons  CB  , DB,  la 
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point  B eft  également  éloigné  des  mômes  extrémités  C,  D; 
donc  la  droite  AB  quipaffe  par  les  deux  points  A,  B eft  per- 

Iiendiculaire  fur  CD , (N.  y8.)  & pafle  par«ous  les  points  ega- 
ement  éloignés  de  C & D j ( N.  y 6.  ) ainfi  le  point  E ou  la  droite 
AB  coupe  CD , eft  également  éloigné  de  C ôc  D , ôc  la  droite 
CD  eft  coupée  en  deux  également  en  E. 

6<ç.  Problème.  Diviferun  angle  ABC^Fi^,  3 y.)  en  deux  par- 
ties égales. 

Du  fommet  B pris  pour  centre , ôc  avec  une  ouverture  de 
compas  à difcrétion,  je  décris  un  arc  ANC  entre  les  jambes  de 
l’angle  donné , des  extrémités  A > C de  cet  arc , ôc  avec  une  ou- 
verture de  compas  plus  grande  que  la  moitié  de  la  droite  AC 
menée  entre  ces  extrémités , je  décris  deux  arcs  PQ , RS  qui  fe 
coupent  en  H,  & du  point  H par  le  f<#nmet  B,  je  mène  la 
droite  AB  qui  coupe  l’angle  ABC  en  deux  parties  égales. 

Car  les  rayons  AB , CB  étant  égaux  par  la  conftru&ion , le 
point  B de  la  droite  HB  eft  également  éloigné  des  extrémités 
A , C de  la  droite  AC , ôc  à eaufe  de  l’égalité  des  rayons  AH , 
CH,  le  point  H de  la  même  droite  HC  eft  également  éloigné  des 
extrémités  A,  C;  donc  la  ligne  HB  coupe  AC  en  deux  parties 
égales  en  M,  ( N.  64.  ) & lui  eft  perpendiculaire  ; ( A'’.  y8.  ) ainfi 
les  angles  AMB  , CMB  font  droits  ôc  égaux  entr’eux  , 6c  les 
côtés  AM,  MB  du  premier,  font  égaux  chacun  à chacun- aux 
côtés  CM , MB  du  fécond  ; or,  les  droites  AB , CB  joignent  les 
extrémités  de  ces  côtés,  donc  l’angle  ABM  eft  égal  a l’angle 
CBM  (N.  47.)  mais  ces  deux  angles  ABM,  CBM  compofent 
enfemble  l’angle  ABC  ; donc  cet  angle  eft  divifé  en  deux  égale- 
ment par  la  droite  HB. 

66.  Proposition  VII.  Si  une  ligne  droite  AB  (Fig.  16.)  fe 
meut  de  façon  que  fon  extrémité  A parcoure  fuccejftvement  tous  les 
points  d’une  droite  AC , prolongée  fi  ton  veut  à tinfini , & que  pen- 
dant le  mouvement  la  droite  AB  fait  toujours  perpendiculaire  fur  ta 
droite  AC  ,•  t autre  extrémité  B de  la  ligne  AB  décrira  une  ligne  BM 
indéfinie  qui  fera  une  ligne  droite. 

Puifquela  ligne  AB  eft  toujours  perpendiculaire  fur  AC,  6c 
que  fon  extrémité  A n’abandonne  jamais  cette  ligne , tous  les 
points  de  la  ligne  BM  font  à égale  diftance  de  AC.  ( N.  y y.  ) Ainfi 
fi  nous  concevons  que  la  ligne  BM  fe  meuve  vers  la  ligne  AC , 
de  façon  que  tous  fes  points  ne  faflent  pas  plus  de  chemin  l’un 
que  l’autre,  il  eft  clair  que  lorfque  l’un  de  fes  points  fera  parvenu 
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fur  la  ligne  AC,  tous  fes  autres  points  feront aufli  parvenus  fur 
AC,  & que  par  conféquent  BM  tombera  toute  entière  fur  AC  , 
mais  AC  eft  droite»  donc  BM  l’eft  aufli. 

6q.  Définition.  Deux  lignes  droites  AC,  BM  (Fig.  36.) 
font  dites  Para/el/es  entr  elles  lorfqu’elies  font  partout  à égale  dis- 
tance , c’cft-à-dire  lorfque  les  perpendiculaires  menées  de  tous 
les  points  de  l’une  BM  Tur  l’autre  AC , font  égales , ou  enfin  lorf 
que  l'une  d’entr’elles  BM  eft  formée  par  le  mouvement  d’une 
droite  AB,  toujours  perpendiculaire  fur  l’autre;  & dont  l’extré- 
mité A n’abandonne  jamais  AC,  comme  il  a été  dit  dans  la  Pro- 
pofition  précédente. 

68.  Corollaires.  Donc,  i°.  Toute  perpendiculaire  B A menée 

un  point  quelconque  B , de  f une  des  paralelles  BM  fur  F autre  p ora- 
le! le  AC,  mefure  la  dijlmnce-des  deux  paralelles.  Tous  les  points  de 
BM  font  éloignés  de  AC  d’une  quantité  égale  à BA  ; donc  BA 
eft  la  diftance  de  la  droite  BM  à fa  paralelle  AC;  or  la  diftance 
de  la  droite  AC  à la  droite  BM  ne  peut  pas  être  différente  de  la  dif- 
tance de  la  droite  BM  à la  droite  AC;  donc  BA  mefure  aufli  la 
diftance  de  AC  àBM. 

Donc , 20.  Toute  ligne  BA  comprife  entre  les  deux  paralelles  & 
perpendiculaire  fur  f une  AC  , eft  aufli  perpendiculaire  fur  f autre  BM. 

Les  droites  BM , AC  étant  partout  à égale  diftance  ; fi  du 
point  A je  mène  une  perpendiculaire  fur  BM , cette  perpendi- 
culaire mefutera  la  diftance  de  AC  à BM.  Or,  la  diftance  de 
AC  à BM  ne  peut  être  différente  de  la  diftance  de  BM  à AC , 
c’eft-à-dire  de  la  droite  BA  qui  a été  menée  perpendiculaire  fur 
AC  ; donc  la  perpendiculaire  menée  de  A fur  BM  doit  être 
égale  à B A ; mais  cela  ne  fçauroit  être , fi  la  perpendiculaire  me- 
née du  point  A , tomboit  en  un  autre  point  que  B ; car  en  ce  cas , 
AB  feroit  oblique  fur  BM,  ôc  plus  grande  que  la  perpendicu- 
laire; (N.  pj.)  donc  BA  doit  être  perpendiculaire  fur  BM  de 
même  que  fur  ÂC. 

Et  ddà  il  eft  aifé  de  prouver  l inierfe , c’eft-à-dire  que ftune  ligne 
A B eft  perpendiculaire  fur  deux  autres  BM , AC,  ces  deux  lignes  BM, 
AC  font  paralelles  entr  elles ; car  fi  on  veut  que  BM  ne  foit  para- 
lelle à AC  ; concevons  que  par  le  point  B on  fafle  paffer  une  pa- 
ralelle a AC,  la  droite  ÀB  étant  perpendiculaire  fur  AC,  fera 
aufli  perpendiculaire  fur  fa  paralelle;  mais  AB  eft  aufli  perpen- 
diculaire fur  BM  ; donc  il  faut  que  BM  6c  la  paralelle  menée  du 
point  B foient  la  même  ligne;  autrement  une  droite  AB  feroit 
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perpendiculaire  fur  deux  differentes  lignes  en  un  même  point  B; 
ce  qui  eft  impofïible  ( N.  J7.  ). 

Donci , 30.  D'un  mime  point  B on  ne  fauroit  mener  deux  para- 
lelles  à une  même  ligne  AC  , par  la  raifon  qu’on  vient  de  voir. 

Donc,  40.  Deux  perpendiculaires  A.B , TR  entre  deux  par  niel- 
les AC,  BM  font  paralelles  entrelles  , puifque  la  ligne  AC,  cm 
AT  eft  perpendiculaire  fur  l’une  ôc  fur  l’autre. 

Donc ,' J°.  Les  parties  AT  , BR  des  paralelles  comprifes  entre  deux 
perpendiculaires  AB  ,TR  font  égales  entr  elles.  Les  perpendiculaires 
AB,  TR  font  paralelles  entr’elles  comme  on  vient  de  voir , ôc 
les  parties  AT,  BR  font  perpendiculaires  fur  elles  ; donc  les 
parties  AT,  BR  font  égales  par  la  définition  des  paralelles. 

69.  Pefinition.  Si  une  lignedroite  RS  ( Fig.  37.  ) coupe  deux 
paralelles  BM,  AC,  i°.  Les  angles  BHE , CEH  qu’elle  fait  en  de- 
dans des  paralelles,  l’un  BHE  en  haut  ôc  à gauche,  ôc  l’autre  CEH 
en  bas  ôc  à droite  fc  nomment  angles  alternes  ; ainfi  les  angles 
MHE,  AEH  font  auffi  alternes,  20.  Les  angles  MHR  , CER 
que  la  droite  RS  fait  du  même  côté  avec  les  paralelles,  fc  nom- 
ment angles  du  meme  coté ; les  angles  MHS , CES  font  donc  auffi 
angles  du  même  côté,  de  même  que  les  angles  BHR  , AER  ôc  les 
angles  BHS , AES.  30.  Les  angles  MHE  , CEH , que  RS  fait  en 
dedans  des  paralelles  du  même  côté,  fc  nomment  angles  internes 
oppofés ; ainfi  les  angles  AEH,  BHE  font  auffi  internes  oppofés. 

70.  Proposition  VIII.  Si  une  droite  RS  ( Fig.  3 8.)  coupe  deux 
paralelles  BM,  AC,  les  angles  alternes  BHE  , GEH  font  égaux. 

Du  point  E j’abaifTe  fur  BM  la  perpendiculaire  EV , ôc  du 

Joint  H fur  AC  la  perpendiculaire  HT  ; les  angles  droits  EVH, 
ITE  font  égaux,  ôc  a caufe  que  les  perpendiculaires  EV  , HT 
font  égales.  {N.  67.)  ôc  que  les  parties  VH , ET  des  paralelles 
comprifes  entre  ces  perpendiculaires  font  auffi  égales  (À'.  68.) 
les  deux  angles  égaux  EVH  , HTE  ont  les  côtés  égaux  chacun 
à chacun;  or,  la  droite  HE  paffe  par  les  extrémités  de  ces  côtés; 
donc  l’angle  EHV  que  cette  droite  fait  avec  le  côté  EH  du  pre- 
mier angle  EVH  eft  égal  à l’angle  HET  qu’elle  fait  avec  le  côté 
ET  du  fécond  angle  HTE;  (M  47.)  mais  les  angles  EHV, 
HET  font  les  mêmes  que  les  angles  alternes  BHE,  CEH;  donc 
les  angles  alternes  font  égaux. 

71.  Corollaire  Ier.  Les  angles  du  même  coté  RHM , HET 
font  égaux  i l’angle  BHE  eft  égal  à l’angle  RHM  qui  lui  eft  op- 
pofé  au  fommet , ( N.  4p.)  & le  même  angle  BHE  eft  égal  à 
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fon  alterne  HET  ; (N.  70.)  donc  les  angles  RHM,  HET  font 

égaux. 

72.  Corollaire  II.  Les  angles  internes  oppofes  MHE,  CEH 
valent  enfemble  deux  droits  ; l’angle  RHM  ôc  fon  angle  de  fuite 
MHE  valent  enfemble  deux  droits  : (N.  49.)  or,  l’angle  CEH 
eft  égal  à l’angle  RHM;  (N.  71.)  donc  l’angle  CEH  ôc  l’angle 
MHE  valent  aufli  enfemble  deux  droits. 

73.  Corollaire  III.  L’inverfe  de  cette  Propofition  ôc  defes 
Corollaires  eft  aufti  véritable , c’eft-à-dire  fi  une  ligne  droite  RS 
qui  coupe  deux  autres  lignes  droites  BM , AC , fait  les  angles  alter- 
nes égaux  ou  les  angles  du  même  côté  égaux  , ou  les  angles  internes 
cppofés , égaux  enfemble  à deux  droits , les  lignes  BM , AC  font  pa- 
rtielles. Car  fi  l’on  veut  que  BM  nefoit  pas  paralelle  à AC,  con- 
cevons que  par  le  point  H on  mene  une  paralelle  à la  droite 
AC,  la  ligne  RS  qui  coupera  les  deux  paralelles  fera  donc  avec 
elles  les  angles  alternes  égaux  , ôcc.  ôc  par  conféquent  l’angle 
que  la  paralelle  menée  du  point  H fera  avec  la  ligne  RS  du  côté 
de  S,  fera  égal  à l’angle  TEH  ; mais  l’angle  que  la  ligne  BH  fait 
avec  RS  du  côté  de  S , eft  aufti  égal  à l’angle  TEH  ; donc  la  ligne 
BH  fera  néceftairement  la  même  que  la  paralelle  menée  du  point 
H , ôc  par  confisquent  les  droites  BH  ou  BM  ôc  AC  font  para- 
lelle. 

74.  Corollaire  IV.  Si  deux  lignes  droites  HE,  SR  (Frg.  3p.  40.) 
font  également  inclinées  fur  P une  des  paralelles  AC , elles  Jont  aujfi 
également  inclinés  fur  P autre  BM. 

Les  deux  lignes  HE  , SR  peuvent  être  également  inclinées 
fur  AC  ou  d’un  même  côté  ou  d’un  fens  différent,]  fi  elles  font 
également  inclinées  d’un  même  côté  , ( Fig.  3p.  ) les  angles 
HEC,  SRC  font  donc  égaux,  ( N.  71.  ) ôc  partant  les  angles 
EHB,  RSB  qui  font  égaux  à leurs  alternes  HEC,  SRC,  font  aufli 
égaux,  ôc  les  droites  HE,  SR  font  également  inclinées  furBM; 
ôc  files  droites  HE,  SR  font  également  inclinées  fur  AC  d’un 
fens  différent  (Fig.  40.)  les  angles  HER , SRE  feront  donc 
égaux  , ôc  partant  leurs  alternes  EHB , RSM  le  feront  aufti , ôc 
les  deux  droites  HE,  RS  feront  également  inclinées  fur  BM  dans 
un  fens  différent. 

7y.  Proposition.  IX.  Les  droites  EH,  RS  (Fig.  3p.)  égale- 
ment inclinées  d’ un  même  coté  entre  deux  paralelles  AC  , BM  font 
paralelles  entr’ elles  & égales. 

La  ligne  AC  qui  coupe  les  droites  EH , RS  fait  les  angles 
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HEC,  SRC  du  même  côt#  égaux,  à caufe  que  les  lignes  font 
également  inclinées  du  même  côté;  donc  EH,  RS  font  para* 
lellcs  ( Ar.  73.  ) ce  qu’il  falloit,  1°.  démontrer. 

Des  points  H,  S,  j’abaifle  fur  AC  les  perpendiculaires  HT, 
SV  ; ainfi  les  angles  BHT,  BSV  font  droits  {N.  58.)  ôc  égaux  ; 
c’eft  pourquoi  retranchant  de  ces  angles,  les  angles  égaux  BHE, 
BSR  (N.  74.  ) les  angles  reftans  EHT,  RSV  font  égaux;  or  , 
les  angles  droits  HTE , SVR  font  égaux;  mettant  donc  la  figure 
RVS  fur  la  figure  ETH,  en  forte  que  la  perpendiculaire  SV  tombe 
fur  fon  égale  HT,  l’angle  droit  RVS  tombera  fur  fon  égal  ETH, 
ôc  l’angle  RSV  fur  fon  égal  EHT  ; donc  les  deux  lignes  SR,  RV 
tomberont  fur  les  deux  HE , ET  ôc  leur  feront  égales  chacune  à 
chacune;  donc  les  inclinées  EH,  SR  font  égales  , ce  qu’il  falloit 
a0,  démontrer. 

Et  cette  fécondé  partie  de  la  Propofition  eft  encore  ' vraye  * 
quand  les  également  inclinées  entre  les  paralelles  font  inclinées 
dans  un  fens  différent  {Fig.  40.  ) ce  qu’on  démontrera  de  la  même 
façon. 

75.  Corollaire  Ier.  Les  parties  SH,  ER  ( Fig.  39.  ) des 
paralelles  compnfes  entre  les  également  inclinées  d'un  meme  eiïré  , 
font  égales.  Nous  venons  de  voir  que  les  droites  ET,  RV  font 
égales.  Ajoutant  donc  à chacune  de  ces  lignes  droites  TR,  nous 
aurions  ER  = TV  ; mais  à caufe  des  perpendiculaires  HT , SV 
nous  avons  TV  = HS  ; donc  HS  = ER. 

77.  CoROLLaIRb  II.  Si  deux  lignes  HE,  SR  (Fig.  3 9.)  font 
paralelles  entre  deux  par  ale  fies  BM , AC  elles  font  également  incli- 
nées entre  ces  paralelles , & égales. 

Les  deux  lignes  HE,  SR  étant  paralelles  entr’elles  , la  ligne 
droite  AC  qui  les  coupe  fait  les  angles  HEC  , SRC  du  même 
côté  égaux;  (Af.  71.  ) donc  ces  lignes  font  également  inclinées- 
du  même  côté  , ôc  puifqu’elles  font  également  inclinées  , elles 
font  égales  ( IV.  77.) 

78.  Proposition  X.  Si  deux  points  H,  S,#(Fig.  39.)  d'une 
droite  BM  , prolongée  , fi  Ton  veut , à P infini , font  également  éloignés 
d'une  droite  AC , aujji  prolongée  à P infini , qui  efi  d'un  même  cSti  par 
rapport  à ces  joints;  la  droite  BM  efi  paralelle  à AC  , & cette  droite- 
BM  paJJ'e  par  tous  les  points  qui  J ont  autant  éloignés  de  AC  du  même 
coté  que  les  points  H,  S. 

Puifque  les  points  H,  S font  à égale  diftance  de  AC  , les 
perpendiculaires  HT , menées  de  ces  points  fur  AC,  font  égales^. 


224  ELEMENS 

( A Jf.)  concevons  donc  que  la  pdtpendiculaire  HT,  fe  meuve 
de  façon  que  fon  extrémité  T parcoure  tous  les  points  de  la  droite 
AC  , & que  pendant  ce  mouvement  la  droite  HT  foit  toujours 
perpendiculaire  fur  AC,  il  cft  clair  que  lorfquele  point  T tom- 
bera fur  le  point  V,  la  perpendiculaire  HT  tombera  fur  la  per- 
pendiculaire SV  qui  lui  eft  égale,  car  autrement  d’un  même 
point  V on  pourrait  élever  deux  perpendiculaires  fur  AC;  ce  qui 
eft  impoflîble  ; [N.  j i.)  or,  pendant  ce  mouvement , l’autre  ex- 
trémité H de  la  perpendiculaire  HT  décrira  une  ligne  HS  qui 
fera  droite,  (N.  66.)  & cette  droite  prolongée  à l’infini,  fera 
paralelle  à AC  ; (N.  6 7.)  donc  la  droite  BM  qui  pafle  par  les 
deux  points  H , S de  la  droite  HS,  & qui  par  conféquent  n’eft 
pas  différente  de  la  droite  HS  prolongée  à l’infini , (A'.  34.)  cft 
auffi  paralelle  à AC;  ce  qu’il  falloit , i°.  démontrer. 

Maintenant  puifqueBM  eft  paralelle  à AC,  il  eft  clair  que  tous 
fes  points  font  autant  éloignés  de  AC  que  les  points  H,  S ; mais 
fi  l’on  veut  que  malgré  cela  il  fe  trouve  du  même  côté  quelque 
point  tel  que  P , qui  foit  autant  éloigné  de  AC  que  les  points  H , 
S,  & qui  cependant  ne  foit  pas  fur  BM  ; je  mene  du  point  H au 
point  P,  la  droite  HP  , laquelle  fera  paralelle  à AC  à caufe 
de  fes  deux  points  H , P également  éloignés  de  AC,  & partant 
d’un  même  point  H,  on  pourra  mener  deux  paralelles  HP,  HM 
à une  même  droite  AC  ; ce  qui  eft  impoflîble  ( N.  68.). 

7p.  Problème.  D’un  point  donné  H ( Fig.  3 p.)  pris  hors  Aune 
droite  AC  & qui  nefi  pas  dans  fon  prolongement , mener  une  paralelle 
à la  droite  AC. 

Du  point  H j’abaifle  uftc  perpendiculaire  HT  fur  AC  ; d’un 
autre  point  V pris  fur  AC , j’élc've  fur  AC  une  perpendiculaire 
VS  que  je  fais  égale  à HT , la  ligne  droite  HS  menée  par  les 
extrémités  H,  S des  perpendiculaires,  eftla  paralelle  demandée; 
car  les  deux  points  H , S par  lefquels  elle  pafle  , font  également 
éloignés  de  Ja  droite  AC;  ce  qui  la  rend  paralelle  [N.  78.) 

Ou  bien  du  point  donné  H,  [Fig.  41.)  je  mene  fur  AC  une 
oblique  HR , ôc  faifant  en  H un  angle  RHP  égal  à l’angle  HRA , 
le  côté  HP  de  l’angle  RHP  cft  la  paralelle  demandée  à caufe  des 
angles'alternes égaux  RHP,  HRA. 

80.  Remarque.  On  ajoute  ordinairement  à la  définition  des 
paralelles  quelles  ne  fe  rencontreront  jamais  quand  même  on  les  pro- 
longerait À 1 infini-,  mais  il  m’a  paru  qu’il  fuflifoit  de  dire  qu’elles 
étaient  toujours  à égale  défiance  ; car  il  eft  vilible  que  fi  elles  font 
. - toujours 
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toujours  à égale  diftance , elles  ne  peuvent  jamais  fe  rencontrer. 

8 1. Proposition  XI.  SiuncdroitePQ  (Fig.42.43.)  ejlparalelle 
à ï une  des  deux  par  nielles  BM,  AC , elle  e/l  aujfi  par  ale  lie  à l autre . 

Il  peut  fe  faire  que  la  droite  PQ  paralelle  à BM  foit  entre  les 
paralelles  BM , AC  ( Fig.  42.  ) ou  au-delà  de  AC  ( Fig.  45 . ) ou  au- 
delà  de  BM  ( Fig.  44.  ). 

Si  PQ  paffe  entre  les  paralelles  BM , AC , je  mené  entre  ces 
paralelles  la  perpendiculaire  HT  qui  coupe  PQ  en  E,  ôc  à caufe 
que  PQ  & BM  font  paralelles  par  fuppofition  > la  droite  HE  per- 

{>endiculaire fur  BM  ellaufti  perpendiculaire  fur  PQ;  (N.  6 8.) or, 
e prolongement  ET  de  la  droite  HE  eft  encore  perpendiculaire 
fur  PQ  (A',  j 1.)  & ce  même  prolongement  ET  eft  auffi  perpen- 
diculaire fur  AC,  puifque  la  ligne  HET  eft  perpendiculaire  fur 
AC  ; donc  les  droites  PQ,  AC  font  paralelles  (N.  68.). 

Si  PQ  paralelle  à BM  eft  au-delà  de  AC,  je  mene  entre  ces 
deux  lignes  la  perpendiculaire  HE , ôc  la  partie  HT  de  cette  per- 
pendiculaire , fera  perpendiculaire  fur  AC , à caufe  que  BM , AC 
font  paralelles  : (N.  yi.)  or,  le  prolongement  TE  de  HT  eft 
encore  perpendiculaire  fur  AC  , [N.  yi.)  & le  même  prolon- 
gement eft  perpendiculaire  fur  PQ,  puifque  la  ligne  entière  HE 
eft  perpendiculaire  fur  PQ  ; donc  les  lignes  AC  , PQ  font  pa- 
ralelles , ( M 68.  ) enfin  fi  PQ  paralelle  a BM  eft  au-delà  de  BM 
(Fig.  44.)  je  mene  entre  ces  deux  lignes  la  perpendiculaire  HE, 
ôc  par  conféqucnt  le  prolongement  HT  de  cette  perpendiculaire 
étant  encore  perpendiculaire  fur  BM  (N.  y 1.)  fera  aufli  perpen- 
diculaire fur  AC  paralelle  à BM  (A'’.  68.  ) donc  la  ligne  droite 
EHT  fera  perpendiculaire  fur  PQ  ôc  AC  , ôc  ces  deux  droites 
feront  paralelles  (N.  68.). 

82.  Corollaire.  Donc  fi  deux  droites  BM , AC  font  paralel- 
les à une  troifiemc  PQ,  elles  font  paralelles  entr  elles.  Car,  i°.  Si  la 
droite  PQ  eft  entre  les  deux  BM  , AC  , (Fig.  42.)  je  prens  fur 
PQ  un  point  E , duquel  j’éleve  de  part  ôc  d’autre  des  perpendi- 
culaires fur  PQ  qui  aillent  couper  les  droites  BM,  AC;  ainfi, 
à caufe  que  BM  ôc  PQ  font  paralelles , la  perpendiculaire  EH 
fera  aufiî  perpendiculaire  fur  BM  (N.  68.)  ôc  à caufe  que  AC 
ôc  PQ  fontaudi  paralelles,  la  perpendiculaire  ET  fera  aufti  per- 
pendiculaire fur  AC  : (N.  68.)  or,  les  deux  perpendiculaires 
EH , ET  fur  PQ  ne  font  qu’une  même  ligne  droite  HE  : { IV.  y 1 .) 
donc,  à caufe  que  cette  droite  HE  eft  perpendiculaire  fur  les 
deux  BM,  AC,  ces  deux  lignes  font  paralelles , (A'.  68.)  2°. 
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Si  la  droite  PQ  eft  au-delà  des  deux  BM,  AC  : par  exemple, 
au-delà  de  AC,  ( Fig.  4 y.)  je  mene  entre  PQ  & la  paralelle  BM 
la  perpendiculaire  EH,  & à caufe  que  AC  eft  auifi  paralelle  à 
PQ,  la  partie  ET  de  la  perpendiculaire  EH  fera  auili  perpen- 
diculaire fur  AC;  (Al.  68.)  donc  le  prolongement  TH  de  la 

f>artie  ET  étant  encore  perpendiculaire  fur  AC  de  même  qu’il 
’eft  fur  BM , les  droites  BAI  ôc  AC  feront  paralelles  , ( A/.  68.  ) 
& on  démontrerait  la  même  chofe  fi  PQ  étoit  au-delà  de  BM. 

8 y.  Proposition  XII.  Si  d’un  point  Quelconque  A ( Eig.  4 y.) 
pris  hors  d'une  droite  BM  prolongée  meme  à I infini , on  mene  une  per- 
pendiculaire fur  cette  droite , & plufieurs  inclinées  , AB,  AD  , AH , 
ôcc.  la  perpendiculaire  fera  toujours  du  coté  des  moindres  Singles  que 
les  obliques  font  avec  la  droite  BM  y & les  obliques  les  plus  longues 
feront  les  plus  inclinées. 

Du  point  H où  l’oblique  AH  coupe  la  droite  BM,  j’éleve  la 
perpendiculaire  HL  laquelle  laiflera  le  point  A fur  fa  gauche  ou 
fur  fa  droite  ; car  fi  elle  pafloit  par  A , clic  auroit  les  deux  points 
H,  A communs  avec  la  droite  AH,  fit  par  conféquent  elle 
ferait  la  même  que  l’oblique  AH  ( N.  54.)  ôc  ne  ferait  pas  per- 
pendiculaire fur  BM;  fuppofons  donc  que  le  point  A foit  à gau- 
che de  HL , les  angles  LHB , LHM  que  la  perpendiculaire 
fait  fur  B M font  droits,  (N.  yi.)  par  conféquent  ils  valent  en- 
femble  deux  droits,  de  même  que  les  angles  de  fuite  AHB, 
AHM  que  l’oblique  AH  fait  avec  la  même  daoite  BM:  (M  49.) 
or,  à caufe  que  le  côté  AH  de  l’angle  AHB  eft  à gauche  de  la 
perpendiculaire  , l’angle  AHB  eft  moindre  que  l’angle  droit 
LHB;  donc  l’autre  angle  AHM  eft  plus  grand  que  l’autre  angle 
droit  LHAt;  ainfi  l’angle  AHB  eft  le  plus  petit  des  deux  angles 
que  l’inclinée  AH  fait  fur  BM  ; maintenant  fi  la  perpendiculaire 
abaiffée  du  point  A fur  BM  coupoit  cette  droite  du  côté  du 
plus  grand  angle  AHM,  il  faudrait  qu’elle  coupât  auparavant  la 
perpendiculaire  HL  en  quelque  point  S,  ôc  partant,  il  s’enfui- 
vroit  que  d’un  même  point  S pris  hors  d’une  droite  BM  , on 
pourrait  mener  deux  perpendiculaires  SH,  SM  ; ce  qui  eft  im- 
poftible  ; (N.  y 2. ) donc  il  faut  que  la  perpendiculaire  menée 
du  point  A coupe  BM  en  quelque  point  E du  côté  du  moindre 
angle  AHB  que  l’oblique  AH  fait  avec  BM,  ôc  ainfi  des  autres  ; 
ce  qu’il  falloit  1®.  démontrer. 

Soient  les  deux  obliques  AB,  AD  du  même  côté  de  la  perpendi- 
culaire AB  ; du  point  B où  la  plus  éloignée  coupe  la  ligne  BM , je 
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mené  une  droite  BR  paralelle  à l’autre  oblique  AD  ; ainfi  à caufe 
que  BM  coupe  les  paralelles  BR , DA , les  angles  du  même  côté 
RBM,  ADM  font  égaux;  (IV.  71.)  or,  à caufe  que  l’oblique 
BA  coupe  ces  deux  paralelles  , l’angle  ABM  eft  moindre  que 
l’angle  RBM  ; donc  il  eft  aufti  plus  petit  que  l’angle  AD  M , ôc  par- 
tant l’oblique  A B plus  longue  que  l’oblique  AD , eft  aufti  plus 
inclinée  fur  BM  que  AD. 

Si  l’oblique  la  plus  longue  AB  eft  du  côté  de  B par  rapport  à la 
perpendiculaire  AE  , ôc  que  l’autre  oblique  plus  courte  AH  foit 
del  autre  côté , jejprends  de  ce  même  côté  une  oblique  AM  égale 
à l’oblique  AB  ; ainft  les  diftances  EB  , EM  du  pied  de  la  per- 
pendiculaire AE  aux  points  B , M des  obliques  font  égales 
(N.  J4.)  ôc  les  angles  égaux  AEB , AEM  ont  les  côtés  AE , 
EB  égaux  chacun  a chacun  aux  côtés  AE,  EM  : donc  l’angle 
ABM  fait  avec  le  côté  BE  parla  ligne  AB  qui  joint  les  extré- 
mités des  côtés  du  premier  angle  AEB,  eft  égal  à l’angle  AME 
fait  avec  le  côté  ME  par  la  ligne  AM  qui  joint  les  extrémités  des 
côtés  du  fécond  angle  AEM  : (N.  47.  ) or , à caufe  que  l’obli- 
que AM  eft  plus  grande  que  l’oblique  AH  qpi  eft  du  même  côté» 
elle  eft  aufti  plus  inclinée  fur  BM  que  AH,  comme  nous  venons 
de  le  prouver  ; donc  l’oblique  AB  qui  eft  autant  inclinée  que 
l’oblique  AM , eft  aufti  plus  inclinée  que  AH  qui  eft  plus  courte 
qu’elle , ce  qu’il  falloit , 20.  démontrer. 

84.  Corollaire.  Donc  les  obliques  égales  font  également  in- 
clinées fur  BM,  & font  avec  elles  des  angles  égaux  ; ce  qu’on  dé- 
montrera , comme  nous  avons  fait  à l’égard  des  obliques  égales 
AB,  AM. 

8y.  Remarque.  On  a toujours  reproché  à Euclide  d’avoir  pris 
pour  axiome  que  deux  lignes  qui  ne  font  pas  paralelles , étant  prolon- 
gées départ  & d'autre  doivent  fe  couper , ôc  la  raifon  en  eft,  a-t-on 
dit,  parce  qu’il  y a dans  la  Géométrie  des  lignes  qui  s’approchent 
de  plus  en  plus,  ôc  qui  cependant  ne  fe  coupent  jamais,  ôc  que 
d’ailleurs  Euclide  pouvoit  démontrer  cet  axiome  : or  , fi  ce 
reproche  étoit  légitime  , on  pourrait  le  faire  aufti  à quiconque 
avancerait  fans  preuve  que  deux  lignes  droites  qui  Je  coupent,  s’éloi- 
gnent déplus  en  plus  entr  elles , à mefure  quelles  s éloignent  du  point  où 
elles  fe  coupent  & que  deux  lignes  qui  font  plus  proches  d’un  coté  que  d'un 
autre , s’éloignent  de  plus  en  plus , en  allant  de  la  moindre  dijiancc  à la 
plus  grande,  & s’ approchent  de  plus  en  plus , en  allant  de  la  plus  gran- 
de dijlance  à la  moindre.  Gar  ces  deux  propofitions  peuvent  fe 
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démontrer;  & d’ailleurs  il  y a dans  la  Géométrie  des  lignes  qui 

n’ont  pas  ces  propriétés;  afin  donc  qu’on  ne  nr’accufe  pas  dufer 

de  fuppolitions , & pour  faire  voir  qu’on  peut  fort  bien  prouver 

ce  qu’on  avance,  fans  avoir  recours  à la  méthode,  fans  ordre, 

dont  Euclide  s'eft  fervi  j voici  comment  je  démontre  ces  trois 

propofitions. 

86.  Proposition.  XIII  Si  deux  lignes  droites  fe  coupent , elles 
? éloignent  enti  elles  de  plus  en  plus , à mejure  qu  elles  s éloignent  du 
point  oit  elles  fi  coupent. 

Les  deux  droites  A B , AC  ( Fig  4 6.  ) fe  coupent  en  A ; fi  l’on 
veut  que  ces  droites  ne  s’éloignent  pas  de  plus  en  plus,  à mefure 
qu’elles  s’éloignent  du  point  A , il  faudra  donc  qu'il  fe  trouve  fur 
AB  des  points  tels  que  D ôc  E qui  foient  également  éloignés  de 
la  droite  AC,  ou  dont  le  plus  éloigné  E du  point  A fe  trouve 
plus  proche  de  la  droite  AC  que  le  moins  éloigné  D.  « 

Si  l’on  veut  donc  que  les  points  D,  E foient  à égale  diftance 
de  AC,  la  droite  DE  qui  pafiera  par  ces  deux  points  fera  para- 
lelle  à AC  , (IV.  78.)  or,  cette  droite  DE  eft  partie  de  la  droite 
AB  qui  coupe  AC  ; donc  il  s’enfuivroit  qu’une  droite  AB  au- 
roit  une  parrie  DE  paralelle  à une  droite  AC,  ôc  une  autre  par- 
tie DA  qui  couperoit  cette  même  droite  ; ce  qui  eft  impoffitle, 
puifque  deux  paralelies  prolongées  à l’infini,  font  toujours  à égale 
diftance. 

Si  l’on  veut  que  le  point  E de  la  droite  AB  , lequel  eft  plus 
éloigné  du  point  A que  le  point  D foit  cependant  plus  proche  de 
la  droite  AC  que  le  point  D,  je  mene  au  point  D une  droite 
DM  paralelle  à AC,  ôc  par  conféquent  tous  les  points  de  cette 
paralelle  feront  autant  diftans  de  la  droite  AC  que  le  point  D ; ôc 
comme  on  fuppofe  que  le  point  E eft  plus  proche  de  AC  que 
le  point  D,  il  faudroir  nécefTairement  que  le  point  E fut  entre 
les  paralelies  DM  , AC  comme  en  P ; or  la  droite  AB  coupe  la 
paralelle  DM  en  D,  ôc  par  conféquent  cette  droite  étant  parvenue 
en  D,  paffe  au-delàdela  paralelle  » donc  .afin  qu’elle  paftatpar  P, 
il  faudroit  qu’elle  coupât  la  paralelle  DM  en  un  autre  point;  mais 
une  droite  ne  peut  pas  couper  un  autre  droite  en  deux  points  ; 

(N.  3 <ç . ) donc  il  n’eft  pas  pofïible  que  le  point  E foit  plus  proche 
de  AC  que  le  point  D;  ainfi  il  faut  nécefTairement  que  tous  les 
points  de  A B s’éloignent  de  plus  en  plus  de  AC  , à mefure  qu’ilç 
s’éloignent  du  point  A. 

87.  Proposition  XIV.  Si  deux  droites  AB,  CD  (Fig.  47.} 
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ne  font  pat  partout  à égale  défiance , ces  droites  prolongées  à t infini , 
s’éloignent  de  plus  en  plus , en  allant  de  la  petite  difiance  vers  la  gran- 
de , & s'approchent  de  plus  en  plus  en  allant  du  fient  contraire. 

Le  point  A de  la  ligne  HB  cft  plus  proche  de  la  ligne  CD  que 
l’autre  point  B ; je  mene  du  point  A la  droite  AM  paralelle  à 
CD,  ôc  de  nt  par  conféquent  tous  les  points  font  autant  éloignés 
de  CD  que  le  point  A : ainfi  le  point  B de  la  ligne  AB,  étant 
plus  éloigné  de  CD  que  le  point  A,  la  ligne  AB  eft  en  deçà 
de  la  ligne  AM  par  rapport  à CD.  Or,  AB  coupe  la  ligne 
AM;  donc  par  la  propofition  précédente,  tous  les  points  en  allant 
de  A en  B & au-delà  de  B , s’éloignent  de  plus  en  plus  de  CD , 
paralelle  à AM. 

Maintenant,  fi  je  prolonge  B A au-delà  du  point  A en  S , 6c 
AM  auffi  au-delà  de  A en  R , le  prolongement  AS  , de  BA' 
paffera  de  l’autre  côté  de  la  paralelle  MR  qu’elle  coupe,  6c  par 
conféquent  le  prolongement  fera  entre  ïes  deux  paralelles  RivI , 
CD  , ic  comme  AS  s’éloignera  de  plus  en  plus  de  A R , à me- 
fure  qu’elle  s’éloignera  du  point  A par  la  propofition  précédente, 
il  s’enfuit  que  AS  s’approchera  de  plus  en  plus  de  CD  prolongée; 
donc , ôcc. 

88.  Proposition  XV.  Si  deux  droites  AB,  CD  (Fig.  48.) 
ne  font  pas  partout  à égalé  défiance , ces  deux  droites  prolongées  du 
côté  de  leurs  moindres  dj /lances  doivent  fie  couper. 

Des  points  A,  B de  la  droite  AB , j’abaifle  fur  la  droite  CD 
prolongée , s’il  le  faut,  les  perpendiculaires  AR , BD,  6c  trou- 
vant que  AR  eft  plus  courte  que  BD  , je  vois  que  le  point  A de  la 
ligne  AB  eft  plus  proche  de  CD  que  l’autre  point  B.  Du  point 
le  plus  proche  A,  j’abaifle  fur  BD  la  perpendiculaire  AM  ; ainfi 
la  ligne  BD  étant  perpendiculaire  fur  les  deux  AM,  CD,  ces 
deux  lignes  font  paralelles,  (A.  68.)  ôc  par  conféquent  le  point 
Al  de  la  ligne  AM  étant  à meme  diftance  de  la  ligne  CD  que  le 
point  A , doit  être  moins  éloigné  de  CD  que  le  point  B de  la 
droite  AB;  c’eft  à-dire  que  la  perpendiculaire  AM  coupe  fur  BD 
une  partie  BM.  Je  porte  la  partie  BM  fur  BD  pluficurs  fois  jufqu’à 
ce  que  je  palfe  au-delà  du  point  D ; par  exemple , ici  de  M en  N 
ôc  de  N en  P qui  cft  au-delà  de  D;  ce  que  je  puis  toujours  faire  , 
àcaufe  que  la  ligne  BD  n’érant  pas  infinie,  puisqu'elle  pourroit  en- 
core être  prolongée  au-delà  des  points  B ôc  D , ne  fauroit  conte- 
nir fa  partie  BM  une  infinité  de  fois;  des  points  de  divifionN,  P, 
j’éléve  des  perpendiculaires  indéfinies  NS , PV  fur  BP , lefquelles 
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feront  paralelles  aux  droites  AM , CD , à caufc  que  BD  eft  per- 
pendiculaire fur  toutes  ces  lignes , (A.  58.)  cela  pofé. 

Les  droites  ARL  , BDP  étant  perpendiculaires  fur  DC  font 
paralelles  entr’elles  (A.  58.  ) & perpfndiculaires  fur  les  droites 
AM,  NS,  PV  paralelles  à CD;  (A.  58.)  ainfi  leurs  parties 
AQ,  MN  comprifes  entre  les  paralelles  AM  , NS  font  égales , 
(A1.  77.)  ôc  comme  MN  eft  égal  à BM  par  la  conftruoion  , 
AQ  eft  aufli  égal  à BM  ; prenant  donc  fur  NS  la  partie  QS 
égale  à MA , les  angles  BMA , AQS  font  égaux  ôc  ont  les  côtés 
égaux  chacun  à chacun  ; c’eft  pourquoi  menant  la  ligne  SA  qui 
joint  les  extrémités  des  côtés  de  l’angle  AQS,  cette  ligne  fera 
avec  le  côté  AQ  de  cet  angle  AQS  un  angle  SAQ  égal  à l’an- 
gle , ABM  fait  avec  le  côté  BM  de  l’autre  angle  BMA  pat  la 
droite  AB  ; (A.  47.)  or,  la  ligne  BA  étant  entre  les  deux  pa- 
ralelles BD , AR , cettçjigne  prolongée  du  côté  de  A feroit  en 
A avec  la  paralelle  AQ  un  angle  égal  à l’angle  du  même  côté 
ABM  , (A.  7 1 . ) & par  conféquent  égal  à l’angle  SAQ  ; denc  le 
prolongement  de  BA  ne  peut  pas  être  différent  de  la  ligne  AS  , 
ôc  la  ligne  BA  prolongée  doit  couper  la  droite  SN. 

Je  mene  du  point  S la  droite  ST  perpendiculaire  fur  CD  pro- 
longée, Ôc  cette  droite  ST  étant  prolongée  en  X,  eft  auffi  perpen- 
diculaire fur  PV  paralelle  à DT  ; (A  58.)  de  plus,  la  même 
droite  ST  fera  paralelle  à BP  qui  eft  auffi  perpendiculaire  fur 
DT } (A.  58.  ) ainfi  les  droites  SX  , NP  perpendiculaires  entre 
les  paralelles  SN , TD  font  égales,  (A.  6j.  ) ôc  à caufe  de 
NP  = BM  nous  aurons  SX=BM>  prenant  donc  fur  PV  la 

Sanie  XV  égale  à AM,  ôc  menant  la  droite  VS  , les  angles 
IM  A SXV  font  égaux , ôc  ont  les  côtés  égaux  chacun  à cha- 
cun ; c’eft  pourquoi  je  prouverai  comme  ci-deflus , que  l’angle 
ABM  eft  égal  à l’angle  VSX;  mais  fi  la  droite  B A déjà  prolon- 
gée en  S,  étoit  encore  prolongée  au-delà  de  S,  elle  feroit  en  S 
avec  la  droite  SX  paralelle  à BP  un  angle  égal  à l’angle  ABP , 
(A.  71.)  ôc  par  conféquent  égal  à l’angle  VSX;  donc  le  fécond 
prolongement  SV  de  la  droite  AB  ne  doit  pas  être  différent  de  la 
droite  SV , ôc  panant  AB  prolongée  en  S puis  au-delà  de  S doit 
couper  la  droite  PV  ; donc , à plus  forte  raifon , la  droite  AB 
prolongée  coupera  en  quelque  point  E la  droite  CD  prolongée  , 
puifque  celle-ci  étant  toujours  entre  fes  deux  paralelles  SN,  PV, 
la  droite  AB  ne  peut  couper  SN  ôc  PV  fans  couper  DE. 
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CHAPITRE  III. 

Des  Triangles  & des  Figures  de  plufieurs  côtés  considérés  par 
rapport  à leur  côtés  & à leurs  Angles. 

8p.  EFiNiTioNS.  Toutefpace  plan  renfermé  par  plufieurs  li- 
gnes,  fe  nomme  Figure  -,  fi  les  lignes  qui  renferment  cet 
efpace  font  droites , la  figure  fe  nomme  Figure  refti ligne  ; fi  ces  li- 

fnes  font  courbes,  la  figure  eft  dite  curviligne , ôt  fi  les  unes  font 
roites  & les  autres  courbes , la  figure  fe  nomme  mixti/igne.  Nous 
ne  parlerons  ici  que  des  re&ilignes. 

po.  Laplusfimple  de  toutps  les  figures  re&ilignes,  efl  celle 
qui  eft  comprife  fous  trois  lignes  droites.ôc  qu’on  nomme  Trian- 
gle; car  il  eft  clair  qu’il  faut  au  moins  trois  lignes  droites  pour 
renfermer  un  efpace. 

p i . Le  triangle  confidéré  par  rapport  à fes  côtés  eft  Equi- 
latéral lorfque  fes  trois  côtés  font  égaux;  Ifocele  lorfqu’il  n’y 
en  a que  deux  égaux  , & Scalene  lorfque  fes  trois  côtés  font  iné- 
gaux. 

pa.  Le  triangle  confidéré  par  rapport  à fes  angles , fe  nomme 
Retfangle  lorfque  l’un  de  fes  angles  eft  droit,  Ambltgone  ou  Obtus- 
angle  lorfqu’il  y a un  angle  obtus  ; Oxigone  ou  Acutangle,  lorfque 
fes  trois  angles  font  aigus. 

P?.  La  bafe  d’un  triangle  eft  le  côté  fur  lequel  on  conçoit 
qu’il  s’appuye  , & il  eft  indifférent  de  prendre  pour  bafe  lequel 
on  voudra  de  fes  côtés  ; mais  ordinairement  dans  le  triangle  rec- 
tangle , on  prend  pour  bafe  le  côté  oppofé  à l’angle  droit , 6c 
cette  bafe  fe  nomme  Hypothcnufe , & dans  un  triangle  ifocele  , 
on  prend  pour  bafe  le  côté  qui  eft  inégal  aux  autres. 

P4.  La  hauteur  d’un  triangle  ABC  ( Fig.  4p.  yo.)  eft  la  per- 
pendiculaire BD  abaiflée  fur  la  bafe  AC  de  l’angle  oppofé  B, 
qu’on  nomme  alors  le  fommet  du  triangle  , & il  n’importe  pas 
que  cette  perpendiculaire  tombe  fur  la  bafe  en  dedans  du  trian- 
gle, ( Fig.  4p.)  ou  fur  la  bafe  prolongée  en  dehors  ; ( Fig.  yo.  ) 
cas,  par  le  mot  de  hauteur , on  entend  la  diftance  du  fommet  à 
la  bafe,  laquelle  doit  fe  mefurer  par  le  chemin  le  plus  court, 
c’eft-à-dire  par  la  perpendiculaire. 

P y.  Lorfqu’on  prolonge  l’un  des  côtés  AC  {Fig.  50.}  d’un 
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triangle,  l’angle  BCD  fait  par  fon  prolongement  CD,  avec  fon  . 
côté  voifin  BC , fe  nomme  Angle  externe , & les  trois  angles  du 
triangle  fe  nomment  Angles  internes. 

py.  Proposition  XVI.  Dans  tout  triangle  ABC  (Fig.  49. ) 
deux  côtés  quelconque  pris  enfemble  ,font  plus  grands  que  le  troifiéme. 

Le  côte  AB  en  droit  entre  fes  extrémités  A , B , donc  il  eft  plus 
court  que  les  deux  autres  BC,  AC,  qui  pris  enfemble  fe  termi- 
nent aux  mêmes  extrémités,  ôc  ainfi  des  autres. 

96.  PROBLEME.  Avec  trois  lignes  droites  données  conjlruire  un 
triangle. 

Si  les  trois  lignes  données  ne  font  pas  telles  qu’en  les  prenant 
deux  à deux , elles  foient  toujours  plus  grande  que  la  troifiéme , 
le  Problème  eft  impoflible , car  c’eft  une  condition  néceflaire  dans 
tout  triangle  (A^.pj.  )xnais  fi  cette  condition  eft  remplie,  je  prens 
l’une  des  droites  données  AC  ( Fig.  y 1 . ) pour  bafe  ; de  l’extrémité 
A prife  pour  centre , tî  avec  une  ouverture  de  compas  égale  à 
la  fécondé  des  lignes  données,  je  décris  un  arc  PQ  ; de  l’autre 
extrémité  C prife  pour  centre , je  décris  un  autre  arc  RS  du  mô- 
me côté  que  l’arc  PQ  ; & comme  les  deux  rayons  pris  enfemble 
font  plus  grand  que  la  bafe  AC , les  deux  arcs  PQ , RS  fe  cou- 
pent en  un  feul  point  B hors  de  la  ligne  AC  ( N.  y 9.).  C’eft  pour- 
quoi menant  du  point  B les  droites  BA,  BC  le  triangle  ABC  eft 
le  triangle  demandé  ; car  le  rayon  BA  de  l’arc  PQ  eft  égale  à la 
fécondé  des  lignes  données , le  rayon  BC  de  l’arc  RS  eft  égal  à 
la  troifiéme,  ôc  la  bafe  AC  eft  égale  à la  première. 

97.  Proposition  X VÏI.  Dans  tout  triangle  ( Fig.  ya.)  t angle 
externe  BCD  vaut  les  deux  internes  oppojès  CB  A , BAC , & les  trois 
angles  du  triangle  pris  enfemble  valent  deux  angles  droits. 

De  l’angle  B oppofé  au  côté  polongé  AC , je  mène  MN  paral- 
Ielle  à ce  côté  AC  ; l’angle  BCD  eft  donc  égal  à fon  alterne  MBC 
( IV.  70  ) ; or  l’angle  MBC  vaut  les  deux  angles  AIBA , ABC , ôc 
l’angle  MBA  eft  égal  à fon  alterne  BAC  , donc  l’angle  externe 
BCD  égal  à l’angle  MBC , eft  égal  aux  deux  internes  oppofés 
BAC,  ABC  ce  qu’il  falloir  i°.  démontrer  : 

L’angle  BCA  eft  égal  à fon  alterne  CBN  ôc  l’angle  BAC  eft 
égal  à fon  alterne  MBA , donc  les  trois  angles  MBA  , ABC,  CBN 
valent  enfemble  les  trois*anglcs  du  triangle;  décrivant  donc  du 
fommet  commun  B pris  pour  centre  ôc  avec  un  rayon  quelcon- 
que une  circonférence  de  cercle  , les  trois  arcs  MR,  RS  , SN , 
compris  entre  ces  angles  ôc  qui  font  leur  mefure,  compofent  en- 
femble 
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femble  une  demi-circonference  MRSN,  à caufe  que  la  droite 
MN  qui  pafle  par  le  centre  eft  un  diamètre  , ainfi  les  trois  angles 
pris  enfemble  vaudront  la  demi  circonférence  ou  deux  angles 
droits,  & par  confequent  les  trois  angles  d’un  triangle  valent  en- 
femble deux  angles  droits  ; ce  qu'il  falloir  2°.  démontrer. 

98.  Corollaires.  Donc  i°.deux  angles  d'un  triangle  font  tou- 
jours moindres  que  deux  droits,  puifque  les  trois  enfemble  n’en 
valent  pas  davantage.  20.  Si  dans  un  triangle  F un  des  angles  ejl  droit 
ou  obtus , les  deux  autres  font  chacun  aigus , car  s’il  s’en  trouvoit  un 
autre  qui  fut  droit  ou  obtus  , les  trois  enfemble  vaudroient  plus 
de  deux  droits.  30.  Si  deux  triangles  ont  deux  angles  égaux  à deux 
angles  ou  la  femme  de  deux  angles  égale  à ta  fomme  des  deux  angles , 
Je  troifiéme  angle  fera  égal  au  troiftéme  ; car  autrement  la  fomme  to- 
tale des  trois  angles  de  l’un  des  triangles  ne  feroit  pas  égale  à la 
fomme  des  trois  angles  de  l’autre  ; & partant  l’une  ou  l’autre  de 
ces  fommes  vaudroit  plus  ou  moins  de  deux  droits. 

99.  Définition.  Je  dirai  que  deux  triangles  font  parfaite- 
ment égaux , lorfqu’en  les  mettant  l’un  fur  l’autre , les  côtés  tom- 
bent fur  les  côtés  & les  angles  fur  les  angles , & ce  qui  me  fait 
ajouter  le  terme  de  parfaitement  à celui  d’ égaux, c eft  qu’il  y a des 
triangles,  qui  fans  pouvoir  s’ajufter  les  uns  fur  les  autres,  font  ce- 
pendant égaux , c’eft-à-dire , que  les  efpaces  que  leurs  lignes  ren- 
ferment font  égaux  entr’eux , comme  on  verra  dans  la  lüite. 

100.  Proposition  XVIII.  On  peut  toujours  conclure  que  deux 
triangles  ABC , abc  font  parfaitement  égaux , fit on  fait  que  les  trois 
cotés  de  F un  font  égaux  aux  trois  cotés  de  F autre  chacun  à chacun  ; ou 
que  deux  cotés  AB , BC  font  égaux  à deux  cités  ab , bc , chacun  à cha- 
cun , & l'angle  compris  A BC  égal  à F angle  compris  abc  , ou  enfin  que 
F un  des  cotés  AC  ejl  égal  à F un  des  côtés  ac , èr  les  angles  faits  aux 
extrémités  A , C égaux  aux  angles  faits  aux  extrémités  a , c. 

Si  les  trois  côtés  font  égaux  , des  extrémités  A , C de  la  bafe 
AC  prifes  pour  centres,  & avec  des  rayons  égaux  aux  deux  au- 
tres côtés  AB,BC,je  décris  des  demi-circonferences  RBH, 
SBM  du  même  côté  de  la  bafe  AC  prolongée  de  part  ôc  d’autre, 
je  fais  la  même  chofe  à l’égard  de  l’autre  triangle  abc,  ainfi  met- 
tant la  bafe  AC  fur  fon  égaler,  les  centres  A ,C  des  demi-cir- 
conferences RBH,  SBM,  tomberont  fur  les  centres  a , c des  demi- 
circonferences  rbh , sbm , les  rayons  AR , CS , fur  les  rayons  ar,  es 
qui  leur  font  égaux  chacun  à chacun  ; donc  les  demi-circonfe- 
rences RBH , SBM , tomberont  fur  les  demi-circonferences  rbh , 
Tome  I,  G g 
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sbm  , fit  le  point  B où  les  deux  premières  fe  coupent  fur  le  point 
b où  fe  coupent  les  deux  demieres.  Donc  les  droites  BA  , BC 
tomberont  fur  les  droites  ba.bc , ôc  partant  les  deux  triangles 
ABC,  abc  s’ajufteront  6c  feront  parfaitement  égaux.  Ce  qu’il 
failoit  t°.  démontrer  : 

Si  les  côtés  AB , BC  font  égaux  chacun  à chacun  aux  côtés 
ab,  bc , ôc  l’angle  compris  ABC , égal  à l’angle  compris  abc , je 
mets  l’angle  ABC  fur  fon  égal  abc , 6c  partant  les  côtés  AB,  BC 
tomberont  fur  leur  égaux  ab , bc , ôc  la  droite  AC  fur  la  droite  ac , 
6c  les  deux  triangles  feront  parfaitement  égaux.  Ce  qu’il  falloir 
2°.  démontrer. 

Si  la  bafe  AC  efl  égale  à la  bafe  ac , 6c  les  angles  faits  en  A ôc 
C égaux  chacun  à chacun  aux  angles  faits  en  a ôc  c , je  mets  BC 
fur  fon  égale  AC , les  angles  A ôc  C tomberont  fur  leur  égaux 
a ôc  c , ôc  partant  les  droites  AB , BC , fur  les  droites  ab,bc , ôc 
le  point  B où  les  deux  premières  fe  coupent  fur  le  point  b où  les 
deux  autres  fe  coupent  ; ainfi  les  deux  triangles  s’ajufteront  ôc 
feront  parfaitement  égaux. 

toi.  Corollaire.  On  ne  peut  conclure  que  deux  triangles  font 
parfaitement  égaux , quoique  t on  fâche  que  les  trois  angles  font  égaux 
aux  trois  angles  chacun  à chacun , ou  qu'un  côté  & un  angle  font  égaux 
à un  coté  cr  un  angle , ou  qu'un  coté  & deux  angles  font  égaux  à un 
côté  & deux  angles , à moins  que  les  deux  angles  de  part  & <S autre  ne 
foient  faits  aux  extrémités  des  côtés  égaux. 

Soit  le  triangle  ABC  ( Fig.  J4)  ; je  coupe  l’un  des  côtés  AB 
en  un  point  D , ôc  de  ce  point  je  mene  une  droite  DE  paralelle  à 
l’un  des  côtés  AC , ôc  qui  coupe  l’autre  côté  BC  en  un  point  E j 
ainfi  le  côté  AB  coupant  les  deux  paralellcs  AC , DE , fait  les  an- 
gles BAC  , BDE  du  même  côté  égaux  ( N.  71  ) ; de  même  le 
côtéBC  coupant  les  deux  paralelles  AC,  DE , les  angles  BCA, 
BED  du  même  côté  font  égaux.  Or  l’angle  B eft  commun  aux 
deux  triangles  ABC,  DBE,  donc  ces  deux  triangles  ont  les  trois 
angles  égaux  chacun  à chacun  ; mais  il  eft  vifible  que  ces  deux 
triangles  ne  font  pas  égaux  , donc  on  ne  peut  conclure  l’égalité 
des  triangles  de  l’ égalité  de  leurs  angles.  Ce  qu’il  failoit  i°.  dé- 
montrer. 

Soit  le  triangle  ABC  ( Fig.  y j ) de  l’extrémité  C de  l’un  des 
côtés  , je  mene  fur  tous  les  points  du  côté  oppofé  AB  prolongé 
même,  des  droites  CP,  CM , Ôc  ainfi  j’ai  les  triangles  APC , ABC, 
AMC , ôc  qui  font  tous  inégaux  , car  les  uns  font  parties  des  au- 
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très  ; cependant  tous  ces  triangles  ont  le  même  côté  AC , & un 
angle  A commun  ; donc  de  l'égalité  d’un  côté  ôc  d’un  angle,  on 
ne  peut  pas  conclure  l’égalité  de  deux  triangles.  Ce  qu’il  falloit 
a°.  démontrer. 

Enfin  foit  le  triangle  ABC  (Fig.  $6.)  dont  jefuppofeque  l’angle 
B n’eft  pas  égal  à l’angle  C ; je  fais  en  C un  angle  égal  à l’angle 
B , ôc  la  jambe  CM  de  cet  angle  tombera  fur  AB  prolongé  en 
M , fi  l’angle  B eft  plus  grand  que  l’angle  ACB  , & au  contraire 
la  jambe  CP  de  l’angle  fait  en  C tombera  fur  AB  entre  A & B, 
fi  l’angle  B eft  plus  petit  que  l’angle  ACB.  Or  dans  l’un  ôc  l’au- 
tre cas , le  triangle  ABC , ne  fera  égal  ni  au  triangle  ACM  ni  au 
triangle  ACP,  quoique  les  uns  ôc  les  autres  de  ces  triangles  ayent 
un  côté  AC  commun  Ôc  deux  angles  égaux  ; donc  de  l’égalité 
d’un  côté  ôc  de  deux  angles  quelconques , on  ne  peut  pas  con- 
clure l’égalité  de  deux  triangles.  Ce  qu’il  falloit  30.  démontrer. 

102.  Proposition  XVIII.  Deux  triangles  rcél  angles  ACB,acb 
( Fig.  y 7.  ) feront  toujours  parfaitement  égaux  entreux fi  f hypothenufe 
AB  & f un  des  cotés  AC  de  l’un  font  égaux  chacun  à chacun  à F hy- 
pothenufe ab  & au  coté  ac  de  T autre , ou  fi  les  deux  cotés  AC , CB , 
font  é^aux  aux  cotés  ac , cb  de  F autre  ; mais  fi  F hypothenufe  AB  & 
le  côte  AC  de  Fun  (Fig.  $8.)  font  égaux  aux  deux  cotés  cb,  ac  de 
F autre  chacun  à chacun , les  deux  triangles  ne  font  pas  parfaitement 
égaux. 

Si  l’Hypothenufe  AB  ôc  le  côté  AC  font  égaux  chacun  à cha- 
cun à l’hypothenufe  ab  ôc  au  côté  ac,  je  mets  le  côté  AC  furfon 
égal  ac  ôc  à caufe  de  l’angle  droit  ACB  égal  à l’angle  droit  acb  t 
le  côté  CB  tombera  fur  la  dire&ion  du  côté  cb,  ôc  tous  les  deux 
feront  égaux,  car  fi  CB  éroit  plus  grand  que  cb,  le  point  B tom- 
berait au-delà  de  b par  exemple  en  e ôc  l’hypothenufe  AB  tom- 
berait fur  àe  ; ôc  comme  elle  ferait  plus  éloignée  de  la  droite  ac 
perpendiculaire  fur  ce  que  l’hypothenufe  ab , elle  ferait  plus  lon- 
gue que  cette  hypothenufe  (N.  yj.)  ce  qui  eft  contre  la  fuppo- 
fition.  De  même  fi  CB  étoit  plus  courte  que  cb , fon  point  B tom- 
berait entre  b ôc  e , ôc  l’hypothenufe  AB  couperait  ci  en  un  point 
plus  proche  de  la  perpendiculaire  que  l’hypothenufe  ab,  d’où  il 
s’enfuivroit  que  AB  ferait  moindre  que  ab  (N.  yj.)  ce  qui  eft 
encore  contre  la  fuppofition  ; donc  CB  doit  tomber  fur  cb  ôc  les 
deux  triangles  doivent  être  parfaitement  égaux.  Ce  qu’il  falloit 
l8.  démontrer. 

Si  les  deux  côtés  AC,  CB  font  égaux  chacun  à chacun  aux 
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deux  côtés  ac,  cb  les  deux  triangles  feront  parfaitement  égaux  à 
caufe  de  l’angle  droit  compris  B égal  à l’angle  droit  compris  b 
(N.  100. ) Ge  qu’il falloit  20.  démontrer. 

Si  l’Hypothenufe  AB  (Fig.  y 8.  ) & le  côté  AC  font  égaux  cha- 
cun à chacun  aux  côtés  cb,  ac;  le  côté  CB  étant  perpendiculaire 
fur  AC  eft  plus  court  que  l’hypothenufe  AB  (N.  yp.)  ainfi  dans 
l’autre  triangle  abc , le  côté  cb  égal  à AB,  eft  plus  grand  que  le 
côté  CB  du  premier  triangle,  ôc  comme  cb  étant  perpendiculaire 
fur  ac  eft  plus  petit  que  l’oblique  ab , il  s’enfuit  que  l’hypothe- 
nufe ab  du  fécond  triangle  eft  plus  grande  que  le  côté  AC  du 
premier , ainfi  ces  deux  triangles  n’ayant  pas  les  côtés  égaux  cha- 
cun à chacun  ne  font  pas  parfaitement  égaux.  Ce  qu’il  fallotc 
30.  démontrer. 

10 j.  Proposition  XIX.  Dans  tout  triangle  ifofcele  les  deux 
angles  fur  la  bafe , ceft-à-dire  fur  le  cSté  inégal  font  égaux  ; dans  tour 
triangle  équilatéral  les  trois  angles  font  égaux  ; dans  tout  triangle fca- 
lene,les  trois  angles  font  inégaux , le  plus  grand  ejl  celui  qui  eft  oppofe 
au  plus  grand  coté,  & le  moindre  eft  celui  qui  eft  oppofe  au  plus  petit  coté. 

Si  le  triangle  ABC  (Fig.  yp.  ) eft  ifofcele  ôc  que  AC  foit  le 
côté  inégal , les  deux  côtés  égaux  AB , BC  font  deux  obliques 
égales  menées  du  point  A fur  la  droite  AC  ; ( N.  y*.  ) donc  ces 
obliques  font  également  inclinées  fur  AC  (N.  84..) , ôc  partant  le* 
angles  BAC,  BCA  fur  la  bafe  font  égaux.  Ce  qu’il  falloit  i°.  dé- 
montrer. 

Si  le  triangle  ABC  (Fig.  60.)  eft  équilatéral,  je  le  confidere- 
comme  ifofcele  fur  l’un  de  fes  côtés  AC,  ôc  car  conféquent  les 
angles  A , C font  égaux , je  le  confidere  auffi  comme  ifofcele  fur 
le  côté  AB,  ôc  panant  les  angles  A,  B,  font  égaux,  donc  les  trois 
angles  A , C , B font  égaux.  Ce  qu’il  falloit  2“.  démontrer. 

Si  le  triangle  ABC  eft  fcalene  ( Fig.  61.  ),  ôc  que  16  côté  AC 
foit  le  plus  grand , ôc  le  côté  AB  le  moindre.  Je  prolonge  le  côté 
moyen  en  E jufqu’à  ce  que  CE  foit  égal  à AC  ; ôc  je  tire  la  ligne 
EA.  Le  triangle  ACE  eft  donc  ifofcele  ôc  les  angles  CEA,  CAE 
font  égaux.  Or  l’angle  ABC  externe  au  triangle  AEB  étant  égal 
aux  deux  internes  oppofés  AEB,EAB  (N.pj.  ) eft  plus  grand 
que  le  feul  AEB  ou  CEA , donc  il  eft  auffi  plus  grand  que  l’angle 
CAE,  ôc  à plus  forte  raifon  eft-il  plus  grand  que  l’angle  CAB 
qui  n’eft  qu’une  partie  de  l’angle  CAE.  Ainfi  dans  le  triangle 
fcalene  ABC  l’angle  ABC  oppofe  au  plus  grand  côté  AB  eft  plus 
grand  que  l’angle  CAB  oppoié  au  côté  moyen  CB. 
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• Je  prolonge  le  petit  côté  B A e'n  M,  jufqu’à  ce  que  BM  foit  égal 
au  côté  moyen  BC , ôc  je  mene  la  droite  MC  , le  triangle  MBC 
eft  donc  ifofcele  ôc  l’angle  BMC  eft  égal  à l’angle  B CM  ; or 
l’angle  BAC  externe  au  triangle  AMC  étant  égal  aux  deux  in- 
ternes oppofés  BMC,  ACM  (Ar.  p7.)  eft  plus  grand  que  le  feul 
AMC  ou  BMC,  donc  il  eft  plus  grand  auifi  que  l’angle  BCM  , 
& à plus  forte  raifon  eft-il  plus  grand  que  l’angle  BCA  qui  n’eft 
qu’une  partie’de  l’angle  BCM , ainfi  dans  le  triangle  BAC  fca- 
lene , l’angle  BAC  oppofé  au  côté  moyen  BC  eft  plus  grand  que 
l’angle  BCA  oppofé  au  plus  petit  côté  ; mais  nous  venons  de 
voir  que  l’angle  ABC  oppofé  au  plus  grand  côté  AC  eft  plus 
grand  que  l’angle  BAC  oppofé  au  moyen,  donc  à plus  forte 
raifon  l’angle  ABC  eft  plus  grand  que  l’angle  BCA  oppofé  au  pe- 
tit. Donc,  ôc  ce  qu’il  falloir  30.  démontrer. 

104.  Corollaire  I.  Engénéral  dans  tout  triangles  les  plus  grands 
angles  font  oppofés  aux  plus  grands  côtés.  Nous  venons  de  démon- 
trer ceci  à l’égard  du  triangle  fcalene,  nous  avons  vu  aufti  que 
dans  le  triangle  équilatéral  tous  les  angles  font  égaux,  à caufe  que 
les  côtés  aufquels  ils  font  oppofés  font  égaux  ; ôc  que  dans  le 
triangle  ifofcele  les  angles  oppofés  aux  côtés  égaux  font  égaux  ; 
il  ne  refte  donc  qu’à  faire  voir  que  dans  le  triangle  ifofcele,  l’an- 
gle oppofé  à la  bafe  eft  plus  grand  que  chacun  des  deux  égaux, 
fi  la  bafe  eft  plus  grande  que  chacun  des  côtés  égaux , ôc  plus 
petit  fi  la  bafe  eft  plus  petite.  Ce  que  je  fais  ainfi  : 

Si  la  baie  AC  ( Fig.  62.)  du  triangle  ifofcele  ABC  eft  moindre 
que  chacun  des  côtés  égaux  AB,  BC,  je  prolonge  cette  bafe  en 
D , jufqu’à  ce  que  AD  foit  égal  à AB  , ôc  je  mene  la  droite  BD  ; 
ainfi  le  triangle  BAD  eft  ifofcele  ôc  les  angles  ABD , ADB  font 
égaux;  or  l’angle  ACB  externe  au  triangle  CBD  étant  égal  aux 
deux  internes  oppofés  CDB  ôc  CBD  (A^p7.)  eft  plus  grand 
que  CDB  ou  ADB,  donc  l’angle  ACB  eft  aullï  plus  grand  que 
l’angle  ABD,  ôc  à plus  forte  raifon  plus  grand  que  l’angle  ABC 
qui.  n’eft  qu’une  partie  de  l’angle  ABD  ; ainfi  dans  le  triangle 
ifofcele  ABC  l’angle  ACB  oppofé  au  côté  AB  plus  grand  que 
la  bafe  AC  eft  plus  grand  que  l’angle  ABC  oppofé  à cette  bafe. 

Si  la  bafe  AC  ( hg.6j.  ) eft  plus  grande  que  chacun  des  deux 
côtés  égaux  AB,  BÔ  ; je  prolonge  l’un  des  côtés  AB  jufqu’à  ce 
que  AD  foit  égal  à AC  ; ainfi  dans  le  triangle  ifofcele  DAC, 
j’ai  l’angle  ADC  égal  à l’angle  ACD,  ôc  connue  l’angle  ABC 
externe  au  triangle  CBD  eft  plus  grand  que  le  feul  interne  CDB , 
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puifqu’il  vaut  les  deux  internes  oppofés  ( JV.  97.)  ce  même  angle 
ABC  eft  plus  grand  auffi  que  l’angle  ACD  égal  à CDB  ou  ADC, 
& à plus  forte  raifon  plus  grand  que  l’angle  ACB  qui  n’eft  qu’une 

farcie  de  l’angle  ACD.  Ainfi  dans  le  triangle  ifofeele  ABC , 
angle  ABC  oppofé  à la  bafe  AC  plus  grande  que  chacun  des 
côtés  égaux  AB , BC  eft  plus  grand  que  l’angle  ACB  oppofé  au 
côté  AB.  Donc  , ôc  ce  qu’il  falloir  démontrer. 

coy.  Corollaire  II.  Dans  tout  triangle  les  plus  grands  côtés 
font  oppofos  aux  plus  grands  angles.  Dans  le  triangle  fcalene  ABC, 
( Fig.  6 1.  ) l’angle  B eft  le  plus  grand,  l’angle  A eft  le  moyen  , ôc 
l’angle  C eft  le  moindre.  Si  le  côté  BC  oppofé  à l’angle  moyen 
étoit  égal  au  côté  AC  oppofé  au  plus  grand,  le  triangle  ferait 
ifofeele  Ôc  les  angles  A ôc  B feraient  égaux  ( N.  103.  ) ce  qui  eft 
contre  la  fuppofttion  ; ôc  ft  BC  étoit  plus  grand  que  AC  l’angle 
A oppofé  à BC  feroit  plus  grand  que  l’angle  B oppofé  à AC 
( N.  1 04.  ) ce  qui  eft  encore  contre  la  fuppofttion  ; Donc  il  faut 
néceflairement  que  BC  foit  moindre  que  CA.  De  même  file  côté 
AB  oppofé  au  moindre  angle  C étoit  égal  au  côté  BC  oppofé  à 
l’angle  moyen  A,  le  triangle  feroit  ifofeele,  ôc  les  angles  A,  C 
feraient  égaux  (N.  103.  ) ce  qui  eft  contre  la  fuppofttion,  ôc  fi 
AB  étoit  plus  grand  que  BC  , l’angle  C oppofé  à AB  feroit  plus 
grand  que  l’angle  A oppofé  à BC  ( N.  104.)  ce  qui  eft  encore 
contre  la  fuppofttion , donc  AB  doit  être  plus  petit  que  BC. 
Donc,  ôcc. 

toô.  Corolaire  III.  Donc  Vhypothenufe  d’un  triangle  reâ angle 
ejl  plus  grande  que  chacun  des  deux  autres  côtés.  Car  elle  eft  oppolee 
au  plus  grand  angle , ôc  par  la  même  raifon  dans  tout  triangle 
obtus  angle  , le  côté  oppofé  à l’angle  obtus  eft  le  plus  grand. 

107.  Proposition  XIX.  Dans  tout  triangle  ifofeele  laperpendi- 
culaire  menée  fur  ta  bafe  du  fommet  de  f angle  oppofé , drvife  cette  bafe 
en  deux  parties  égales  ; dans  tout  triangle  équilatéral  les  perpendiculai- 
res menées  des  fommets  des  angles  fur  les  cotés  oppofos  divifont  chacun 
en  deux  également  ; & dans  tout  triangle  fcalene , les  perpendiculaires 
ftenées  des  angles  fur  les  côtés  oppofos  divifont  ces  côtés  chacun  en  deux 
parties  inégales. 

Si  le  triangle  ABC  (Fig.  ^9.)  eft  ifofeele  ôc  que  le  côté  AC 
foit  la  bafe , les  deux  côt&  BA , BC , font  deux  obliques  égales 
menées  fur  AC  du  point  extérieur  B ; donc  la  perpendiculaire 
menée  du  même  point  fur  AC  doit  couper  AC  en  un  point  éga- 
lement éloigné  des  points  A , C ( N.  34.) , ôc  par  conféquent 
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AC  doit  être  coupée  en  deux  également.  Ce  qu’il  falloit  i°. 
démontrer. 

Si  le  triangle  ABC  {Fig.  <So.  ) eft  équilatéral , je  confidére  ce 
triangle  comme  ifofcele  fur  le  côté  AC , & par  conféquent  la  per- 
pendiculaire menée  de  l’angle  oppofé  B fur  AC  coupera  AC  en 
deux  également.Par  la  même  raifon,fi  je  le  confidére  comme  ifof- 
cele fur  le  côté  AB , le  côté  fera  coupé  en  deux  également  par  la 
perpendiculaire  menée  de  l’angle  oppofé  C , & de  même  de  l’au- 
tre côté  BC.  Ce  qu’il  falloit  20.  démontrer. 

Enfin  , fi  le  triangle  ABC  ( Fig.  6 1 . ) eft  fcalene , les  deux  côtés 
B A , BC  feront  deux  obliques  inégales  menées  fur  AC  d’un  point 
extérieur  B , donc  la  perpendiculaire  menée  du  même  point  B 
fur  AC  ne  coupera  pas  AC  en  un  point  également  éloigné  des 
extrémités  A , C des  obliques,  car  autrement  ces  obliques  feroient 
égales  (My 4.)  donc  AC  fera  coupée  en  deux  parties  inégales,  ôc 
de  même  des  autres  côtés.  Ce  qu’il  falloit  30.  démontrer. 

1 08.  Proposition  XX.  Si  deux  triangles  ABC,  abc  { Fig.  64.) 
ont  les  côtés  AB,  BC  égaux  chacun  à chacun  aux  côtés  ab,  bc,  mais 
que  f angle  B compris  par  les  deux  premiers , foit  moindre  que  t angle 
b compris  par  les  deux  autres , ta  bafe  AC  du  premier  ejl  plus  petite 
que  la  bafe  ac  du  fécond , & fi  ï angle  B eft  plus  grand  que  ( angle  b, 
la  bafe  ÂC  eft  plus  grande  que  la  bafe  ac. 

Je  fais  en  B avec  la  jambe  AB  un  angle  ABD  égal  à l’angle  b , 
& je  fais  la  jambe  BD  égale  au  côté  bc  du  fécond  triangle  abc. 
Je  meneles  droites  AD,  DC;  les  triangles  ABD , abc  font  par- 
faitement égaux  à caufe  des  côtés  AB , BD  égaux  chacun  à cha- 
cun aux  côtés  ab,  bc  âc  de  l’angle  ABD  égal  à l’angle  abc  {IV.  1 00)  v 
donc  la  bafe  AD  eft  égale  à la  bafe  ac.  Or  le  triangle  CBDeft 
ifofcele  à caufe  du  côté  BD  égal  à bc , lequel  eft  égal  à BC  ; donc 
l’angle  BDC  eft  égal  à l’angle  BCD  {N.  ioj.)  mais  l’angle  DCA 
eft  plus  grand  que  l’angle  BCD  qui  n’eft  qu’une  de  fes  parties  , 
donc  l’angle  DCA  eft  aufli  plus  grand  que  l’angle  BDC  ôc  à plus 
forte  raifon  plus  grand  que  l’angle  ADC  qui  n’eft  qu’une  partie 
de  l'angle  BDC.  Ainfi  dans  le  triangle  ADC  l’angle  ACD  étant 
plus  grand  que  l’angle  CDA  , le  côté  AD  oppofé  à l’angle  ACD 
eft  plus  grand  que  le  côté  AC  oppofé  à l’angle  ADC  ( /V.  104.) 
& partant  la  bafe  AC  du  premier  triangle  , eft  plus  petite  que  la 
bafe  AD  ou  ac  du  fécond. 

Que  fi  l’angle  B étoit  plus  grand  que  b , on  prouveroit  de  mê- 
me que  nous  venons  de  faire  , que  la  bafe  ac  oppofée  au  plus 
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Des  Figures  comprifes  fous  plus  de  trois  cotés. 

ni.  Toute  figure  de  quatre  côtés,  fe  nomme  Quadrilatère'. 

1 12.  Si  les  quatre  côtés  font  égaux  ôc  les  quatre  angles  droits, 
le  quadrilatère  fe  nomme  Ouarrt.  D’où  il  fuit  que  les  côtés  oppo- 
fés  d’un  quarré  (Fig.  6f.)  font  paralelles  entr’eux  , car  les  côtés 
AB , DC  du  quarré  ABCD  étant  perpendiculaires  fur  le  côté  AD 
à caufe  des  angles  droits  A,  D font  paralelles  entr’eux  ( N.  68.) 
ôc  de  même  les  côtés  oppofés  AD , BC  étant  perpendiculaires 
far  le  côté  CD  à caufe  des  angles  droits  D , C font  paralelles. 

1 13.  Si  les  quatre  angles  font  droits  fans  que  les  quatre  côtés 
foient  égaux, le  quadrilatère  fe  nomme  ReElanglc  -,  & alors  les  côtés 
oppofés  font  égaux  ; car  les  côtés  oppofés  AB , DC  du  reftangie 
ABCD  (Fig.  66.)  étant  paralelles  entre  les  côtés  oppofés  AD,  BC 
qui  fo{it  aulTi  paralelles  à caufe  des  angles  dtoKs , doivent  être 
égaux  ( N.  77.  ) ôc  parla  même  raifon  les  deux  côtés  oppofés  AD , 
BC  doivent  être  égaux. 

1 14.  Si  les  quatre  angles  ne  font  pas  droits  ni  les  quatre  côtés  , 
mais  que  les  côtés  oppofés  foient  paralelles , le  quadrilatère  fe 
nomme  Parale/logramme  (Fig.  67.)  ôc  alors  les  côtés  oppofés  font 
égaux  par  la  raifon  que  nous  en  avons  donnée  au  fujet  du  reclan- 
gle  (N.  1 13.) 

1 iy.  Le  Rhombe  ou  Lozartge  (Fig.  68.)  eft  un  quadrilatère  qui 
n’a  pas  les  angles  droits , mais  dont  les  quatre  côtés  font  égaux  ; 
ôc  dans  cette  figure  les  côtés  oppofés  font  paralelles , car  menant 
de  deux  angles  oppofés  B , D la  droite  BD , le  Rhombe  eft  divi- 
fé  en  deux  triangles  parfaitement  égaux  BAD  , BCD , puifqu’ils 
ont  les  trois  côtés  égaux  chacun  à chacun  (N.  ico.  ) ; ôc  de  plus 
ces  deux  triangles  étant  ifofeeles,  ont  les  angles  fur  la  bafe  BD 
égaux  (^.73.);  ainft  ADB  étant  égal  à fon  alterne  CBD,  les  côtés 
AD , BC  du  Rhombe  font  paralelles  ( N.  7 3 . ) ; de  même  l’angle 
ABD  étant  égal  à fon  alterne  CDB , les  côtés  AB , CD  font  aufli 
paralelles. 

1 16.  Le  Trapèze  (Fig.  69.)  eft  un  quadrilatère  dont  les  quatre 
angles  ne  font  pas  tous  égaux , Ôc  les  côtés  oppofés  ne  font  pas 
paralelles  ; ôc  le  Trapezoïde  ( Fig.  70.  ) eft  un  quadrilatère  dont  les 
quatre  angles  ne  font  pas  tous  égaux,  ôc  dont  il  n’y  a que  deux 
côtés  qui  foient  paralelles. 

1 17.  Dans  tout  quadrilatère  (Fig.  6 y.  66.  67.  68.  69.  70.  ) la 
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droite  BD  menée  d’un  angle  B à fon  oppofé  D,  fe  nomme  Dia- 
gonale. 

Les  figures  qui  ont  plus  de  quatre  côtés , fe  nomment  en  géné- 
ral Polygones , ôc  en  particulier  le  polygone  fe  nomme  Pentagone, 
lorfqu’il  a cinq  côtés , Hexagone  ; lorfqu’il  en  a fut , Epragone  ; lorf- 
qu’il  en  a fept,  Otlogone ; lorfqu’il  en  a huit , Enneagone  ; lorfqu’il 
en  a neuf,  Décagone  ; lorfqu’il  en  a dix,  Ondécagonc  ; lorfqu’il  en 
a onze  , Dodécagone , lorfqu’il  en  a douze.  Les  autres  fe  nomment 
polygones  de  i j côtés  , de  14,  de  i y , de  1 6 , ôcc. 

Lorfque  les  polygones  ont  tous  les  angles  ôc  les  côtés  égaux  i 
ils  fe  nomment  réguliers  , ôc  lorfque  cela  n’cft  pas  , ils  fe  nom- 
ment irréguliers. 

118.  Proposition.  XXI.  Tous  les  quadrilatères  (Fig.  Ôy  , 

67  , 68.  ) à f exception  du  trapeze  & du  trapezoïde  ,/ont  coupés  en  deux 
également  par  F une  ou  F autre  de  leur  diagonale  AC,  BD,  <ùf  les 
deux  diagonales  < coupent  en  deux  farties  égales.  9 

Par  la  formation  du  quarré , du  reûangle,  du  paralellogrammc, 
& du  lozange , les  côtés  oppofés  font  paralelles  ôc  égaux  ; donc 
fi  l’on  mene  la  diagonale  BD  , les  triangles  BCD,  B AD  qu’elle 
forme  avec  les  côtés  font  parfaitement  égaux  , puifque  le  côté 
BC  efl  égal  à fon  oppofé  AD,  le  côté  CD  à fon  oppofé  AB  , 
ôc  que  le  troifiéme  côté  BD  eft  commun  à l’un  ôc  l’autre  triangle 
(A/.  ioo.  ) ; or  ces  deux  triangles  compofentla  figure  entière. 
Donc  la  figure  eft  coupée  en  deux  également  par  la  diagonale. 
Ce  qu’il  falloit  i°.  démontrer. 

Les  deux  diagonales  BD  , AC  étant  menées  , les  triangles 
BOC , AOD  oppofés  au  fommet  O , ont  le  côté  BC  égal  au  côté 
AD  oppofé  à BC  , l’angle  OBC  égal  à fon  alterne  ODA  , ôc  l’an- 
gle OCB  égal  à fon  alterne  OAD  ; ainfi  ces  deux  triangles  ayant 
un  côté  égal  à un  côté,  ôc  les  angles  fur  ces  côtés  égaux  chacun 
à chacun  font  parfaitement  égaux  (A'.  100.),  donc  le  côté  BO 
du  premier  triangle  oppofé  à l'angle  OCB  eft  égal  au  côté  OD 
oppofé  à l’angle  OAD  égal  à l’angle  OCB,  ôc  partant  la  diago- 
nale BD  eft  divifée  en  deux  également  en  O,  de  mêmçle  côté 
OC  du  premier  triangle  oppofé  à l’angle  OBC , eft  égal  au  côté 
OA  du  fécond  triangle  oppofé  à l’angle  ODA  , égal  à l’angle 
OBC,  Ôc  partant  la  diagonale  AC  eft  auffi  divifée  en  deux  éga- 
lement en  O;  ce  qu’il  falloit  démontrer. 

1 1 s>-  Proposition  XXII.  Tout  polygone  régulier  ou  irrégulier 
en  y comprenant  le  triangle  & le  quadrilatère  peut  être  divi/e'  en  <jk- 
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tant  de  triangles  qu’il  a de  cotes , ou  en  autant  de  triangles  moins  un 
qu’il  a de  cotés , ou  en  autant  de  triangles  moins  deux  qu’il  a de  cotés  t 
mais  le  triangle  n’ejl  pas  fufceptible  de  ce  dernier  cas. 

Soit  le  pentagone  irrégulier  ABCDE  ( Fig.  72.  ).  Je  prens  un 
point  O dans  l’cfpace  que  fes  côtés  renferment,  ôc  de  ce  point, 
je  mene  aux  angles  les  droites  OA,  OB,  OC,  OD,  OE,  ôt  le 
pentagone  eft  divifé  en  autant  de  triangles  qu’il  a de  côtés  , ce 
qui  cil  évident , & de  même  des  autres  polygones  réguliers  ou 
irréguliers. 

Soit  le  même  pentagone  ABCDE  (Fig.  73.).  Je  prens  un  point 
R fur  l’un  de  fes  côtés  BC,  ôc  qui  ne  foit  ni  l’une  ni  l’autre  des 
extrémités  B , C..  Je  mene  de  ce  point  des  droites  RA , RE , RD 
à tous  les  angles  où  j’en  puis  mener , ce  qui  divife  le  pentagone 
en  triangles.  Or  le  premier  triangle  RBA  , emporte  le  côté  AB 
du  pentagone  , & la  partie  BR  du  côté  BC , ôc  le  dernier  trian- 
le  RCD  emporte  le  côt4  CD  du  pentagone , ôc  la  partie  RC 
u côté  de  BC  ; ainfi  il  faut  trois  côtés  du  pentagone  pour  les 
deux  triangles  RBA , RCD  , ôc  au  contraire  il  ne  faut  qu’un  côte 
du  pentagone  pour  chacun  des  autres  triangles  RAE,  RED. 
C’eft  pourquoi  comme  le  pentagone  n’a  que  cinq  côtés , il  ne 
doit  y avoir  que  quatre  triangles , c’eft-à-dirc  y — 1 ou  autant  qu’il 
y a de  côtés  moins  un  , ôc  ainfi  des  autres. 

Soit  encore  le  même  pentagone  ABCDE  (Fig.  74.  ) ; de  l’un 
de  fes  angles  B , je  mene  des  droites  BE , BD  aux  autres  angles 
où  j’en  puis  mener , ce  qui  divife  le  pentagone  en  triangles  ; or 
les  deux  triangles  extrêmes  BAE,  BCD , emportent  chacun  deux 
côtés  du  pentagone , ôc  par  conféquent  il  faut  qu’il  y ait  deux 
triangles  aç  moins  qu’il  n’y  a de  côtés  , Ôc*  il  eft  vifible  que  le 
triangle  ou  polygone  des  trois  côtés  eft  le  feul  qui  ne  peut  pas  fe 
divifer  de  cette  troifiéme  façon. 

120.  Proposition  XXÏII.  Tout  polygone  régulier  ABCDEF 
( Fig.  7 y.  ) peut  fe  divifer  en  autant  de  triangles  ifofeeles  & parfaite- 
ment égaux  qu’il  a de  côtés , & les  fommets  de  ces  triangles  feront 
tous  en  un  même  point  O également  éloignés  de  tous  tes  angks  du  po- 
lygone. ' • 

Je  divife  tous  les  angles  en  deux  également *par  les  droites 
AO , BO,  CO,  DO  , ôcc.  ainfi  à caufe  que  tous  les  angles  du 
polygone  font  égaux  puifqu'il  eft  régulier , tous  les  angles  OAB , 
OAF , ôcc.  que  les  lignes  AO , BO , ôcc.  font  avec  les  côtés  du 
polygone , font  auffi  égaux.  Or  chaque  angle  BAF  , ôcc.  du  po- 
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lygone  vaut  moins  que  deux  droits,  puifque  cet  angle  & fon 
angle  de  fuite  RAF  ne  valent  que  deux  tiroirs  (N.  49.  ) > donc 
les  angles  OAB&c.  faits  par  les  droites  AO,  BO,  &c.avec  les  cô- 
tés du  polygone  font  moindres  chacun  qu’un  droit;  mais  fi  le 
côté  AB  coupoit  les  deux  droites  AO,  BO,  de  façon  que  les 
angles  internes  du  môme  coté  OA  B,  OBA  fuflent  enlemble 
égaux  à deux  droits,  les  lignes  AO,  BO  leroient  paralelles(A,.7 3), 
donc  puiique  ces  deux  angles  OAB,GBA,  valent  enfemble 
moins  de  deux  droits , les  deux  lignes  AO  , BO  doivent  s’appror 
cher,  & par  conféquentfe  couper  en  un  point  O,  & le  triangle 
AOB  doit  être  ifofeele  à caufe  des  angles  égaux  fur  la  bafe  AB. 
Ou  prouvera  de  même  que  les  lignes  BO,  LO  doivent  fe  cour 
per  & former  un  triangle  ifofeele  BOC , à caufe  des  angles  égaux 
l'ur  la  bafe  BC.  Or  les  triangles  ifofeeles  AOB,  BOC  ayant  la 
bafe  AB  égale  à la  bafe  BC  , Ôt  les  deux  angles  fur  la  bafe  AB 
égaux  chacun  à chacun  aux  deux  angles  fur  la  bafe  BC,  font  par- 
faitement égaux  ( À.  tco.  ) ; donc  les  deux  côtés  égaux  AO , BO 
du  premier  doivent  être  égaux  aux  côtés  égaux  BO,  CO  du  fé- 
cond, & par  Gonféquent  le  côté  BO  doit  être  commua  aux 
deux  triangles , & le  point  O doit  être  leur  fommet  commun  ; âc 
on  démontrera  de  la  même  façon  que  les  autres  triangles  COD, 
&c.  font  ifofeeles  & parfaitement  égaux  aux  deux  dont  nous  ve- 
nons de  prier,  & que  le  fommet  O doit  être  commun  à tous  ; 
& delà  il  fuit  que  tous  les  côtés  AO,  BO  , &c.  de  ces  triangles 
étant  égaux  , le  point  O efl  également  éloigné  de  tous  les  angles 
du  polygone. 

121.  Corollaire.  Donc  fi  du  point  O pris  pour  centre  ôc 
avec  un  rayon  égaî  à l’une  des  droites  AO , on  décrit  une  cir- 
conférence; cette  circonférence  paffera  par  les  extrémités  B,  G, 
D,&c.  des  autres  lignes  BO,  CO,  &c.  & par  conféquent  par 
tous  les  angles  du  polygone. 

122.  Proposition  XXIV.  Si  après  avoir  dkiife  un  polygone 
régulier  ABCDEF  (Fjg.  75.)  en  autant  de  triangles  ifofeeles  ér par- 
faitement égaux  qu'il  a de  côtés  , on  mene  du  fommet  O commun  à 
tous  les  triangles  des  perpendiculaires  OS,  OT  & Jur  Us  côtés,  cef 
perpendiculaire S feront  égales . 

Les  triangles  AOF,  FOEfont  ifofeeles,  donc  les  perpendi- 
culaires menées  des  fominets  fur  les  bafes,  coupent  les  bafes 
AF , FE  chacune  en  deux  également  en  S&  T ( N.  107.).  Or 
ces  deux  bafes  font  égales,  donc  leurs  moitiés  SF,  FT  le  font 
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aufli;  ainfi  les  triangles  OFS,  OFT  ayant  fartgle  OFS  égal  à 
l'angle  OFT,  6c  les  côtés  OF,FS,  qui  comprennent  l’angle 
OFS , égaux  chacun  à chacun  aux  côtés  OF,  FT,  qui  compren- 
nent l’angle  OFT,  font  parfaitement  égaux  ( N.  100.)  ; donc  la 
perpendiculaire  OS  eft  égale  à la  perpendiculaire  OT  , 6c  ainfi 
des  autres. 

. i2?.  Définition.  Lorfqu’un  polygone  {Fig. -y;.)  eft  divifé 
en  autant  de  triangles  ifofceles,  6c  parfaitement  égaux  qu’il  a de 
côtés.  Le  point  O qui  eft  le  fommet  commun  des  triangles , fe 
nomme  centre  du  polygone,  les  angles  ABC  , ôcc.  formés  par 
les  côtés  du  polygone,  fe  nomment  Angle  s de  la  ligure , les  angles 
OAB  , OBA  de  l’un  des  triangles  fur  un  côté  AB,  fe  nomment 
angles  fur  la  baje , les  côtés  O A , OB , ôcc.  des  triangles  fe  nom- 
ment rayons , 6c  les  perpendiculaires  OS , OT,  ôcc.  fe  nomment 
Apothèmes  ou  rayons  droits.  - , 

124.  Proposition  XXV.  Tous  les  angles  d’un  polygone  régu- 
lier valent  autant  de  fois  deux  angles  droits  moins  quatre  que  le  poly- 
gone a de  cotés.  ... 

Tout  polygone  régulier  peut  fe  divifer  en  autant  de  triangles 
ifofceles  ôc  égaux  qu’il  a de  côtés;  or  les  trois  angles  de  chacun 
de  ces  triangles  valent  enfemble  deux  angles  droits  {N.  P7.); 
donc  tous  les  angles  des  triangles  pris  enfemble  valent  autant 
de  fois  deux  angles  droits  que  le  polygone  a de  côtés  : or  de 
cette  fomme  il  faut  retrancher  les  angles  au  fommet  O à caufe 
que  les  angles  du  polygone  ne  comprennent  que  les  angles  des 
bafes  des  triangles , ôc  tous  les  angles  au  fommet  valent  enfem- 
ble quatre  angles  droits , puifqu’ils  embrafleroient  la  circonféren- 
ce entière  qui  feroit  décrite  du  centre  O ; donc  les  angles  du 
polygone  valent  autant  de  fois  deux  angles  droits  moins  quatre 
que  le  polygone  a des  côtés. 

Par  exemple  , l’exagone  étant  compofé  de  fix  triangles  , tous 
les  angles  de  ces  triangles  valent  enfemble  fix  fois  2 angles  droits, 
c’eft-à-dirc  12  angles  droits  , defquels  retranchant  les  4 angles 
droits  qui  font  la  valeur  des  fix  angles  faits  en  O.  Il  reftera  huit 
angles  droits  pour  la  valeur  de  la  fomme  des  angles  de  l’Hexa- 
gone , ôc  ainfi  des  autres. 

i2y.  Proposition  XXVI.  Si  Ion  prolonge  tous  les  côtés  d’un 
polygone  (Fig.  7 ?.)  d’une  feule  part  en  R , X , &c.  tous  les  angles  ex- 
térieurs font  égaux  ; chacun  d’eux  ejl  égal  à f angle  au  centre , çr  tous 
enfemble  valent  4 angles  droits . 
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Tous  les  angles  du  polygone  font  égaux  entr’eux  : ot  chacun 
de  ces  angles  BAF , &c.  fie  fon  angle  de  fuite  RAF , ôcc.  valent 
enfemble  deux  droits  {N.  4p.).  Donc  tous  les  angles  extérieurs 
font  égaux. 

L’angle  BAF , ôc  fon  angle  de  fuite  RAF,  valent  enfemble 
deux  droits , 6c  les  trois  angles  OAF , OFA,  AOF  du  triangle 
AOF,  valent  enfemble  aulli  deux  droits.  Donc  les  angles  BAF, 
RAF  font  enfemble  égaux  à la  fomme  des  trois  OAF , OFA  , 
AOF,  mais  l’angle  BAF  eft  égal  à la  fomme  des  deux  OAF, 
OFA  , puifque  chacun  de  ceux-ci  vaut  la  moitié  de  BAF  ; donc 
l’angle  RAF  extérieur  eft  égal  à l’angle  au  centre  AOF,  ôc  aind 
des  autres.  * 

Il  y a autant  d’angles  extérieurs , que  d’angles  au  centre  , ôc 
tous  les  angles  au  centre  valent  enfemble  quatre  droits  ; donc  à 
caufe  que  chaque  extérieur  eft  égal  à chaque  angle  au  centre , la 
fomme  des  extérieurs  eft  égale  à quatre  angles  droits. 

12*.  Problème.  Un  polygone  ABCDE  ( Fig.  7*.  ) étant  don- 
né , trouver  la  valeur  de  F angle  au  centre,  de  f angle  fur  la  bafe , &, 
de  /’ angle  de  la  figure. 

Suppofons  que  le  polygone  foit  un  pentagone  ; du  centre  O 
ôc  avec  le  rayon  OA  , je  décris  un  cercle  qui  pafle  par  tous  les 
angles  du  polygone  [N.  122.) , ôc  qui  eft  divifée  en  cinq  par- 
ties égales  par  les  cinq  angles  égaux  du  centre  ; ainfi  chacun  de 
ces  angles  vaut  la  cinquième  partie  de  la  circonférence  ou  de 
3*0  degrés,  ôc  partant  l’angle  au  centre  vaut  72  degrés.  Or  les 
trois  angles  du  triangle  AOB  valent  enfemble  deux  droits  (A^.  P7.) 
ou  180  degrés.  Retranchant  donc  de  180  la  valeur  72  de  l’angle 
au  centre  AOB,  le  refte  108  eft  la  valeur  des  deux  angles  fur 
la  Bafe  pris  enfemble  ou  la  valeur  de  l’angle  BAE  de  la  figure , 
lequel  eft  égal  aux  deux  angles  OAB , OBA , puifqu’il  eft  le  dou- 
ble de  chacun  d’eux  ; donc  chacun  des  angles  OAB,  OBA 
fur  la  bafe  vaut  y 4 degrés  ; ôc  on  trouvera  de  la  même  façon  les 
angles  des  autres  polygones. 

127.  Corollaire  I.  Dans  texagone  (Fig.  7;.)  les  angles  fur 
h bafe  etr  l’angle  au  centre  font  égaux  , & tous  les  triangles  qui  le 
compofcnt  font  équilatéraux.  L’angle  au  centre  AOB  embrafle  la  • 
fixicme  partie  de  la  circonférence  , ôc  vaut  le  fixiéme  de  3*0 
degrés  , c’eft-à-dire  *0.  Retranchant  donc  cette  valeur  *0  , de 
la  valeur  180  des  trois  angles  du  triangle  AOB,  il  reftera  120 
pour  la  valeur  des  deux  angles  fur  la  bafe , ôc  par  conféquent 
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chacun  d’eux  vaudra  tfo,  de  même  que  l’angle  au  centre.  Ainfi 
les  trois  angles  du  triangle  AOB  étant  égaux , les  trois  côtés  le 
feront  aufli  ; car  s’il  y avoit  de  côtés  inégaux , les  angles  oppofés 
à ces  côtés  feroient  aufli  inégaux  ( N.  104.  ). 

128.  Corollaire  II.  Dans  le  décagone  ou  polygone  de  t o cotés, 
t angle  au  centre  ejl  la  moitié  de  C angle  fur  la  bafe.  L’angle  au  cen- 
tre embraflc  la  dixiéme  partie  de  la  circonférence  ou  de  360  de- 
grés, & partant  cet  angle  vaut  3 5 degrés,  & cette  valeur  étant 
rctranchée.de  la  valeur  1 So  du  triangle  , le  relie  144  eft  la  valeur 
des  deux  angles  fur  la  bafe  ; ainfi  chacun  de  ces  angles  eft  72  1 
or  3 6 eft  la  moitié  de  72  , donc  l’angle  au  centre  eft  la  moitié 
de  l'angle  fur  la  bafe. 

129.  P r o b l e m E.  Le  cSté  AB  d’un  polygone  ( Fig.  7 6.  ) étant 
donné , conflruire  ce  polygone. 

Je  fais  à chacune  des  extrémités  A , B un  angle  égal  à l’angle 
fur  la  bafe  du  polygone-demandé.  Par  exemple,  fi  c’eft  un  pen- 
tagone, je  fais  en  A un  angle  OAB  dé  74  degrés  ( jV.  128.  ),  ôc 
un  autre  OBA  en  B d’un  même  nombre  de  degrés  ; du  point  O 
où  les  côtés  OA , OB  de  ces  angles  fe  coupent , & avec  une  ou- 
verture du  compas  égale  à OA  ot^OB  ; je  décris  une  circonfé- 
rence, fur  laquelle  portant  encore  quatre  fois  le  côté  AB  de  B 
en  C , de  C en  D , ôcc.  j|ai  le  pentagone  demandé. 

Car  le  triangle  AOB  eft  ifofeele  à caufe  des  angles  égaux 
OBA , OAB  fur  la  bafe  AB , & comme  ces  deux  angles  valent 
enfemble  108  degrés  , & qu’il  en  faut  180  pour  les  trois  angles 
de  ce  triangle  ( N.  97.);  il  s’enfuit  que  l’angle  AOB  en  vaut  72  , 
ou  la  cinquième  partie  de  la  circonférence.  Ainfi  en  portant  fur 
la  circonférence  le  côté  AB  encore  4 fois,  la  circonférence  s’e$ 
trouvée  divifée  en  fes  cinq  parties  égales  ; c’eft  pourquoi  fi  des 
points  des  divifions  C , D , &c.  nous  menons  des  rayons  au  cen- 
tre, nous  trouverons  cinq  triangles  égaux  au  premier  AOB,  ran- 
gés autour  du  même  fommet  O , ôc  partant  la  figure  compofée 
de  ces  cinq  triangles,  eft  un  pentagone  régulier  dont  le  côté  eft 
A B , tel  qu’on  le  demandoit. 

Remarque.  On  trouve  dans  les  étuis , nommés  étuis  de  Mathé- 
matiques, un  demi-cercle  gradué,  c’eft-à-dire  divifé  en  fes  180 
degrés,  & par  le  moyen  de  ce  demi-cercle  on  décrit  aifément 
un  angle  de  tel  nombre  de  degrés  que  l’on  veut. 

130.  Problème.  L'apothème  OR  ( Fig.  76.  ) d’un  polygone  étant 

donné , conjlruire  ce  polygone.  ' 


2*8  - ELEMENS 

Suppofons  que  le  polygone  demandé  foit  un  pentagone  ; j’éle^ 
ve  fur  l’extrémité  R de  l’apotheme  OR , une  perpendiculaire 
indéfinie  AEj  6c  comme  l’angle  au  centre  d’un  pentagone  eft  de 
72  degrés  ; je  fais  à l’autre  extrémité  O de  l’apothcme  OR  deux 
angles  AOR , EOR,  l’un  d'an  côté  ôc  l’autre  de  l’autre , chacun 
de  36  degrés,  c’eft-à-dire  de  la  moitié  de  72  ; ainli  ces  angles 
étant  aigus , leurs  côtés  AO , EO  font  inclinés  fur  OR , du  côté 
de  la  perpendiculaire  AE , 6c  par  conféquent  ils  doivent  couper 
cette  perpendiculaire  en  des  points  A , E ; 6c  comme  dans  les 
triangles  ARO,ERO,  le  côté  OR  eft  commun,  ôc  que  les  an- 
gles AOR , ARO  faits  fur  ce  côté,  font  égaux  chacun  à chacun 
aux  angles  ERO , EOR , faits  fur  le  même  côté , il  s’enfuit  que 
ces  deux  triangles  font  égaux  ( N.  100.  ) ; donc  l’angle  OAR  eft 
-égal  à l’angle  O ER , 6c  partant  le  triangle  AOE  eft  ifofeele,  6c 
l’angle  de  fon  fommet  eft  de  72  degrés , ou  la  cinquième  partie 
de  la  circonférence.  Ainfi  du  point  O pris  pour  centre  , ôc  avec 
le  rayon  OA  ou  OE  , décrivant  une  circonférence , 6c  portant 
encore  quatre  fois  la  bafe  AE  fur  cette  circonférence  ae  E en 
D , de  D en  C,  ôcc.  on  aura  un  pentagone  régulier,  dont  l’apo- 
theme  eft  OR,  tel  qu’on  le  demandoit;  ce  qui  fe  démontre  com- 
me dans  le  Problème  précèdent. 

1 5 1 . Problème.  Confiruire  un  quarré  far  une  ligne  donnée  AD 

(Fig.tfy.)  . . 

Aux  extrémités  A,  D de  la  ligne  AD,  j’éleve  deux  perpendi- 
culaires AB,  DC , que  je  fais  égales  chacune  à la  droite  AD. 
Des  extrémités  B , C , de  ces  perpendiculaires , je  mené  la  droite 
BC  6c  la  figure  ABCD  , eft  le  quarré  demandé. 

Car  à caufe  que  la  droite  AD  eft  perpendiculaire  fur  les  droites 
AB , DC , ces  deux  lignes  font  paralelles  entr’clles  ( N.  6 8.  ) , 6c 
à caufe  que  les  deux  points  B,  C de  la  droite  BC  font  également 
éloignés  de  la  droite  AD , les  deux  lignes  BC,  AD  font  paralel- 
les (M78.)  égales  6c  également  inclinées  entre  les  paralelles 
AB,  CD  ( N.  77.)  ; mais  AD  eft  perpendiculaire  entre  les  deux 
AB,  CD  , donc  BCl’eft  auftî,  6c  par  conféquent  tous  les  angles 
rie  la  figure  étant  droits,  6c  tous  les  côtés  égaux  , cette  figure  eft 
en  quarré  (N.  112.)  fait  fur  le  côté  demandé. 

132.  Problème.  Deux  des  côtés  inégaux  AD,  AB  (Fig.  66.) 
d1  un  rett angle  étant  donnés , conflruire  ce  retf angle. 

J’éleve  AB  perpendiculairement  fur  l’extrémité  A , du  côté 
AD,  puis  du  point  B , je  mène  une  paralelle  à la  droite  AD , ôc  du 

point 
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Sint  D une  paralelle  à la  droite  AB,  laquelle  coupe  l’autre  para- 
le  en  C , & la  figure  ABCD  eft  le  rectangle  demandé. 

Car  les  deux  droites  AB , DC  étant  paralelles  entre  les  para» 
lelles  AD  , BC  , font  égales  ôc  également  inclinées;  (N.  77.  ) 
or,  AB  eft  perpendiculaire  fur  AD  , donc  DC  l’eft  aulfi , ôc  par 
la  même  raifon,  les  droites  AD,  BCfont  égales  ôc  également 
inclinées,  ôc  la  droite  BC  eft  perpendiculaire  fur  les  dtux  AB, 
DC;  donc  la  figure  a fes  quatres  angles  droits,  ôc  les  côtés  oppofé  , 
paralelles  ; donc  elle  eft  un  reêlangle , ( N.  1 1 3.  ) ôc  ce  reêtangle 
eft  tel  qu’on  le  dcmandoit. 

1 33-  Problème.  Deux  des  cotés  inégaux  AD,  AB  d’un  para - 
Idéogramme  (Fig.  67.  ) étant  donnés,  conflruire  ce  paralellogramme. 

Je  fais  faire  aux  deux  côtés  donnés  un  angle  BAD  égal  à l’an- 
gle donné;  del'éxtrémité  B je  mene  une  paralelle  à AD,  ôc  de 
l’extrémité  D une  paralelle  à AB , laquelle  coupe  l’autre  para- 
lelle en  C , ôc  la  figure  ABCD  eft  le  paralellogramme  demandé; 
ce  qui  fe  démontre  comme  à l’égard  du  reûangle. 


CHAPITRE  IV- 

De  la  puijfance  des  Lignes. 

134I")  Ar  le  mot  de  Puijfance  d’une  ligne , nous  n’entendons  ici 
J.  que  fa  fécondé  puilfance,  c’eft-à-dire  le  quarré  d’une  li- 
gne, ôc  ce  que  nous  nous  propofons  , c’eft  de  fçavoir  combien  le 
quarré  d’une  ligne  divifée  en  plufieurs  parties  égales  ou  inégales 
contient  de  quarrés  de  fes  parties , ôc  de  produits  des  unes  par 
les  autres  , ôc  aufli  quel  eft  le  rapport  de  quarrés  de  ces  parties 
à quelques  produits  des  unes  par  les  autres,  ôcc.  ce  que  l’on  en- 
tendra mieux  par  les  Propofitions  fuivantes. 

13 y.  Problème.  Faire  le  produit  de  deux  lignes  données  AB, 
AC  (Fig.  77.) 

J’éleve  AB  perpendiculairement  fur  AC  ; je  mene  BD  para- 
lelle à AC  ôc  CD  paralelle  à AB  ; ce  qui  forme  un  re&angle 
ABDG  ( N.  132.)  lequel  eft  la  même  chofe  que  le  produit  de- 
mandé ; ôc  en  voici  la  démonftration. 

Multiplier  la  ligne  AB  parla  ligne  AC,  c’eft  prendre  la  ligne 
AB  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  la  ligne  AC.  ( Livre 
Tome  L I i 
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premier;  (A.  1 1.)  or,  la  ligne  AC  étant  une  fuite  de  points , le 
point  eft  fon  unité,  ôc  par  conféquent  pour  multiplier  A B par 
AC,  il  faut  prendre  AB  autant  de  fois  qu’il  y a de  points  dans 
AC.  Concevons  donc  que  fur  tous  les  points  de  la  ligne  AC, 
s’élèvent  des  perpendiculaires  égales  chacune  à AB  ; ces  perpen- 
diculaires feront  paralelles  entr'elles  , (A.  68.)  & comme  elles 
fe  touchefont  les  unes  6c  les  autres  dans  route  leur  longueur, 
leur  fomme  formera  un  efpace  qui  eft  le  rectangle  ABDC  ; or, 
la  fomme  de  ces  lignes  n’eft  pas  différente  delà  première  prife, 
autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  AC  ou  multipliée  par 
AC;  donc  le  rectangle  ABCD , eft  égal  au  produit  de  AB  par 
AC. 


i j 6.  Remarque.  On  demandera  peut-être  pourquoi  je  fais 
faire  un  angle  droit  aux  deux  lignes  AB,  AC  plutôt  qu’un  angle 
aigu  ou  obtus  ; 6c  en  effet  il  paroît  d’abord  que  fi  nous  faifons 
former  aux  deux  lignes  AB,  AC  un  angle  aigu  BAC,  ( Fig.  78.) 
6c  que  nous  achevions  le  paralellogramme  ABCD  , comme  il 
a été  dit  ci-deffus;  (A.  135.)  ce  paralellogramme  contiendra 
autant  de  lignes  égales  à AB  qu’il  y a de  points  dans  AB,  6c  que 
par  conféquent  le  paralellogramme  doit  être  aufïi  égal  au  produit 
des  deux  lignes;  cependant  comme  ce  feroit  ici  une  erreur  grof- 
ficre,  il  faut  faire  voir  en  quoi  elle  confifte,  en  montrant,qu’il  n’y 
a que  le  reêtangle  qui  foit  égal  au  produit  de  ccs  lignes. 

Le  point  étant  confidéré  comme  indivifiblc  doit  avoir  une 
longueur  6c  une  largeur  infiniment  petite,  ôc  partant,  nous  de- 
vons le  confidérer  comme  un  quarré  moindre  que  tout  ce  que 
nous  pouvons  imaginer  de  plus  petit,  ou  comme  un  petit  cercle 
dont  le  diamètre  eft  moindre  que  tout  ce  qu’on  pourroit  affigner 
ou  concevoir;  or,  les  lignes  ne  font  autre  choie  que  les  traces 
du  point;  c’eft  pourquoi  nous  devons  les  confidérer  comme  ayant 
toutes  une  même  largeur  infiniment  petite,  6c  égale  à la  largeur 
ou  à la  longueur  du  point,  ou  comme  des  reêlangles  tels  que 
ABEH  (Fig.  7 p.)  qui  peuvent  être  égaux  ou  inégaux  en  lon- 
gueur; mais  dont  la  largeur,  c’cft-à-dire  la  diftance  des  paralelles 
AB,  EH,  ou  la  perpendiculaire  AH  entre  ces  deux  paralelles 
eft  toujours  la  même  6c  infiniment  petite;  cela  pofé. 

Suppofons  que  le  reüangle  infiniment  mince  ABEH  (Fig.  7p.) 
foit  la  ligne  qu’on  veut  multiplier  par  la  ligne  AC  ; fi  nous  met- 
tons ce  reftangle  perpendiculairement  fur  la  ligne  AC,  il  eft  clair 
qu’il  ne  prendra  fur  cette  ligne  que  la  longueur  AH  d’un  point. 
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c’eft  pourquoi , concevant  qu’il  y ait  une  infinité  de  reCtangles 
égaux  au  reCtangle  ABEH , les  uns  auprès  des  autres , le  long  de 
la  ligne  AC,  & qui  lui  foient  tous  perpendiculaires  ; il  y en  aura 
certainement  autant  que  la  ligne  AC  contient  de  points , ôc  par 
conféquent  leur  Comme,  ou  ie  premier  pris  autant  de  fois  qu’il  y 
a de  points  dans  AC,  fera  le  produit  demandé,  & ce  produit  fera 
un  rectangle. 

Maintenant , concevons  qu’une  infinité  de  reCtangles  infini- 
ment minces  ôc  égaux  chacun  au  précédent , foient  tous  égale- 
ment inclinés  fur  la  ligne  AC  ; ( Fig.  80.  ) il  faudra  néceflaire- 
ment  que  tous  ces  rectangles  ne  s’appuyent  fur  AC  que  fur  un  an- 
gle de  leurs  bafes,  & qu’ils  laiffent  des  petits  triangles  reCtangles 
tels  que  HTV,  VXZ  qui  feront  tous  égaux  entr’eux,  (Ai  100.  ) 
ayant  le  le  côté  TV  égal  au  côté  XZ , l’angle  droit  HTV  égal 
à l’angle  droit  VXZ,  ôc  l’angle  TVH  égal  à l’angle  XZV,  à 
caufe  des  bafes  TV,  XZ  également  inclinées  fur  AC  ; mais  pour 
remédier  à l’inconvénient  de  ces  triangles  vuidts , je  prolonge 
le  côté  RB  en  A ; ce  qui  donne  encore  un  petit  triangle  rectan- 
gle égal  à chacun  des  triangles  vuides  HTV,  &c.  ôc  du  point 
E,  je  rnene  ES  paralelleà  AH;  les  triangles  reCtangles  ESB  , 
HAR  font  parfaitement  égaux,  (A'.  102.)  à caule  des  hypothé- 
nufes  ES,  AH  paralelles  entre  les  paralelles  AB  , HE  , & par 
conféquent  égales , ( M 77.  ) ôc  des  côtés  BE , RH  auffi  égaux 
pour  la  môme  raifon  ; retranchant  donc  du  reCtangle  RBEH  le 
triangle  ESB , ôc  lui  donnant  en  fa  place  le  triangle  AHR , le 
paralellograme  ASEH  fera  encore  égal  au  reétangle  RBEH  , 
Ôc  faifant  la  même  chofe  à l’égard  des  autres  rectangles , nous 
aurons  le  paralellogramme  ASDC  égal  à la  fomme  des  petits 
paralellogrammes  ou  à la  fomme  des  reCtangles.  Or,  les  parties 
égales  AHjHV.Ôcc.  que  ces  paralellogrammes  prennent  fur  AC 
font  plus  grandes  que  les  épaifleurs  RH,  TV  ôcc.  des  reCtangles 
infiniment  minces  ;'donc  il  y a néceffairement  moins  de  paralel- 
logrammes ou  de  reCtangles  que  la  ligne  AC  ne  contient  de 
points,  ôc  par  conféquent  le  premier  reCtanglc  pris  autant  de  fois 
que  la  ligne  AC  a de  points , doit  faire  une  fomme  plus  grande 
que  la  fomme  des  petits  paralellogrammes  contenus  dans  le  pa- 
ralellagramme  ASDC;  ainfi  ce  paralellogramme  n’eft  pas  le  pro- 
duit qu’on  demande,  ôc  on  trouvera  toujours  qu’en  inclinant  une 
ligne  fur  l’autre , le  paralellogramme  fera  moindre  que  le  produit 
demandé. 

Iiij 
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1 57.  Remarque  IL  J’ai  dis  plus  haut  (N.  jy.)  que  fi  deux 
lignes  droites  fe  coupent,  elles  ne  fe  coupent  qu’en  un  point,  & 
dans  la  Remarque  précédente  , j’ai  fait  voir  qu’une  ligne  droite 
qui  coupe  obliquement  une  autre . prend  une  partie  plus  grande 
fur  cette  ligne  que  fi  elle  la  coupolt  perpendiculairement  ; d’où 
il  paroît  qu’on  peut  conclurre  que  deux  lignes  droites  peuvent  fe 
couper  en  plus  d’un  point.  Or,  de  peur  qu’on  ne  me  reproche  de 
me  contredire  moi-même  , je  vais  faire  voir  que  ces  deux  Pro- 
pofitions  n’ont  rien  d’oppofé,  pourvu  qu’on  les  entende  comme 
elles  doivent  être  entendues. 

Nous  avons  démontré  {N.  54.  ) que  fi  deux  lignes  droites  ont 
deux  points  communs  , ces  deux  lignes  ne  font  qu’une  feule  &c 
même  ligne  droite;  & delà  nous  avons  conclu  que  deux  lignes 
droites  ne  peuvent  fe  couper  en  deux  points;  c’eft-à-dire  que  fi 
deux  points  de  l’une  s’ajuflent  fur  deux  points  de  l’autre,  les  deux 
lignes  peuvent  fe  couper  : ainfi  il  ne  s’agit  que  de  faire  voir,  que 
quoique  deux  lignes  qui  fe  coupent  obliquement,  fe  coupent  en 
une  partie  plus  grande  que  fi  elles  fe  coupoient  perpendiculaire- 
ment ; cependant  il  n’y  a janjais  deux  points  de  l’une  qui  s'ajuf- 
rent  fur  deux  points  de  l’autre,  de  la  façon  dont  nous  venons  de 
l’expliquer. 

Concevons  donc  que  deux  lignes  droites  foient  repréfentées 
par  les  rcêtangles  AB , CD  ( Fig.  81.82.)  dont  les  largeurs  font 
infiniment  petites  & égales,  ou  filon  veut  par  les  fuites  des  petits 
cercles  infiniment  petits  & égaux  compris  dans  ces  rectangles  , 
& mettons  ces  deux  rectangles  ou  ces  deux  fuites  de  cercles 
perpendiculairement  l’un  fur  l’autre,  enforte  qu’ils  fe  coupent; 
{Fig.  81.)  le  petit  quadrilatère  dans  lequel  ces  rectangles  fe  cou- 
peront, fera  un  quarré,  puifque  les  quatre  côtés  fe  coupent  à an- 
gles droits,  & qu’ils  font  égaux , à caufe  qu’étant  perpendiculai- 
res entre  les  longs  côtés  des  redanglcs,  ils  en  expriment  les  lar- 
geurs qui  font  égales  par  la  fuppofition  ; ôc  comme  les  diamètres 
des  petits  cercles  égaux,  font  égaux  chacun  à la  largeur  des  rec- 
tangles, il  eft  clair  que  le  petit  quarré  ne  peut  contenir  que  l’un 
de  ces  cercles  E;  ainfi,  fi  nous  regardons  les  rectangles  comme 
repréfentant  des  lignes  qui  fe  coupent  perpendiculairement,  ces 
lignes  ne  fe  couperont  qu’en  un  point  qui  fera  le  petit  quarré  ; 
& fi  nous  regardons  les  fuites  de  cercles,  comme  repréientans 
ces  lignc.s,  elles  ne  fc  couperont  aulïi  qu’en  un  point  qui  fera  le 
petit  cercle  E;  & par  conséquent  les  deux  lignes  n’auront  de 
commun  que  Je  point  E.. 
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Maintenant,  concevons  que  les  deux  obliques  AB,  CD  foient 
obliques  l’une  fur  l’autre,  ( fig . 82.)  ou,  (ce  qui  revient  au  même) 
que  la  ligne  CD  tourne  autour  du  point  fixe  E;  enforte  que  l’an- 
gle DEB  devienne  oblique,  les  points  H,  S de  la  ligne  CD, 
voifins  du  point  E , pourront  bien  anticiper  un  peu  fur  les  points 
R,  T delà  droite  AB,  voifins  du  point  E ; mais  les  deux  pre- 
miers ne  tomberont  abfolument  fur  les  deux  féconds , que  lors- 
que la  ligne  CD  tombera  fur  la  ligne  AB,  6c  par  conféquent, 
tant  que  cela  ne  fera  pas , la  droite  HS  menée  entre  les  deux 
points  H,  S de  la  ligne  CD,  ne  tombera  pas  fur  la  droite  RT 
menée  entre  les  deux  points  R,  T de  la  droite  AD;  ainfi , ni 
les  points  H , S , ni  les  points  R , T ne  pourront  Être  dits  com- 
muns aux  deux  lignes  , puifque  leurs  directions  font  différentes, 
ôc  il  n’y  aura  que  le  point  E qui  fera  abfolument  commun,  & à 
l’un  & à l’autre;  donc  ces  deux  lignes  ne  fe  couperont  qu’en 
un  point  commun,  quoique  la  partie  dans  laquelle  ils  fe  cou- 
pent, foit  plus  grande  que  fi  elles  fe  coupoient  perpendiculai- 
rement 

A la  vérité  il  peut  fouvent  arriver  que  les  lignes  AB,  CD 
( Fig.  82.  ) fe  coupent  obliquement,  & que  néanmoins  les  points 
H,  R n’anticipent  pas  l’un  fur  l’autre , non  plus  que  les  points 
T,  S,  & alors  il  l'cmble  qu  on  puiffe  dire  que  les  deux  obliques 
AB,  CD  ne  fe  coupent  pas  en  une  partie  plus  grande  que  fi  elles 
étoiènt  perpendiculaires  entr’elles.  Mais  il  faut  obferver  que  le 
point  H étant  tout  entier  hors  du  point  E , le  point  E ne  peut 
pafTer  de  la  pofition  E à la  pofition  H , à moins  que  pendant  ce 
mouvement,  fon  centre  11e  parcourre  fucceffivement la  diflance 
qui  eft  entre  lui  ôc  le  centre  du  point  H ; ainfi  le  point  E paffant  en 
H,  prend  plufieurs  pofitions  intermédiaires  entre  la  pofition  E ôc 
la  pôfition  H ; par  la  même  raifon  , le  même  point  E paffant  de 
la  pofition  E à la  pofition  R,  prend  plufieurs  pofitions  intermé- 
diaires entre  la  pofition  E & la  pofition  R ; c’efl  pourquoi  les  po- 
lirions intermédiaires  entre  E 6c  H,  ou  du  moins  quelques  unesi 
d'entr’elles  anticipent  fur  les  pofitions  intermédiaires  de  E en  R, 
ou  fur  quelques  unes  d’entr’elles , 6c  ces  anticipations  font  que 
deux  obliques-  AB,  CD  fe  coupent  en  une  partie  plus  grande  que 
lorfqu’elles  font  perpendiculaires;  car  quoiqu’alors  il  y ait  aufiï 
des  anticipations , relies  que  nous  venons  de  dire;  cependant 
elles  ne  font  pas  que  la  partie  coupée  foit  plus  grande  que  le  point 
E,  (Fig.  81,)  Qu  que  le  petit  quarré  dans  lequel  le  point  E fe 
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trouve,  & dans  lequel  toutes  les  anticipations  qu’on  peur  imagi- 
ner font  toujours  renfermées  , foit  plus  grand.  La  feule  infpec- 
tion  des  Figures  fait  voir  ceci  clairement. 

Il  feroit  impofiible  de  rendre  raifon  de  tout  ce  que  nous  avons 
dit  dans  le  Problème  précédent  6c  dans  ces  deux  remarques  , Il 
oriU’avifoit  de  dire  avec  Euclide  que  le  point  n’a  point  de  parties 
& la  ligne  point  de  largeur,  ôc  ce  font  ces  mauvaifes  définitions 
qui  ont  donné  lieu  à bien  des  gens  d’accufer  les  Géomètres  de 
tomber  dans  des  abfurdités.  Mous  en  donnerons  encore  un  exem- 
ple lorfque  nous  parlerons  du  cercle. 

138.  Définition.  Dans  tout  re&angle  ABDC  , ( Fig.  77.) 
le  côté  AC  fur  lequel  on  conçoit  qu’il  s’appuye,  fe  nomme  bafet 
& le  côté  AB  ou  fon  égal  CD  perpendiculaire  fur  la  bafe,  fe 
nomme  /fauteur.  On  déligne  un  rectangle  par  les  quatre  lettres 
mifes  aux  quatre  angles , en  difant  le  rectangle  ABCD , ou  Am- 
plement par  les  deux  lettres  mifes  à deux  angles  oppofés  A , D 
en  difant  le  rectangle  AD. 

139.  Proposition  XXVII.  Si  deux  reélangles  ont  les  bafes 
égales  & les  hauteurs  auffi , ils  font  égaux. 

Chaque  rectangle  eft  le  produit  de  fa  bafe  par  fa  hauteur  ; or  ; 
la  bafe  de  l’un  eft  égale  à la  bafe  de  l’autre,  6c  la  hauteur  eft  égale 
à la  hauteur  par  la  fuppofirion , donc  les  deux  produits  ou  les  deux 
rectangles  ne  fauroient  être  différents. 

140.  Proposition  XXVIII.  Si  une  ligne  droite  AB 
( Fig.  8 3.  84.  ) ejl  divijee  en  deux  ou  plufieurs  parties  égales  ou  iné- 
gales , le  ejuarré  de  cette  ligne  contient  le  quarré  de  la  première  partie  3 
plus  deux  reétangles  de  la  première  par  la  fécondé  ; plus  le  quarré 
de  la  fécondé  ; plus , deux  reél  angles  des  deux  premières  par  la  troisiè- 
me ; plus  le  quarré  de  la  troifiéme  ; plus  deux  reél  angles  des  trois 
premières  par  la  quatrième  ;p!us  le  quarré  de  la  quatrième , & ainft  de 
fuite  , s'il  y a un  plus  grand  nombre  de  parties. 

Soit  la  ligne  AB  ( Fig.  83.)  divifée  en  deux  parties  AC,  CD, 
je  fais  fon  quarré  AMNB;  (N.  133.)  je  ^rens  fur  le  côté  AM 
perpendiculaire  fur  AB  la  partie  AE  égale  à la  partie  AC,  6c  par 
conféquent  la  partie  EM  eft  égale  à la  partie  reliante  CB  à caufe 
de  AË  = AC;  au  point  C j’éléve  CS  perpendiculaire  fur  AB  , 
6c  au  point  E j’éleve  ET  perpendiculaire  fur  AM.  Les  droites 
AM,  CS,  BN  étant  perpendiculaires  fur  ABTont  paralelles  en- 
tr’clles,  (N.  6 8.)  6c  parla  môme  raifon,  les  droites  AB,  ET, 
MN  feront  auffi  paralellcs  ; de  plus,  les  droites  AM,  CS , BN , 
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perpendiculaires  fur  AB,  fontaulli  perpendiculaires  furies  droites 
ET,  MN  paralelles  à AB;  (N.  <S8.)  ainfi  toutes  ccs  lignes  fe 
coupent  perpendiculairement  ôc  leurs  parties  aufii;  cela  pofé. 

Le  petit'quadrilatere  AEOC  ayant  fes  quatre  angles  droits  ôc  les 
côtés  AC,  AE  égaux  entr’eux  parla  conftru£tion,ôc  égaux  à leurs 
paralelles  EO , OC,  eft  par  conféquent  le  quarré  de  la  partie  AC, 
de  même  le  quadrilatère  SOTN  eft  le  quarré  de  l’autre  partie  CB  ; 
car  fes  côtés  OT,  SN  font  égaux  chacun  à la  partie  CB,  puif- 
qu’ils  font  perpendiculaires  entre  les  paralelles  CS,  BN  ; ôc  par 
la  même  raifon , les  deux  autres  côtés  OS , TN  font  aufli  égaux 
chacun  à EM  = CB  ; enfin  les  deux  rectangles  EMSO,  OCBT, 
ayant  le  côté  OC  = OE,  & le  côté  EM  égal  au  côté  CB  font 
égaux  entr’eux,  & égaux  chacun  au  produit  de  la  partie  AC  par  la 
partie  CB;  donc  le  quarré  AMNBdc  la  droite  AB  divifée  en  deux 
parties  AC,  CB  contient  le  quarré  AEOC  de  la  première  partie 
AC  plus,  deux  reêtanglcs  EMSO , COTE  de  la  première  partie 
par  la  fécondé;  plus  le  quarré  OSNT  de  la  fécondé. 

De  même  , foit  la  ligne  AB  ( Fig.  84.  ) divifée  en  trois  parties 
'AC,  CD,  DB;  je  fais  fon  quarré  AMNB,  ôc  des  points  de 
divifion  C , D,  j’éleve  fur  DB  les  perpendiculaires  CS , DT  ; je 

Ërens  fur  le  côté  AM  la  partie  AE  fgalc  à la  partie  AC  ; la  partie 
iH  égale  à la  partie  CD  , ôc  par  conféquent  la  troifiéme  partie 
HM  eft  égale  à la  troifiéme  partie  DB  ; enfin , des  points  E , H , 
j’éleve  fur  AM  les  perpendiculaires  EZ,  HX;  ainfi  ces  perpen- 
diculaires coupent  perpendiculairement  les  perpendiculaires  me- 
nées fur  AC , par  les  raifons  que  nous  avons  déjà  dites , ôc  toutes 
ces  perpendiculaires  forment  entr’elles  des  reÔtangles. 

Or,  le  reêtangle  AEOC  eft  le  quarré  de  la  première  partie 
AC  à caufe  de  AE  = AC  ; les  deux  rectangles  EHVO,  GORD 
font  égaux  entr’eux , ôc  valent  chacun  le  produit  de  la  partie  AC 
par  la  partie  CD , à caufe  du  côté  EO  égal  au  côté  CO  ou  AC , 
ôc  du  côté  EH  égal  au  côté  CD;  le  reôtanglcVORP  eft  le  quarré 
de  CD  à caufe  du  côté  OR*=CD  ôc  du  côtéOV  = EH=CD; 
les  deux  reêtangles  HMSV  , DRZB  font  égaux  chacun  au  pro- 
duit de  la  partie  AC  par  la  partie  DB , à caufe  des  côtés  éÿiux 
HM,  DB,  ôc  des  cotés  HV,  DR  égaux  chacun  au  côté  AC 
ou  AE;  les  rectangles  VSTP,  RPXZ  font  aufti  égaux  entr’eux 
ôc  au  produit  de  la  partie  CD  par  la  partie  DB , à caufe  du  côté 
VP  ou  CD  égal  au  côté  PR  = HE  = CD  ôc  du  côté  SV  ou  MH 
égal  au  côté  RZ  ou  DB  ; enfin  le  reôtangle  PTNX  eft  le  quarré 
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de  DB,  à caufe  du  côté  EX  ou  DB  égal  au  côté  PT  ou  HM  ; 
donc  le  quarré  de  la  droite  AB  divifée  en  trois  parties  AC,  CD  , 
DB  contient  le  quarré  AEOC  de  la  première  partie  ; plus  deux 

firoduits  H£OV,  CORD  de  la  première  par  la  fécondé;  plus  , 
e quarré  OVPR  de  la  fécondé;  plus , deux  re&angles  HMSV  , 
DRZB  de  la  première  par  la  troiliéme  joints  à deux  redangles 
VSTP,  RPXZ  de  la  fécondé  par  la  troiliéme  ; ce  qui  fait  en- 
fèmble  deux  rectangles  des  deux  premiers  par  la  troifiéme  ; plus 
le  quarré  PTNX  de  la  troifiéme , & ainfi  des  autres. 

141.  Corollaire.  Lorfquune  ligne  AB  efi  divtjee  en  deux  ou 
plufteurs  parties  (Fig.  83.  84.)  la  diagonale  de  fon  quarré  AMNB 
coupe  en  deux  également  tous  les  quarrés  des  parties  de  cette  ligne. 

La  diagonale  AN  {Fig.  83.)  coupe  le  quarré  AMNBen  deux 
triangles  parfaitement  égaux;  (N,  119.)  or,  ces  triangles  étant 
reôlangles  ôc  ifofeeles  , les  deux  angles  fur  la  bafe  de  chacun 
d’eux,  doivent  valoir  enfemble  un  droit,  puifque  les  trois  angles 
de  tout  triangle,  valent  enfemble  deux  droits;  (N.  91.)  donc 
chaque  angle  fur  la  bafe  doit  valoir  enfemble  un  demi  droit , & 
par  conféquent  la  diagonale  AN  doit  couper  l’angle  droit  MAC 
du  quarré  AMNB  en  deux  également.  Or,  la  diagonale  AO  du 
quarré  EACO  coupe  auffi  1?  même  angle  droit  EAD  en  deux 
également,  parla  mêmeraifon;  donc  la  diagonale  AN  tombe 
fur  la  diagonale  AO , &t  pafie  par  le  point  O ; d’où  il  fuit  qu’elle 
coupe  aulfi  le  quarré  EACO  en  deux  également.  Maintenant  les 
angles  égaux  EOA  , AOC  font  égaux  aux  angles  SON,  TON 
qui  leur  font  oppofés  au  fommet  ; ( N.  49  ) donc  la  ligne  AN 
coupe  aulfi  en  deux  égalemement  l’angle  droit  SOT  du  quarré 
SOTN , & p ar  conféquent  cette  diagonale  AN  tombe  fur  la 
diagonale  ON  du  quarré  SOTN  ôc  le  divife  en  deux  également  » 
ainfi  des  autres. 

142.  Corollaire.  Si  une  ligne  AB  efi  divifée  (Fig.  8 y.  ) en 
plufteurs  parties  égales  , fon  quarré  contient  autant  de  fois  le  quarré 
de  l'une  de  fes  parties , qu'il  y a cT unités  dans  le  quarré  du  nombre  de 
parties. 

Si^ppofons  que  la  ligne  AB  ait  3 parties,  je  fais  fon  quarré  ; des 
points  de  divifion  j’éleve  des  perpendiculaires  fur  AB;  je  divife 
AM  en  uu  même  nombre  de  parties , & des  points  de  divifion 
je  mene  des  perpendiculaires  fur  AM.  Il  cft  vifible  par  cette  conf- 
truftion  que  j’aurai  9 quarrés  égaux  au  quarré  AO  de  la  première 
partie  AC  : or,  9 eft  le  quarré  du  nombre  3 des  parties.  Donc  , 

&c. 
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ficc.  fit  ainfi  des  autres , & la  raifon  en  eft  que  le  quarré  AMNB 
n’eft  autre  chofe  que  le  produit  de  la  ligne  AB  = 3 par  la  ligne 
AM=  3 , lequel  produit  eft  9. 

143.  Corollaire.  Delà,  il  fuit  que  le  quarré  d’une  ligne 
coupée  en  deux  également  eft  quadruple  du  quarré  de  fa  moitié, 
que  le  quarré  d’une  ligne  coupée  en  trois  également  cftnoncu- 
ple  du  quarré  de  fon  tiers  , ôcc. 

144.  Proposition  XXIX.  Si  un:  ligne  droite  AB  (Fig.  8 6.) 
ejl  divifée  en  plufteurs  parties  égales  eu  inégales  AC , CD  , DB,  le 
produit  ou  reSlangle  de  la  ligne  AB  par  une  autre  ligne  AM , ejl  égal 
à la  fomme  des  produits  ou  retl  angles  de  chaque  partie  par  la  ligne 

AM. 

Sur  tous  les  points  de  divifion  de  la  ligne  AB , j’éleve  les  per- 
pendiculaires CS , DT,  Ôc  le  reétanglc  AMNB  eft  divifé  en  trois 
autres  reétangles  AMSC , CSTD  , DTNB  dont  le  premier  eft 
le  produit  ou  le  reétangle  de  la  partie  AC  par  la  droite  AM  le 
fécond  eft  le  produit  ou  le  reétangle  de  la  fécondé  partie  CD 

EarCS  = AM,  6c  le  troifiéme  eft  le  produit  ouïe  rettangle  de 
1 troifiéme  partie  DB  par  DT=AM  ; or  ces  trois  reétangles 
compofent  le  reétangle  total  ; donc,  ôcc. 

143.  Proposition  XXX.  Si  une  ligne  AB  (Fig.  87.  ) ejl  di- 
vifée en  deux  parties  inégales  AC , CB , le  reSlangle  de  la  ligne  AB 
par  F une  de  fes  parties  AC  ejl  égal  au  reSlangle  des  deux  parties  ; plus 
le  quarré  de  cette  partie  AC. 

J’éleve  en  A la  perpendiculaire  AD  égal  à AC  ; j’acheve  le 
reétangle  ADEB,  6c  du  point  C j’éleve  la  perpendiculaire  CR 
lur  AB.  Le  reétangle  ADEB  eft  donc  le  rectangle  de  la  droite 
AB  par  fa  partie  AC  ou  AD;  le  reétangle  ADRC  eft  le  quarré 
de  la  partie  AC,  6c  le  reétangle  CREB  eft  celui  des  deux  par- 
ties BC,  CA  ou  CR  ; or,  il  eft  vifible  que  le  rectangle  ADEB 
eft  égal  au  quarré  ADRC  , plus  le  reétangle  CREB. 

14 6.  Proposition  XXXI.  Si  une  ligne  droite  AB  (Fig.  S8.) 
ejl  divifée  en  deux  parties  égales  AC,  CB,  & en  deux  inégales  AD, 
DB  ; le  reSlangle  des  deux  inégales  AD , DB  ejl  égal  au  quarré  delà 
moitié  AC  de  la  ligne , moins  le  quarré  de  la  partie  DO  interceptée 
entre  les  points  de  divifion  D , C. 

Je  fais  d’une  part  le  quarré  AMNC  de  la  moitié  AC  , 6c  j’en 
retranche  le  quarré  DHRC  de  la  partie  DC  ; ce  qui  me  donne  un 
refte  AMNRHD  qui  eft  une  efpcce  d’équerre,  qu’on  nomme 
ordinairement  un  Gnomon.  De  l’autre  côté  j’éleve  en  D la  droite 
Terne  I.  Kk 


a58  ' E L E M E N S 

DE  perpendiculaire  fur  AB  ôc  égal  à AD  , ôc  achevant  Jp  rec- 
tangle DEFB;  le  redangle  eft  le  même  que  celui  des  parties 
inégales  AD,  BD;  ainft  il  s’agit  de  faire  voir  que  le  gnomon 
AAINRHD  cil  égal  au  redangle  DEFB,  ôc  pour  cela  : 

Je  prolonge  RH  en  S , ce  qui  divife  le  gnomon  en  deux  rec- 
tangle SN  , SD  ; je  prolonge  aulli  NC  en  P , ce  qui  divife  le 
redangle  DEFB  aulli  en  deux  redangles  DP,  PB  : or  les  rec- 
tangle SN  , PB  font  égaux  ; car  à caufe  de  CN  = CA  , ôc  de 
CR  = CD,  nous  aurons  NR=AD  = DE  = CP;  c’eft-à-dire 
les  deux  côtés  NR,  CP  font  égaux,  de' même  que  les  deux 
autres  côtés  AIN,  CB,  à caufe  de  AÏN  — AC  = CB,  & les 
deux  redangles  SD  , DP  font  aulli  égaux,  à caufe  de  AD  = DE  , 
& de  DC  = DH;  donc,  le  gnomon  eft  égal  au  redangle 
DEFB. 

147.  Corollaire.  Donc  le  reBangle  des  parties  inégales  ; plus  le 
quatre  de  la  partie  interceptée  DC  ,eft  égalait  quarré  de  la  moine  de  la 

ligne.  Par  la  Propofttion  précédé  nte , nous  avons  AD  x DB  = AC 
1 ^ * 

. — CD;  donc  en  ajoutant  CD  de  part  ôc  d’autre,  nous  aurons 
AD x DB -hCÏÈ=ÂC  > 

148.  Proposition  XXXII.  Si  à une  ligne  droite  AB(Fig.  8p.) 
divijée  en  deux  partiel  égales  AC  , CB,  on  ajoute  une  autre  ligne 
droite  AD,  le  reil angle  de  toute  la  ligne  DB  par  l'ajoutée  AD  , eft 
égale  au  quarré  de  la  ligne  DC  compofée  de  la  moitié  AC  & de  Fa~ 
joûlée  AD  , moins  le  quarré  de  la  moitié  AC  de  la  ligne  AB. 

Je  fais  d’une  part  le  quarré  DAINC  de  la  ligne  DC  , ôc  jet* 
retranche  le  quarré  AHRC  de  la  ligne  AC,  ce  qui  donne  un 
refte  ou  gnomon  DAINRHA.  De  l’autre  part,  j’cleve  en  D une 
droite  DE  perpendiculaire  fur  DB  ôc  égale  à DA,  ôc  achevant  le 
redangle  DEFB  ce  rectangle  eft  le  même  que  celui  de  DB 
par  DA  ; ainft  il  eft  queition  de  faire  voir  que  le  gnomon 
DAINRHA  eft  égal  au  redangle  DEFB,  ôc  pour  cela: 

Je  prolonge  RH  en  S , ce  qui  divife  le  gnomon  en  deux  rec- 
tangles SN  , SA;  je  prolonge  aulli  NC  en  P ; ce  qui  divife 
le  rectangle  DEFB  en  deux  autres  DP  , PB  : or  à caufe  de 
DC  = CN  , ôc  de  AC=  CR  nous  avons  NR  = DA  = DE,  ôc 
à caufe  du  quarré  DAINC  , nous  avons  AIN  = NC;  donc  les 
deux  redangles  SN,  DP  qui  ont  les  côtés  NR,  AIN  égaux  cha- 
cun à chacun  aux  côtés  DC,  DE  font  égaux.  De  même  nous 
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avons  DAer^DE==CP,  6c  AH=AC  = CB  ; donc  les  deux 
rectangles  SA,  PB  qui  ont  les  côtés  DA,  AH  égaux  chacun  à 
chacun  aux  côtés  CP,  CB  font  égaux,  ôc  par  conféquent  le 
gnomon  elt  égal  au  reCtangle  DEFB. 

Remarque.  Les  deux  Propofitions  précédentes  reviennent 
fouvent  dans  la  Géométrie , ôcl’on  ferafort  bien  de  fe  les  rendre 
familières. 

1 4j?.  Proposition  XXXIII.  Si  d'un  point  O pris  fur  ta  diago- 
nale AC  d’un  réel  angle  ou  d'un  paralellogramme  ABCD,  (Fig.  90. 9 1 .) 
on  mette  des  droites  RS , TV  paralelles  aux  cStés  AD , DC  ; les  para - 
lellogrammes  RDV O , T OSB  par  lefqucls  la  diagonale  ne pajje  pas , 
font  égaux. 

La  diagonale  divife  le  reCtangle  ou  le  paralellogramme  en  deux 
triangles  ADC,  ABC  parfaitement  égaux,  ( N.  118.)  6c  les 
droites  RS,  TV  divifent  chacun  de  ces  triangles  en  deux  autres 
triangles  , ôc  un  reCtangle  ou  paralellogramme  : or,  le  rectangle 
ou  paralellogramme  AROT  étant  aufli  divifé  en  deux  triangles 
égaux  par  fa  diagonale  AO,  le  triangle  ARO  eft  égal  au  triangle 
ATO,  & par  la  même  raifon,  dans  le  reCtangle  ou  paralello- 
gramme OVCS,  le  triangle  OVC  eft  égal  au  triangle  OSC  ; 
donc  fi  nous  retranchons  du  triangle  ADC  les  deux  triangles 
ARO,  OVC;  6c  du  triangle  ABC  les  deux  triangles  ATO, 
OSC ; le  reCtangle  ou  paralellogramme  RDVO  qui  reftera  d’une 
part,  fera  égal  au  reCtangle  ou  paralellogramme  TOSB  qui  ref- 
tera de  l’autre. 


CHAPITRE  V. 

Des  Raifons , Proportions  & Progrejfions  Géométriques  des 

Lignes. 

ifo.'T'Out  efpace  compris  entre  deux  paralelles  qui  ne  font 
.1  point  bornées  par  des  perpendiculaires  ou  des  obliques, 
fe  nomme  Efpace  paralelle. 

Les  efpaces  paralelles  étant  indéfinis  & non  terminés  de  part  & 
d’autre,  le  plus  ou  moins  de  longueur  des  paralelles  n’augmente 
ni  ne  diminué  leur  grandeur,  ôc  l’on  peut  confiderer  ccs  paralel-  » 

les  comme  infiniment  prolongées. 

Kkij 
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iyi Proposition  XXXIV.  Si  les  perpendiculaires  RP  , rp 
(Fig.  p2.  ) ou  les  également  inclinées  TS  , ts  comprifes  entre  deux 
efpaces  parole  lies  ABCD,  abcd  font  égales , les  efpaces  para/elles  font  , *• 
égaux , er  fi  les  efpaces  paralelles  font  égaux , les  perpendic  ulaires  ou 
les  également  inclinées  font  égales . 

je  porte  l’efpace  ABCD  fur  l’efpace  abcd , en  mettant  la  droite 
indéfinie  CD  fur  l’indéfinie  cd,  de  façon  que  le  point  P de  la 
perpendiculaire  RP  tombe  fur  le  point  p de  la  perpendiculaire  rp  ; 
ces  deux  perpendiculaires  étant  égales,  tomberont  l’une  fut  l’au- 
tre; car  d’un  même  point  p , on  ne  peut  élever  deux  perpendi- 
culaires fur  une  même  ligne;  (N.  yi.)  ainfi  la  droite  indéfinie 
AB  tombera  fur  la  droite  indéfinie  ab  à caufe  que  par  un  même 

fioinr  R on  ne  peut  mener  deux  différentes  paralelles  à une  même 
igné,  ( N.  68.)  & parconféquent  les  deux  efpaces  paralelles  fe- 
ront parfaitement  égaux  : on  prouvera  de  la  même  façon  que  fi 
deux  également  inclinées  TS,  ts  font  égales,  les  efpaces  para- 
lelles  font  égaux.  Ce  qu’il  falloir , i°.  démontrer. 

si  r on  prétend  que  les  deux  efpaces  étant  égaux , les  perpen^ 
diculairesRP,  rp  ou  les  inclinées  TS,  rt  foient  inégales,  je  mets 
l’indéfinie  CD  fur  l’indéfinie  cd  ; enforte  que  le  point  P de  la 
perpendiculaire  RP , tombe  fur  le  point  p de  la  perpendiculaire 
rp;  ces  deux  perpendiculaires  tomberont  l’une  lur l’autre;  mais 
comme  on  les  fuppofe  inégales  , le  point  R tombera  au-delà  de 
r : par  exemple,  en  Q , fi  RP  eft  plus  grande  que  rp,  ou  endeçà 
du  point  r : par  exemple,  en^,  fi  RP  eft  moindre  que  rp;  ôc 
dans  l’un  & l’autre  de  ces  cas , la  paralelle  AB  ne  tombera  point 
fur  la  paralelle  AB , puifqu’elle  paffera  ou  par  Q ou  par  q , & les 
deux  efpaces  parelelles  ne  feront  pas  égaux  ; ce  qui  eft  contre  la 
fuppofition.  Donc,  fi  les  efpaces  paralelles  font  égaux,  les  perpen- 
diculaires font  néceffairement  égales  ; 6c  on  prouvera  de  même 
que  les  efpaces  étant  égaux,  les  également  inclinées  font  égales; 
ce  qu’il  falloit , 2°.  démontrer. 

iy2.  Corollaire.  Ce  que  nous  venons  de  dire  feroit  encore 
vrai,  fi  les  également  inclinées  LH  , ts  étoient  inclinées  en  dif- 
férent fens  ; car  il  n’y  auroit  qu’à  renverfer  l’efpace  ABCD  fur 
l’efpace  abcd ; c’eft-à-dire,  mettre  l’indéfinie  AB  fur  l’indéfinie 
ed,  de  façon  que  la  paralelle  CD  tombât  du  côté  de  la  paralelle 
ab,  & que  le  point  L de  l’inclinéeLH  tombâtfur  le  point  s de  l’in- 
clinée ts;  car  alors  ces  deux  inclinées  fe  trouveroient  inclinées  du 
même  fens , ôc  l’on  démontreroitles  mêmes  chofes  que  ci-deffus. 
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ijj.  Proposition  XXXV.  Si  après  avoir  mené  dans  un 
efpace  paralellc  ABCD  ( Fig.  93. 54.)  une  perpendiculaire  EH,  & 
tant  d’autres  lignes  inégalement  inclinées  qu'on  viudra,  LM,  NQ , 
TV , ôcc.  on  divife  la  perpendiculaire , ou  telle  inclinée  qu'on  vou~ 
dra , en  deux  ou  plufteurs parties  égaies  ou  inégales , & que  des  points 
de  divifion  de  cette  ligne , on  mene  des  par  ale  lie  s aux  par  ale  lie  s AB , 
CD  ; je  dis  que  les  autres  lignes  menées  entre  ces  deux  par  ale  lie  s 
AB , CD  feront  divifées  par  les  paralelles  menées  entre  deux  , en  meme 
raifon  que  la  ligne  qui  aura  été  premièrement  divifée. 

Suppofons  que  l’inclinée  LM  ait  été  divifée  en  deux  parties 
LP , PM  ( Fig.  93.  ) qui  foient  entr’elles  en  tel  rapport  qu’on  vou- 
dra , & que  du  point  de  divifion  P on  ait  mené  la  droiteXPZ  pa- 
ralelle  aux  paralelles  AB,  CD.  Je  conçois  que  de  tous  les  points 
de  la  ligne  LM,  foient  menées  des  paralelles  à AB  ou  à CD, 
toutes  ces  paralelles  diviferont  l’efpace  paralellc  ABCD , en  au- 
tant d’autres  efpaces  paralelles  que  la  ligne  LM  contiendra  de 
petites  parties  égales  ; & comme  la  ligne  LM  eft  également  in- 
clinée fur  toutes  ces  paralelles,  puifque  les  angles  du  même  côté 
font  tous  égaux , & que  par  conféquent  toutes  fes  parties  égales 
font  également  inclinées  dans  leurs  petits  efpaces  paralelles,  il 
s’enfuit  que  tous  ces  petits  efpaces  font  égaux  entr’eux  ; (N.  1 y 1 . ) 
or,  la  perpendiculaire  EH  & les  autres  inclinées  NQ,  &c.  font 
divifées  par  les  petits  efpaces  paralelles  égaux  chacun  en  un  même 
nombre  de  parties  que  la  ligne  LM,  & à caufe  que  cj^cune  de 
ces  lignes  n’eft  pas  plus  inclinée  dans  un  petit  efpace  que  dans 
un  autre , toutes  les  parties  de  chacune  d’elles  font  égales  entre- 
elles  ; (A'.  ij  1.  ) ainfi , comme  il  n’y  a pas  plus  de  petits  efpaces 
de  L en  P que  de  E en  O,  & de  P en  M que  de  O en  H ; il  s’en- 
fuit que  le  nombre  de  parties  égales  de  LM  comprifes  dans  fa 
partie  LP , eft  au  nombre  des  parties  égales  comprifes  dans  fa 
partie  PM, comme  le  nombre  de  parties  égales  de  la  perpendi- 
culaire EH  comprifes  dans  fa  partie  EO,  eft  au  nombre  ae  par- 
ties égales  comprifes  dans  OH  ; c’eft-à-dire  LP.  PM  : :EO.  OH, 
& partant  la  perpendiculaire  EH  eft  divifée  en  O , en  même  rai- 
fon que  l’inclinée  LM  en  P. 

Et  on  prouvera  de  même  que  les  autres  inclinées  NQ,  TV, 
&c.  font  divifées  par  XZ , en  même  raifon  que  la  droite  LM  , 
& ce  feroit  encore  la  même  chofe  fi  la  ligne  LP  avoit  &é 
divifée  en  un  plus  grand  nombre  de  parties  LP , PS , SM , 
(%  M-) 
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154.  COROLLAIRE  Ier.  Il  fuit  delà  que  les  efpaces  paralelles  iné- 
gaux , font  entr'eux  comme  les  perpendiculaires  ou  comme  les  égale- 
ment inclinées  entre  ces  paralelles , cr  que  les  perpendiculaires  ou  les 
également  inclinées  entre  les  cjpaces  paralelles  inégaux , font  entr' elles 
comme  les  efpaces. 

Car  le  nombre  des  petits  efpaces  égaux  contenus  dans  l’efpace 
paralelle  ABXZ,  ( f ig.  pj.)  eft  au  nombre  des  petits  efpaces 
égaux  contenus  dans  l’efpace  XZCD , comme  le  nombre  de  par- 
ties égales  contenues  dans  la  partei  EO  de  la  perpendiculaire  EH, 
eft  au  nombre  des  parties  égales  contenues  dans  la  partie  OH;  & 
partant l’efpace paralelle  ABXZ,eft  àl’efpace  XZCD, commela 
partie  EO  de  la  perpendiculaire  eft  à la  partie  OH,  ou  comme  la 
partie  LP  de  l’oblique  LM , eft  à la  partie  PM  de  cette  même 
oblique  ; c’eft-à-dire  que  ces  deux  efpaces  ABXZ  XZCD  font 
entr’eux  comme  leurs  perpendiculaires  LO , OH  ou  comme  leur 
également  inclinées  Lr,  PM. 

De  même , puifquc  la  perpendiculaire  EO  contient  autant  de 
parties  égales  que  î’efpace  paralelle  ABXZ  contient  de  petits 
efpaces  paralelles  égaux,  8c  que  la  perpendiculaire  OH  contient 
autant  de  ces  mêmes  parties  égales  que  l’efpace  XZCD  , con- 
tient de  mêmes  petits  efpaces  égaux  ; il  s’enfuit  que  la  perpen- 
diculaire EO  eft  a la  perpendiculaire  OH,  comme  l’efpace  pa- 
ralelle ABXZ  eft  à l’efpace  XZCD  ; 6c  la  même  chofe  doit  fe> 
dire  des  également  inclinées  LP.  PM. 

iyj.  Corolaire  II.  De  ce  que  nous  avons  trouvé  {N.  tyj.) 
LP.  PM::EO.  OH  nous  pouvons  dire  en  compofant  LP -4- PM. 
PM  : : EO  -H  OH.  OH  ou  LM.  PM  : : EH.  OH.  Car  il  eft  clair 
que  le  nombre  de  parties  égales  contenues  dans  LM  eft  au  nom- 
bre de  parties  égales  contenues  dans  fa  partie  PM,  comme  le 
nombre  de  parties  égales  contenu  dans  EH  eft  au  nombre  de  par- 
ties égales  contenues  dans  OH  , puifquc  le  nombre  de  parties 
contenues  dans  LM , eft  égal  au  nombre  de  parties  contenues 
dans  EH 4 de  même  que  le  nombre  de  parties  contenues  dans 
MP,  eft  égal  au  nombre  de  parties  contenues  dans  HO  : ôc  on 
prouvera  de  la  même  façon  que  LM.  PL  ::EH.  OE.  D’où  l’on 
tire  cette  régie  générale  ; que  fi  deux  ou  plufieurs  lignes  LM , EH 
font  divifees  chacune  en  deux  parties  qui  foient  en  proportion  ,*  chaque 
partie  de  f une  eft  à toute  fa  ligne , comme  la  partie  Jemblable  de  fau- 
ne eft  à toute  fa  ligne , 6c  cette  réglé  s’étend  aufii  à deux  ou  plufieurs 
lignes  LM,  EH  ( Hg.ft^.)  qui  feroient  divifées  en  un  plus  grand 
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nombre  de  parties  proportionnelles  entr’eilcs  ; ce  qui  fe  démon- 
tré toujours  de  la  même  façon. 

ij<>.  Corollaire  III.  Par  un  raifonnement  femblable  à ce- 
lui que  nous  venons  de  faire  dans  le  Corollaire  précédent , on 
prouvera  aifément  que  fi  deux  lignes  LM,  EH  [Fig.  93.)  font 
divifées  en  deux  parties  proportionnelles , en  forte  qu’011  ait  LP , 
PM:  : EO,  OH,  on  peut  faire  fur  ces  quatre  termes  tous  les 
changemens  dont  nous  avons  parlé  dans  le  premier  Livre  tou- 
chant les  proportions  ( A^.  279, 280 , 6cc:) , 6c  il  y aura  toujours 
proportion  ; ainfi  on  a le  plaifir  de  voir  que  les  vérités  Mathéma- 
tiques fe  prouvent  pardifîérens  principes  dont  les  uns  ajoutent  de 
la  clarté  aux  autres. 

1 j'7.  Corollaire  IV.  Si plufteurs  lignes  droites  LM , EH, ërc. 
( Fig.  p j.  P4.  ) comprifes  entre  deux  paralelles  AB,  CD  ,font  coupées 
en  deux  ou  plufteurs  parties  proportionnelles  entr  elles , les  lignes  droi- 
tes menées  par  les  potnts.de  divifon  de  ces  lignes  font  paralelles  aux 
paralelles  AB,  CD. 

Les  droites  LM,  EH  (Fig.  93.)  font  divifées  proportionnel- 
lement aux  points  P,  O,  fi  l’on  veut  que  la  droite  menée  du 
point  O au  point  P,  ne  foit  pas paralelle  aux  droites  AB,  CD , la 
paralelle  menée  du  point  O coupera  donc  LM,  ou  en  defiôus 
de  P comme  en  R , ou  en  dcfTus  comme  en  S , fuppofons  que 
cette  paralelle  coupe  en  R ; donc  à caufe  de  OR  paralelle  aux 
paralelles  AB,  CD,  nous  aurons  EO,  OH:  : LR,  RM  ( A 1 ??•)!> 
or  par  la  fuppofition  , nous  avons  aufli  EO  , OH  : : LP , PM  ; 
ainfi  les  deux  raifons  LR , RM , & LP , PM , étant  chacune  éga- 
le à la  raifon , EO,  OH , feront  égales  enrr’elles;  donc  nous  au- 
rons LR , RM  : : LP  , PM  , ce  qui  eft  impoftible , car  l’antécé- 
dent LR , eft  plus  grand  par  rapport  à fon  conféquent  RM  , que 
l’antécédent  LP,  par  rapport  à fon  conféquent  PM. 

De  même  fi  la  paralelle  menée  du  point  O coupoit  LM  en  S, 
nous  aurions  EO , OH  : : LS,  SM  ( N.  1 J 3.  ) , ôc  par  la  fuppo- 
fition nous  aurions  aufii  EO,  OH  ::  LP  , MP;  donc  LS , SM:  : 
LM , MP , ce  qui  eft  encore  impolfible , puifque  LS  eft  moindre 
par  rapport  à fon  conféquent  SM  que  LP  , par  rapport  à fon 
conféquent  MP  ; donc  il  faut  nécefiairement'quc  la  paraleile  me- 
née du  point  O palTe  par  le  point  M. 

Et  on  prouvera  de  même  que  fi  les  droites  LM  , EH  [Fig.  94.) 
font  divifées  en  plus  de  deux  parties  proportionnelles  entr’eiles. 
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les  droites  OP , RS  qui  joignent  leurs  points  de  divifion  font 

paralelles  aux  paraielles  AB , CD. 

iy8.  Proposition  XXXVI.  Siles  cotés  BA,  BC(Fig.  p y. ) 
d’un  triangle  ABC , font  coupes  par  une  ou plufteurs  lignes  MN , &c. 
paralelles  à la  bafe , ces  cotés  font  coupés  proportionnellement , & fi  tes 
cStès  font  coupés  proportionnellement , les  lignes  qui  les  coupent  font  pa- 
ralelles à la  bafe. 

Par  le  fommet  B , je  mene  la  droite  RS  paralelle  à ia  bafe , 
ce  qui  nie  donne  un  efpace  paralelle  RSAC , dans  lequel  les 
côtés  AB , BC  font  des  inclinées.  Or  fi  les  lignes  MN  , ôcc.  qui 
coupent  ces  inclinées  font  paralelles  à la  bafe  AC  ou  RS,  on 
démontrera  comme  ci-deflus  (N.  i y 3.),  que  les  inclinées  AB  , 
BC  font  coupées  en  même  raifon , & fi  les  inclinées  AB  , BC 
font  coupées  en  même  raifon,  on  prouvera  auffi  comme  ci-def- 
fus (N.  iy7.),  que  les  droites  MN , ôte.  qui  paflent  par  leur 
points  de  divifion  font  paralelles  à AC  ou  RS. 

iyy>.  Proposition  XXXVII.  Si  deux : triangles  ABC,  abc 
(Fig.ç5. ) ont  les  trois  angles  A,  B , C égaux  aux  trois  angles  a,  b, 
c,  chacun  à chacun,  les  côtés  oppofis  aux  mêmes  angles  font  propor- 
tionnels. 

Je  mene  des  angles  B , b les  droites  MN,  mn,  paralelles  aux 
côtés  oppofés  AC , ac,  ce  qui  me  donne  deux  efpaces  paralelles 
MNAC,  mnac , dans  lefquels  les  côtés  AB  , a^font  également 
inclinés  à caufe  de  l’angle  A égal  à l’angle  a,  de  même  que  les 
côtés  BC , bc , à caufe  de  l’angle  B , égal  à l’angle  b ; ainfi  le 
côté  AB  eft  au  côté  ai,  comme  l’efpace  MNAC,  eft  à l’efpace 
mnac  (N.  1 y4-  ) , ôc  le  côté  BC , eft  au  côté  bc , comme  le  mê- 
me efpace  paralelle  MNAC , eft  à l’efpace  paralelle  mnac.  Donc 
la  raifon  des  côtés  AB , ab  eft  égale  à la  raifon  des  côtés  BC,  bc, 
puifque  l’une  Ôc  l’autre  eft  égale  à la  raifon  des  efpaces , ôc  partant 

AB , ab::  BC  , bc. 

Je  mene  de  même  du  fommet  des  angles  égaux  C,  c,  les  droi- 
tes RS,  rs  paralelles  aux  côtés  oppofés  AB,  ab , ôc  à caufe  des 
angles  A , B égaux  aux  angles  a , b chacun  à chacun , les  côtés 

AC,  ac ; BC,  bc,  font  également  inclinés  dans  les  efoaces  pa»a- 
lelles  ABRS  , abrs  , ainfi  nous  avons  AC , ac  : : ABRS  abrs , ôc 
BC , bc  : : ABRS , abrs  (N.  1 y4-  ) , ôc  portant  AC  , ac  : : BC  ,bc, 
mais  nous  avons  trouvé  AB , ab  : : BC,  bc ; donc  AC,  ac  : : AB , ab, 
c’eft-à-dire,  les  côtés  du  triangle  ABC,  font  proportionnels  à 
ceux  du  triangle  abc. 

i5o.‘ 
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1 60.  Corollaire.  Si  deux  triangles  ABC,  abc  (Fig. 96. ) ont 
les  cStés  proportionnels , les  angles  oppojès  aux  côtés  proportionnels  font 
égaux. 

Je  fais  en  A avec  le  côté  AC,  un  angle  CAX,  égal  à l’angle 
a,  ôc  en  C,  un  angle  ACX  égal  à l’angle  c , & par  conféquent  le 
troifiéme  angle  AXC  du  triangle  AXC  eft  égal  au  troifiéme  an- 
gle b du  triangle  abc  ( N.ç’j.  ) , ôc  ces  deux  triangles  AXC , abc 
ont  les  côtés  proportionnels  ( N.  1 £9.);  nous  avons  donc  ac,  ab  : : 
AC.  AX,  mais  par  la  fuppofition,  nous  avons aufiiac,^::  AC, 
AB  ; donc  AC  , AX  : : AC , AB,  ou  en  alternant  AC , AC  : : AX  , 
AB  , & par  conféquent  à caufe  de  AC  = AC,  nous  avons  le 
côté  AX  du  triangle  AXC  égal  au  côté  AB  du  triangle  ACB. 
De  même  dans  les  triangles  abc , AXC  , nous  avons  ac,  cb  ::  AC, 
CX,  & par  la  fuppofition  nous  avons  auflï  ac,cb  ::  AC,  CB; 
donc  AC , CX  : ; AC , CB , & partant  à caufe  de  AC  — AC , 
le  côté  CX  du  triangle  ACX  eft  égal  au  côté  CB  du  triangle 
ABC;  ainfi  les  deux  triangles  AXC , ABC  ayant  le  côté  AC  com- 
mun, 6c  les  deux  autres  côtés  égaux  aux  deux  autres  côtés  chacun 
à chacun  font  parfaitement  égaux  (M  100.),  ôc  les  trois  angles 
de  l’un  font  égaux  chacun  à chacun  aux  trois  angles  de  l’autre  ; 
mais  les  trois  angles  du  triangle  AXC  ont  été  faits  égaux  aux 
trois  angles  du  triangle  abc  ; donc  les  trois  angles  du  triangle  abc , 
font  égaux  aux  trois  angles  du  triangle  ABC. 

1 6 1 .Proposition  XXXVIII.Sï  deux  côtés  AB,  BC  £ un  triangle 
ABC  (Fig.  97.)  font  proportionnels  aux  côtés  ab  , bc  £un  autre  trian- 
gle abc  , dr  que  t angle  B compris  par  les  deux  premiers  foit  égal  à 
t angle  b compris  par  les  deux  autres , les  trois  côtés  du  triangle  ÂBC,  ' 
font  proportionnels  aux  trois  côtés  du  triangle  abc. 

Je  prens  fur  le  côté  ab  du  plus  grand  triangle  abc,  une  partie 
bm  égale  au  côté  AB  de  l’autre  triangle;  6c  du  point  m , je  mene 
mn  paralelle  à la  bafe  ac  ; les  deux  triangles  abc , mbn  ont  les  trois 
angles  égaux,  car  l’angle  b eft  commun , ôc  à caufe  des  paralelles 
ac,  mn  , les  angles  du  même  côté  bac  , bmn  font  égaux  ( N.  71.  ) , 
de  même  que  les  angles  bca,  bnm  \ donc  ces  triangles  ont  les 
côtés  proportionnels  ( N.  1 £9.  ) , 6c  nous  avons  ab , bc  : : bm , bn , 
mais  par  la  fuppofition  nous  avons  auiïi  ab , bc::  AB , BC , donc 
bm,  bn:  : AB , BC , ou  en  alternant  bm,  AB  : : bn , BC  ; mais  bm 
eft  égal  à AB  par  la  conftruüion;  doncÆ»  = BC,  6c  les  deux 
triangles  mbc , ABC  font  parfaitement  égaux  (AJ.  100.)  à caufe 
de  l’angle  B , égal  à l’angle  b,  6c  des  côtés  qui  comprennent  l’an- 
Tome  I.  L 1 
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gle  B,  égaux  aux  côtés  qui  comprennent  l’angle  b ; ainfi  puifque 
les  triangles  mbn , abc , ont  les  trois  angles  égaux  chacun  à cha- 
cun j les  triangles  ABC , abc , auront  audi  les  trois  angles  égaux 
chacun  à chacun,  ôc  partant  leur  côtés  feront  proportionnels 

1 6 2.  Définition.  Deux  ou  plufteurs  figures  font  dites  Sem- 
blables , lorfqu’elles  ont  les  angles  égaux  chacun  à chacun , ôc  que 
les  côtés  oppofés  aux  angles  égaux  font  proportionnels. 

1 6).  Remarque.  Dans  les  triangles,  il  fuiïitde  connoître  que 
les  trois  angles  font  égaux  aux  trois  angles  chacun  à chacun , ou 
que  les  côtés  font  proportionnels  pour  pouvoir  dire  qu’ils  font  fem- 
blables , car  l’une  de  ces  conditions  entraîne  néceflairement  l’au- 
tre avec  elle  (N.  i jp , 1 6o.)  ; ôc  il  faut  dire  la  même  chofe  de  tous 
les  polygones  réguliers  d’un  même  nombre  de  côtés  , ôc  qui  par 
conféquent  font  compofésd’un  même  nombre  de  triangles  fem- 
blables.  Mais  à l’égard  des  autres  figures , ce  n’eft  pas  la  même 
chofe.  Tous  les  rectangles  ont  les  quatre  îngles  droits,  & par 
conféquent  égaux,  ôc  cependant  tous  les  reâangles  n’ont  pas  les 
côtés  proportionnels  : fuppofons  par  exemple , que  les  deux  rec- 
tangles ABCD  , abcd  ayent  les  côtés  proportionnels , c’eft-à-dire 
qu’on  ait  AB,  AD:  : ab , ad.  Je  n’ai  qu’à  diminuer  ou  augmen- 
ter le  côté  ab  du  reêtangle  abcd , ôc  dès-lors  les  côtés  ne  feront 

!)lus  proportionnels;  car  fi  je  prolonge  ab  en  e , ce  qui  donnera 
e reÛangle  aefd,  nous  n’aurons  plus  AB , AD  : : ae , ad , puifqu’il 
s’enfuivroit  ab,  ad::  ae,  ad,  & que  par  conféquent  ab  feroitégal 
à ae , à caufe  de  ad=ad,  ce  qui  eft  impoflïble.  De  même  les 
• côtés  d’un  paralellogramme  peuvent  être  proportionnels  aux  cô- 
tés d’un  redangle , ôc  cependant  les  angles  du  paralellogramme 
ne  feront  pas  égaux  aux  angles  du  re&angle , ôcc.  c’eft  pourquoi 
afin  de  ne  pas  équivoquer  fur  le  terme  de  figures  femblables  , il 
faut  toujours  dire  que  les  angles  doivent  être  égaux  chacun  à cha- 
cun^ que  les  côtés  oppofés  aux  angles  égaux  font  proportionnels. 

164.  Proposition.  XXXIX.  Les  Figures  femblables  peuvent 
toujours  fe  dtvifer  en  un  même  nombre  de  triangles  femblables. 

Soient  les  deux  pentagones  irréguliers  ABCDÉ,  abede  (Fig.99.) 
femblables entr’eux , des  angles  égaux  B,  b , je  menedes  droites 
à tous  les  angles  où  j’en  puis  mener , ce  qui  divife  chacun  de  ces 
polygones  en  trois  triangles.  Or  les  deux  triangles  BAE  , bae 
ayant  l’angle  A égal  à l’angle  a , ôc  les  côtés  AB , AE  proportion- 
nels aux  côtés  ab,  ae,  parla  fuppofuion , font  femblables  entr’eux 
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(A/1.  161.)  ; donc  l’angle  AEB  eft  égal  à l’angle  aeb , & comme 
l’angle  AED  eft  égal  à l’angle  aed , par  la  fuppofition  l’angle 
BED  eftaufli  égal  à l’angle  bed-,  or  dans  les  triangles  femblables 
ABE,  abe , les  droites  BE  ,be  font  proportionnelles  aux  côtés 
AE , ae , Sx  ceux-ci  font  proportionnels  aux  côtés  ED , ed;  donc 
les  droites  BE  ,be  font  auffi  proportionnelles  aux  côtés  ED  , ed, 
Sx  par  conféquent  à caufe  de  l’angle  BED  compris  par  les  droits 
BE,  ED  égal  à l’angle  bed,  compris  parles  droits  be,ed,  les 
triangles  BED  , bed  font  audi  femblables , & continuant  le  même 
raifonnement , on  prouvera  que  les  deux  autres  triangles  BCD  , 
bed  font  femblables.  Donc , &c. 

i<5y.  Proposition  XL.  Les  contours  des  figures  femblables 
font  entr'eux  comme  leurs  cotés  homologues , ou  comme  leurs  rayons , 
ou  comme  leurs  Apothèmes  ; fi  ces  figures  ont  des  rayons  & des  Apothè- 
mes, ou  comme  les  lignes  femblablement  popes  , c eft -à -'dire  qui  font 
menées  ou  des  angles  égaux , ou  par  des  points  qui  coupent  les  côtes  ho- 
mologues en  même  raijon , & qui  font  des  angles  égaux  tournés  du  mi- 
me coté. 

Soient  les  deux  Hexagones  réguliers  ABCDEF,  abcdef(  Fig. 
100.) , divifezl’un  Sx  l’autre  en  leurs  fix  triangles  égaux  Sx  fem- 
blables à caufe  de  l’égalité  des  angles  ; les  fix  côtés  du  premier 
étant  égaux  entr’eux,  de  même  que  les  fix  côtés  du  fécond  j il  eft 
clair  que  la  raifon  du  côté  AB  au  côté  ab , eft  la  même  que  celle 
du  côté  BC  au  côté  bc,  Sx.  ainfi  de  fuite  ; donc  les  fix  côtés  du 
premier  pris  enfemble,  c’eft-à-dire  6 A B,  contiendront  autant  de 
fois  les  fix  côtés  du  fécond  pris  enfemble  ou  6ab  que  AB  contient 
ab  ; or  les  fix  côtés  du  premier  forment  fon  contour  , & les  fix 
côtés  du  fécond  forment  le  contour  du  fécond;  donc  le  contour 
du  premier  eft  au  contour  du  fécond , comme  le  côté  homolo- 
gue AB , eft  au  côté  homologue  ab. 

Mais  dans  les  triangles  femblables  AOB , aob , nous  avons 
AB,  ab  : AO,  ao  ; donc  puifque  les  contours  font  entr’eux  com- 
me les  côtés  ÀB , ab,  ils  font  aufii  comme  les  rayons  AO , ao. 

Je  mene  les  apothèmes  OR , or,  qui  coupent  les  bafes  B A , b a 
des  triangles  ifofeeles  AOB , aob  en  deux  également  ( N.  1 07.  ) , 
Sx  à caufe  que  les  bafes  B A,  ba  font  proportionnelles  aux  rayons 
OA , OA , leurs  moitiés  RA , ra  font  auffi  proportionnelles  aux 
mêmes  rayons,  ôc  partant  à caufe  de  l’angle  compris  R AO  égal 
à l’angle  compris  rao  , les  triangles  RAO  , rao  ont  tous  leurs  cô- 
tés proportionnels  {N.  161.)  ; donc  AO , ao  : : OR,  or  ; mais  les 
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contours  font  entr’eux  comme  les  rayons  AO,  aos  donc  ils  font 

aulfi  comme  les  apothèmes  OR  , or. 

Je  prens  fur  les  côtés  AF,  af,  les  parties  AH,  ah  égales  , par 
exemple,  chacune  au  tiers  de  ces  lignes  , & des  points  H , h\  je 
mene  des  droites  HS,àj,  qui  font  des  angles  égaux  avec  les 
lignes  AF  , af,  ôc  du  même  côté  , ces  lignes  HS , hs  font  donc 
femblablement  pofées  ; or  les  triangles  HSF  , hsf , ayant  les  deux 
angles  fur  HF  , égaux  chacun  à chacun  aux  deux  angles  fur  hf , 
le  troiftéme  eft  par  conféquent  égal  au  troifiéme  ( N.  97.)»  & les 
deux  triangles  font  femblables , donc  HF , 4/  : : HS , hs  ; mais  les 
droites  HF , hf  étant  les  deux  tiers  des  côtés  AF , af,  font  pro- 
portionnelles à ces  côtés , donc  les  côtés  AF  , if  font  entr’eux 
comme  les  femblablement  pofées  HS , hs,6c  par  conféquent  les 
contours  étant  entr’eux  comme  les  côtés  AF , af , font  aufii  com- 
me les  femblablement  pofées  HS , hs. 

Puifque  les  triangles  HSF,  hsf  font  femblables  , nous  avons 
SF  , sf:  : HF,  hf,  or  HF,  hf-,  : AF,  af,  ôc  AF,  af::  OF  ,of,  donc 
OF , of  : : SF , sf,  ou  en  alternant  OF  , SF  : : of,  sf.  Donc  en  di- 
vifant , nous  aurons  OF — SF , OF  : : of — fs,  of,  c’eft-à-dire , 
OS,  OF  : : os , of,  ou  OS , os  : : OF,  of.  Maintenant  fi  je  pro- 
longe les  droites  HS,  hs  en  T,  t , les  angles  OST,  ost , feront 
égaux  à caufe  que  leurs  oppofés  au  fommet  font  égaux , ôc  com- 
me les  angles  SOI’ , sot  lônt  aufii  égaux , le  troifiéme  OTS  fera 
égal  au  troifiéme  ots , ôc  les  deux  triangles  OST,  ost , feront  fem- 
blables , ce  qui  donne  ST , st  : : SO,  so;  or  SO , so  : : OF , of,  ôc 
les  contours  font  entr’eux  comme  les  rayons  OF,  of,  donc  ils 
font  aufii  comme  les  femblablement  pofées  ST , st. 

Et  on  prouvera  par  des  femblables  raifonnemens  que  les  droi- 
tes ST,  st  étant  prolongées  en  V ôc  u,  les  contours  feront  entr’- 
eux, comme  les  femblablement  pofées  TV,  tu,  ôc  comme  les 
trois  lignes  HS , ST , TV , font  à chacune  des  trois  lignes  hs , st , 
tu , dans  la  raifon  des  contours  ; on  prouvera  aufii  que  les  trois 
enfemble  HS , ST,  TV  , c’eft-à,-dire  la  ligne  HV  , font  aux  trois 
enfemble hs , st,  tu,  c’cft-à-dire  à la  ligne  hu,  femblablement  po- 
fée  dans  la  raifon  des  contours. 

Et  les  mêmes  chofes  fe  démontreront  dans  les  Figures  fem- 
blables irrégulières  ( Fig.  99.  ) , puifqu’on  peut  toujours  les  divifer 
en  un  même  nombre  de  triangles  femblables  (A^.  164.). 

166.  Définition.  Les  contours  ou  les  circuits  des  Figures 
femblables  régulières,  ou  irrégulières  , fe  nomment  Périmètres. 
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1 67.  Proposition  XLI.  Si  ton  divifc  en  deux  également 
tun  des  angles  B d'un  triangle  ABC  ( Fig.  1 o 1 . ) , par  une  droite  B£ 
qui  coupe  le  coté  oppofé  AC  , les  fegmens  AE , EC  du- côté  AC, /ont 
entr’eux  comme  les  cotés  AB , BC. 

Des  angles  A , C , je  mene  des  droites  RS  , MN , paralcllcs  à 
BE,ce  qui  me  donne  deux  efpaces  paralelles  RSEB,MîS'EB; 
or  par  la  conftruêlion  les  angles  ABE,  CBE  étant  égaux,  les  cô- 
tés AB,  BC  font  également  inclinés  entre  ces  deux  efpaces,  ôc 
par  conféquent  ces  deux  côtés  font  entr’eux  comme  leurs  efpa- 
ces ; de  même  à caufe  de  l’angle  CEX  , égal  à foh  oppofé  au 
fommet  AEB , les  fegmens  AE  , EC  font  également  inclines 
dans  leurs  efpaces,  & font  entr’eux  comme  ces  mêmes  efpaces; 
donc  la  raifon  des  côtés  AB,BC,  eft  la  meme  que  celle  des 
fegmens  AE , BC , l’une  ôc  l’autre  étant  la  même  que  la  raifon 
des  efpaces , ôc  partant  AE,  EC  : : AB , BC. 

i58.  Proposition  XLII.  Si  du  fommet  de  î angle  droit  ABC 
{Fig.  102.)  d'un  triangle  reSlangle  ABC,  on  abaijfe  fur  thypotenufe 
AC , une  perpendiculaire  BR  , le  triangle  fera  divifé  en  deux  autres 
triangles  reftangles  ABR,  RBC , femblables  entreux  & au  trian- 
gle ABC. 

Les  triangles  ABC,  ABR  ont  l’angle  droit  ABC,  égal  à l’an- 

Sle.droit  ARB,  & l’angle  aigu  A eft  commun  à tous  les  deux  , 
oncle  troifiéme  eft  égal  au  troifiéme  ( N.  98.),  ôc  les  deux  trian- 
gles font  femblables  ( N.  1 62.  ).  Par  la  même  raifon  les  triangles 
•ABC,  BRC,  qui  ont  l’angle  C commun,  6c  l’angle  droit  égal 
à l’angle  droit,  font  femblables  entr’eux,  d’où  il  fuit  que  les  deux 
triangles  ARB,  BRC,  font  femblables  , puifqu’ils  ne  peuvent 
être  femblables  au  triangle  ABC , fans  avoir  chacun  les  troi§  an- 
gles égaux  aux  trois  angles  de  ce  triangle  , 6c  partant  égaux  en- 
ti’eux. 

1 69.  Corollaire  Ier.  La  perpendiculaire  BR,  abaiffée  du  fom- 
met de  f angle  droit  fur  thypotenufe  AC  , ejl  moyenne  proportionnelle 
entre  les  fegmens  AR , RC  de  thypotenufe. 

Les  triangles  ABR , BRC  font  femblables  ( N.  1 58.  ) , 6c  par- 
tant les  côtés  oppofés  aux  angles  égaux  font  proportionnels  ; or 
à caufe  que  les  triangles  ABR , ABC  font  aufti  femblables  ( N. 
|i  58.  ) , ôc  que  l’angle  aigu  A eft  commun  à tous  les  deux , 1 autre 
angle  aigu  ABR  du  triangle  ABR,  doit  être  égal  à l’autre  angle 
aigu  ACB;  ôc  comme  cet  angle  ACB  , appartient  au  triangle 
xeêtangle  BRC,  femblable  au  triangle  ABR , il  s’enfuit  que  l’an- 
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gleaigu  A du  triangle  ABR  eft  égal  à l’angle  aigu  CBR  du  trian- 
gle CJBR.  Nous  avons  donc  dans  ces  deux  triangles  ABR , BRC, 
le  côté  AR  du  triangle  ABR  oppofé  à l’angle  ABR , eft  au  côté 
RB  du  môme  triangle  oppofé  à l’angle  A,  comme  le  côté  RB 
du  triangle  RBC  oppofé  à l’angle  C qui  eft  égal  à l’angle  ABR , 
eft  au  côté  RC  de  ce  même  triangle  oppofé  à l’angle  RBC,  égal 
à l’angle  A.  Ainfi  AR , RB  : : RB , RC , & par  conféquent  RB 
eft  moyenne  proportionnelle  entre  les  fegmens  AR , RC  de  l’hy- 
potenufe. 

170.  Corollaire  II.  La  perpendiculaire  BR  étant  menée  du 
fommet  de  l angle  droit  fur  P hypetenufe  , chaque  côté  AB  , BC  du 
triangle  rettangle  ABC , ejl  moyen  proportionnel  entre  flypotcnuje  Ür. 
le fegment  de  fnypotenufè  qui  (e  trouve  de  fin  cêté. 

Les  triangles  ABR , ABC  font  femblables  ( N.  1 6$.  ) , & nous 
venons  de  voir  que  l’angle  ABR  eft  égal  à l’angle  C.  Donc  les 
côtés  AR  , AB  du  triangle  ARB , font  proportionnels  aux  côtés 
AB,  AC  du  triangle  ABC,  car  il  eft  aifé  de  voir  que  ces  côtés 
font  oppofés  à des  angles  égaux.  Ainfi  nous  avons  AR , AB  : r 
AB , AC , c’eft-à-dire  le  côté  AB , eft  moyen  proportionnel  entre 
le  fegment  AR  de  l’hypothenufe  qui  fe  trouve  de  fon  côté , ôc 
l’hypothenufe  entière  AC. 

De  même  les  triangles'BRC  , ABC  font  femblables  (IV.  168.); 
ôc  l’angle  RBC  eft  égal  à l’angle  A ; donc  les  côtés  RC , BC  du 
triangle  RBC , font  proportionels  aux  côtés  BC , AC  du  triangle 
ABC  ; ainfi  RC,  BC  : : BC,  AC  ; le  côtéBC  eft  moyen  propor- 
tionnel entre  le  fegment  RC , ôc  l’hypothenufe  AC. 

171.  Corollaire  III.  Dans  tout  triangle  reftangle  ABC  (Fig.' 
103^  le  quarrè  de  Phypothenufe  ejl  égal  aux  quatre  s des  deux  autre  t 
côtés  pris  enfemhle.  Du  fommet  B de  l’angle  droit,  j’abaifie  la  per- 
pendiculaire BR  fur  l’hypothenufe , ôc  par  le  Corollaire  précé- 
dent, j’ai  AR,  AB  ::  AB  , AC,  ôc  faifant  le  produit  des  extrê- 
mes , ôc  le  quarré  de  la  moyenne;  j’ai  ARx  AC  = AB;  ainfi  éle- 
vant en  A une  perpendiculaire  AP  = AC,  ôc  achevant  le  rec- 
tangle APQR,  ce  rectangle  eft  égal  au  quarré  BMNA  du  côté 
AB.  Or,  par  le  même  Corollaire  précédent , j’ai  RC,  CB:  : CB, 

AC  ; donc  RCx  AC=CB  ; c’eft  pourquoi  élevant  en  C la  per- 
pendiculaire CS=AC , ôc  achevant  le  rcCtangle  CSQR  ; ce  rec- 
tangle eft  égal  au  quarré  CBTV  du  côté  CB  ; donc  les  deux 
rectangles  APQR,  CSQR  pris  enfemble  font  égaux  aux  deux 
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quarrés  BMNA  , CBTV  ; mais  les  deux  re&angles  pris  enfem- 
ble  forment  le  quarré  APSC  de  l’hypothenufe  AC , puifque  les 
côtés  AR , RC  pris  enfemble  font  l’hypothenufe  AC , ôc  que 
AP  eft  égal  à AC  par  la  conftruétion  ; donc  le  quarré  de  l’hypo- 
thenufe  eft  égal  aux  quarrés  des  deux  autres  côtés  pris  enfemble. 

172.  Problème.  Les  trois  cotés  AB , BC , AC  a un  triangle  rec- 
tangle étant  connus  (Fig.  103. ) , conneitre  la  » perpendiculaire  BR, 
abaiffce  de  F angle  droit  fur  l hypothcnufe , & les  fegmens  AR,  RC. 

Nous  avons  AR  x AC  = AB  ( A'’.  1 70.  ) ; divifafct  donc  de  part 

ôc  d’autre  par  AC  , nous  aurons  AR=»^-;  c’eft-à-dire,  fi  l'on 

fait  le  quarté  de  la  valeur  du  côté  AB  , ôc  qu’on  la  divife  par  la 
valeur  de  l’hypothenufe  , le  quotient  fera  le  fegment  AR  , ôc  re- 
tranchant la  valeur  de  ce  fegment  de  la  valeur  de  l’hypothcnufe , 
le  refte  fera  l’autre  fegment  RC. 

Maintenant,  puifque  le  triangle  ARB  eft  reCtangle,  ôc  que  le 

1 ■■  % ■ 

côté  AB  eft  fon  hypothenufe  ; nous  aurons  AB  = AR  RB  , 

donc  en  retranchant  AR  de  part  & d’autre , nous  aurons  AB 

: — AR=  RB;  c’eft-à-dire  que  fi  du  quarré  di»côté  connu  AB, 
on  retranche  le  quarré  du  fegment  AR  , qu’on  peut  connoître , 
comme  on  vient  de  voir  , le  refte  fera  le  quarré  de  la  perpendi- 
culaire, ôc  la  racine  quarrée  de  ce  refte  fera  la  valeur  de  la  per- 
pendiculaire. 

173.  Proposition  XLIII.  Dans  tout  triangle  ABC  ( Fig.  104..  ) 
le  quarré  du  coté  AC  oppofe  à un  angle  aigu  B , eft  égal  à la  fomme 
des  quarrés  des  autres  cotés  AB,  BC  , moins  deux  reÜangles  faits  de 
F un  des  cités  BC , par fa  partie  BO , coupée  du  cité  de  B , par  la  per- 
pendiculaire AO,  menée  de  F angle  oppofe  A. 

Je  fais  le  quarré  A DEC  du  côté  AC,  le  quarré  ABRS  de  AB, 
le  quarré  CBTV  de  CB,  ôc  le  quarré  COZX  de  CO.  Je  pro- 
longe OZ  en  L,  ôc  XZ  en  F ; ainfi  comme  le  quarré  de  BC  , 
contient  le  quarré  de  fa  partie  OC , plus  le  quarré  de  fa  partie 
BO , plus  deyx  reCtangles  égaux  des  deux  parties  ( N.  140.)  > ces 
deux  rectangles  égaux  font  OBFZ , ZLVX , ôc  ajoutant  au  pre- 
mier le  quarré  FTLZ  de  la  partie  BO , ôc  au  fécond  un  quarré 
HIVX,égal  au  même  quarré  de  BO,  les  deux  re&anglesBOTL , 
ZLIH  feront  égaux,  ôc  feront  deux  produits  de  BO  par  BT  ou 
BC.  Cela  pofé. 
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Dans  le  triangle  rc&angle  AOG,  nous  a^ons  AC  = AO  -+- CO  ; 

or  le  quarré  du  côté  BC  furpafie  le  quarré  CO , de  tout  le  gnomon 
BTVXZO,  ôc  comme  dans  le  triangle  re&angle  ABO,  le  quarré 
du  côté  AB  qui  cft  l’hypothenufe  de  ce  triangle  rectangle,  eft  égal 

au  quarré  AO,  plus  le  quarré  BO,  ôc  que  par  conféquent  le  quar- 
ré AB  furpafte  le  quarré  AO  de  la  valeur  de  BO,  c’cft-à-dire  du 

petit  quarré  XVIH,  il  s’enfuit  que  les  quarrés  de  BC,  AB  fur* 

• « — » » 

partent  les  quarrés  A O -H  CO,  c’eft-à-dire  le  quarré  AC  delà 
valeur  du  gnomon  BTVXZO,  plus  celle  du  petit  quarté  VIHX, 
ôc  par  conféquent  de  la  valeur  des  deux  reûangles  OBTL,  ZLIH 

ou  de  deux  produits  de  la  partie  BO  par  BT  ouBC.  Donc  AC 

=~ÂbVbC  — 2BO  xBC. 

1 74.  Problème.  Connoijfant  les  trois  côtés  dt  un  triangle  (Fig.  1 04.) , 
dans  lequel  ta  perpendiculaire  AO  menée  de  f un  des  angles  A fur  le 
côté  oppofe  BC , tombe  en  dedans  du  triangle  , connoître  la  perpendi- 
culaire , & les  fegmens  BO , OC  du  côté  BC. 

Puifque  la  perpendiculaire  AO  tombe  au-dedans  du  triangle, 
les  angles  ABO , ACO , que  les  côtés  AB , AC  font  avec  le  côté 
BC  font  aigus,  caria  perpendiculaire  tombe  toujours  du  côté 
des  moindres  angles  que  font  les  obliques  ( N.  83.)  ; ainfilecôté 

AC  étant  oppofé  à un  angle  aigu  B , nous  aurons  AC  = AB 
-H  BC  — aBOxBC;  ôc  ajoutant  de  part  ôc  d’autre  îBOxBC, 
puis  retranchant  AC,  nous  aurons  2BOxBC  = AB-+-BC — AC , 

— a —1  —j 

ôc  divifant  tout  par  BC,  nous  aurons  2 BO  = A B ~~ AC- , c’eft- 

à-dire , que  fi  de  la  fomme  des  quarrés  des  côtés  AB , BC , on 
retranche  le  quarré  du  côté  AC  , ôc  qu’on  divife  le  refte  parle 
côté  BC,  le  quotient  fera  le  double  du  fegment  BO  , ôc  la  moitié 
du  quotient  fera  le  fegment  BO  ; c’eft  pourquoi , fi  du  côté  BC  , 
on  retranche  le  fegment  BO , le  refle  fera  la  valeur  de  l’autre  feg- 
ment OC. 

Et  comme  dans  le  triangle  re&angle  ABO  , nous  avons  AB 

= AO-+-BO  (N.  172.),  ôc  qu’en  retranchant  BO  départ  ôc 

d’autre,  nous  avons  AB — BO  = AO , il  s’enfuit  que  fi  du  quarré 

du 
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du  côté  connu  AB  , on  retranche  le  quarré  du  fegmentBO, 
qu’on  peut  connnoître , comme  on  vient  de  voir , le  relie  fera  le 
quarré  de  la  perpendiculaire  AO  ; ôc  la  racine  de  ce  relie  fera  la 
valeur  de  AO. 

17  j.  PopositionXLIV.  Dans  tout  triangle  obtus-angle  ABC 
(Fig.  ioj.  ) le  quarré  du  côté  AC  oppofé  à F angle  obtus  ABC  ejl  égal 
aux  quarrès  des  côtés  A B , BC , plus  deux  reft angles  du  côté  BC  ,fur 
lequel  tombe  la  perpendiculaire  menée  de  F angle  oppofé  A par  le  pro~ 
longemennt  BO  de  ce  côtéjufquà  ta  perpendiculaire. 

Je  fais  le  quarré  ADEC , le  quarré  AORS  de  la  perpendicu- 
laire AO  j le  quarré  COZX  de  OC  , fie  le  quarré  CBTV  de  CB. 
Je  prolonge  les  droites  BT , VT  en  L , F , fie  comme  le  quarré 
de  OC  contient  Je  quarré  de  fa  partie  BC , plus  le  quarré  de  l’aa- 
tre  partie  OB , plus  deux  reCtangles  égaux  des  deux  parties 
(Al.  140.),  ces  deux  reCtangles  égaux  font  BOFT,TLXV,  ôc 
chacun  d’eux  elt  le  produit  de  OB  par  BC.  Cela  pofé. 

Le  triangle  AOC  étant  reClangle,  nous  avons  AC  = OC H-O  A , 
or  le  quarré  de  OC  vaut  le  quarré  du  côté  BC , plus  tout  le  gno- 
mon BOZXVT,  ôc  comme  dans  le  triangle  reCtangle  AOB, 

dont  AB  elt  l’hypothenufe  , nous  avons  AB  = AO-|-OB  , ôc 

qu’en  retranchant  AO  de  part  fie  d’autre , nous  avons  AB — OB 

= AO , il  s’enfuit  que  le  quarré  AC , ou  les  deux  quarrés  enfem- 

ble  O C H-  OA , valent  le  quarré  BC,  plus  le  gnomon  BOZXVT , 

plus  le  quarré  AB,  moins  le  quarré  OB  , c’ell-à-dire  moins  le 
quarré  TFZL , mais  le  gnomon  BOZXVT , moins  le  quarré 
TFZL  n’elt  autre  chofe  que  les  deux  rectangles  BOFT,  TLXV. 

qui  valent  2OB  x BC  ; donc  AC  = CB  ■+•  AB  -f-  2OB  x BC. 

175.  Problème.  Les  trois  côtés  d’un  triangle  obtus-angles  ABC 
( Fig.  10  j.  ) étant  connus , connoître  la  perpendiculaire  menée  de  f un 
des  angles  aigus  A , fur  le  côté  oppofé  BC , & le  prolongement  de  ce 
côté  fur  la  perpendiculaire. 

Nous  avons  AC  = CB-+-AB-+-20BxBC  (Al.  17J.)  retranï 
chant  donc  de  part  ôc  d’autre  les  quarrés  CB,  AB,  nous  aurons 
AC  — CB  — AB  = 2OB  x BC , ôc  divifant  de  part  ôc  d’autre 

—a  — 1 — a 

p» CB , nous  aurons  A(: T-??» ' "~-B «=  aOB , celt-à-dirc  que  fi 
Tome  1.  Mm 
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de  la  valeur  du  quarré  AL, on  retranche  les  valeurs  desquarrés 

CB,  AB  , & qu’on  divife  le  refte  par  la  valeur  du  côté  BC  , le 
quotient  fera  le  double  du  prolongement  OB  ; ainfi  la  moitié  de 
ce  quotient  fera  la  valeur  du  prolongement. 

Et  comme  dans  le  triangle  reflangle  ABO  , nous  avons  AB 

= AO  -+-OB,  fi  on  retranche  de  part  & d’autre  OB , on  aura 

AB — OB  = AO , ainfi  retranchant  de  la  valeur  du  quarré  AB, 
le  quarré  du  prolongement  OB,  qu’on  peut  connoître,  comme 
il  vient  d’être  dit , le  refte  fera  le  quarré  de  la  perpendiculaire 
AO,  & la  racine  de  ce  refte  fera  la  valeur  de  la  perpendiculaire. 

1 77.  P R O b L E M E.  Une  droite  AB  (Fig.  106.  107.)  étant  divijee 
en  tant  de  parties  qu’on  voudra , égales  ou  inégales , divifer  une  autre 
ligne  donnée  AD  en  meme  rai/on  que  la  ligne  AB. 

Je  fais  à l’extrémité  A de  la  droite  AB  un  angle  à volonté 
DAB,  dont  je  fais  le  côté  AD  égal  à l’autre  ligne  donnée  AD  ; 
je  joints  les  extrémités  des  côtés  AB,  AD  , par  la  droite  BD, 
& des  points  de  divifion , je  mene  des  paralelles  à BD  , lefquel- 
les  coupent  la  droite  AD  en  même  raifon  que  AB  ; car  menant 
par  A une  droite  RS  paralelle  à BD  , les  droites  AB,  AD  corn- 
prifes  dans  l’efpace  paralelle  RSBD  , font  coupées  en  même 
raifon  par  les  droites  MC,  &c.  paralelles  aux  paralelles  RS  , BD 

(M  .»•) 

178.  Corollaire.  Si  une  ligne  AD  (Fig.  10 6.  107.)  ejl  coupée 
en  parties  proportionnelles  aux  parties  d'une  autre  ligne  AB  , cette 
ligne  AD  ne  peut  pas  être  coupee  du  même  côté  en  d’autres  parties  qui 
/oient  en  même  raifon. 

Suppofons  que  AD  ( Fig.  10 6.)  foit  coupée  en  C,  en  deux  par- 
ties proportionnelles  aux  deux  parties  AM,  MB  de  la  droite  AB. 
Si  on  veut  que  cette  ligne  AD  puifie  être  coupée  du  même  côté 
en  deux  autres  parties  qui  foient  encore  dans  la  même  raifon, le 
point  de  divifion  fera  ou  entre  A & C , comme  le  point  H ou 
en  delà  de  C,  comme  le  point  T.  Or,  dans  le  premier  cas,  ileft 
vifible  que  la  partie  AH  plus  petite  que  AC,  fera  plus  petite  par 
rapport  à la  partie  reliante  HD  plus  grande  que  CD  que  la  par- 
tie AC , par  rapport  à la  partie  reliante  CD,  ôc  que  par  confé- 
quent  il  ne  fera  pas  vrai  de  dire:  AH  , HD  : : AC,  CD,  de  mê- 
me dans  le  fécond  cas,  la  partie  AT  plus  grande  que  AC  fe«a 
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plus  grande  par  rapport  à la  partie  TD  moindre  que  CD  , que 
AC  n’eft  grand  par  rapport  à CD , & il  ne  fera  pas  vrai  non  plus 
de  dire  AT,  Tl)  : : AC,  CD.  Donc  AD  ne  peut  pas  être  coupé 
du  même  côté  en  deux  autres  parties  qui  foient  dans  la  raifon  des 
parties  AC,  CD. 

Mais  on  pourroit  fort  bien  divifer  AD  de  l’autre  côté  en  deux 
parties  qui  feroient  dans  la  raifon  des  parties  AC  , CD , car  je 
n’ai  qu’à  prendre  une  partie  DV  égale  a AC  , & dès-lors  l’autre 
partie  AV  fera  égale  a CD  , ôc  nous  aurons  DV , VA  : : AC  , 
CD. 

Et  on  prouvera  les  mêmes  chofes  G la  ligne  AD  étoit  divifée 
en  un  plus  grand  nombre  de  parties. 

1 79.  Problème.  Trouver  une  troiftéme proportionnelle  à deux  lignes 
données  AC , AB  ( Fig.  108.). 

Je  fais  un  angle  à volonté  DAE  ; jeporte  fur  le  côté  AE  la  pre- 
mière des  lignes  données  de  A en  C ; je  porte  la  fécondé  fut 
l’autre  côté  de  A en  B,  ôc  je  joints  les  points  C,  B par  la  droite 
CB  ; je  porte  aufli  fur  le  premier  côté  AE  la  fécondé  ligne  don- 
née de  A en  E,  Ôc  du  point  E,  menant  la  droite  ED  paralelle  à 
CB,  & qui  coupe  le  côté  AD  en  D,  la  droite  AD  eft  la  troiftéme 
proportionnelle. 

Car  les  triangles  ACB,  AED  ayant  l’angle  A commun  , les 
angles  ACB , AED  égaux  à caufe  qu’ils  font  faits  du  même  côté 
par  les  paralelles  BC;DE  (N.  71.),  ôc  les  angles  ABC,  ADE 
égaux  aulü  par  la  même  raifon  , font  femblables.  Donc  AC , 
AB::  AE,  AD  ; mais  AB  = AE  par  la  conftruétion  ; donc  AC, 
AB  : : AB , AD,  ôc  par  conféquent  AD  eft  la  troiftéme  propor- 
tionnelle. 

180.  PROBLEME.  Trouver  une  quatrième  proportionnelle  à trois 
lignes  données  AB,  AC,  AD  (Fig.  109.). 

Je  fais  un  angle  quelconque  DAE  , je  porte  fur  le  premier 
côté  DA  la  première  des  lignes  données  AB , de  A en  B , ôc  fur 
le  fécond  EÀ,  la  fécondé  ligne  AC  de  A en  C.Je  joints  les  points 
B,  C par  la  droite  BC,  ôc  portant  la  troiftéme  ligne  donnée  AD 
fur  le  premier  côté  DÀ , de  A en  D ; je  mene  par  le  point  D 
la  droite  DE  paralelle  à BC  , ôc  qui  coupe  l’autre  côté  en  E ; 
la  droite  AE  eft  la  quatrième  proportionnelle. 

Car  les  triangles  ABC , ADE  étant  femblables  à caufe  des 
paralelles  CB , D E , nous  avons  AB , AC  : : AD , A E. 

18 1.  Problème.  Les  deux  premières  lignes  d'une  progreffton  Géo- 
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métrique  de  lignes  étant  données , continuer  cette  progrejjion  tant  qu'on 
voudra. 

Nommons  les  deux  lignes  données  a,  b.  Je  cherche  une  rroi- 
fiéme  proportionnelle  à ces  deux  lignes , & je  la  nomme  c ; ainfi 
c eft  le  troifiéme  terme  de  la  progrellion  ; je  cherche  une  troifié- 
me  proportionnelle  aux  deui  lignes  b,  c,  & la  nommant  dy  elle 
fera  le  quatrième  terme  de  la  progreflion , car  par  conftru&ion 
nous  aurons  a , b : :b , c fit  b , c:  :c , d ; donc  ay  b ::  b ,c  ::c  }d  ou 
: : a , b , c , d , ôc  continuant  de  la  même  façon , on  trouvera  tant 
de  termes  de  la  progreflion  qu’on  voudra. 

Quant  à la  maniéré  de  trouver  la  fomrne  d'une  progreflion 
Géométrique  de  lignes  , elle  efl  la  même  que  celle  que  nous 
avons  enfeignée  dans  le  premier  Livre  , en  parlant  des  progref- 
fions Géométriques. 

182.  Problème.  Trouver  une  moyenne  proportionnelle  entre  deux 
lignes  données  AB , BC  ( Fig . 1 1 o.  ) 

Je  mets  la  petite  fur  la  grande  de  B en  C ; je  prolonge  la  gran- 
de du  côté  de  B , en  faifant  BH  égal  à AC  ; du  point  A pris  pour 
centre , & d’un  rayon  égal  à AB  ; je  décris  un  arc  PR  , du  point 
H pris  pour  centre , & d’un  rayon  égal  à HC  ; je  décris  un  arc 
ST  qui  coupe  l’arc  PR  en  O,  d’où  je  mene  aux  points  C , B les 
droites  OC,  OB,  & chacune  de  ces  droites  efl  la  moyenne  pro- 
portionnelle demandée , ce  que  je  prouve  ainft  : 

Par  la  conftruftion,  nous  avons  AC  = HB  , ajoutant  donc  de 
part  & d’autre  la  partie  CB  , nous  aurons  AB  = HC  ; ainft  les 
arcs  PR,  TS  ayant  été  décrits  avec  les  rayons  égaux  AB,  HC  , 
qui  pris  enfemble  font  plus  grands  que  AH , ces  deux  rayons  fe 
couperont  hors  de  la  ligne  AH  en  un  feul  point  O du  côté  de 
O ( N.  yp.  ) , ôc  ce  point  fera  également  éloigné  des  extrémités 
A , H de  la  ligne  AH  ; c’eft  pourquoi  fi  du  point  O on  abaifloit 
une  perpendiculaire  fur  AH,  cette  perpendiculaire  couperoit 
AH  en  deux  parties  égales  à caufe  des  obliques  égales  ou  rayons 
OA  , OH  ( N.  74.  ) , c’eft  - à-  dire , fur  le  milieu  Q de  la  partie 
CB , à caufe  de  AC  = BH  , ce  qui  fait  que  AC  -+-  7 CB  = BH 
-+-7  CB  i ainft  les  points  C,  B des  obliques  OC,  OB  étant  éga- 
lement éloignés  du  point  Q de  la  perpendiculaire , ces  deux  obli- 
ques font  égales  (/v.  y 3.),  & le  triangle  OCB  eft  ifofcclcjor, 
ABO  eftaufli  ifofeele,  puifque  AB  eft  égal  à AO,  & l’un  des 
angles  ABO  fur  la  bafe  BO , eft  égal  à l’un  des  angles  OBC  , 
fut  la  bafe  CB  du  triangle  ifofeele  OCB , donc  le  fécond  angle 
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fur  la  bafe  du  triangle  ABO  eft  égal  au  fécond  angle  fur  la  bafe 
du  triangle  OBC , & par  conféquent  le  troifiéme  angle  eft  égal 
au  troifiéme  (A'.  97.),  ôc  les'deux  triangles  ABO:, OBC,  font 
femblables  ; comparant  donc  les  côtés  oppofes  aux  mêmes  an- 
gles, nous  trouverons  que  les  deux  côtés  AB,  BO  du  triangle 
ABO  font  proportionnels  aux  deux  côtés  OB,  BC  du  triangle 
OBC  , c’eft-à-dire  AB , BO  : : BO,  BC , & par  confcquent  BO 
eft  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  données  AB , BC. 

On  trouvera  dans  le  Chapitre  qui  traite  du  cercle  , une  autre 
maniéré  de  chercher  une  moyenne  proportionnelle  entre  deux 
lignes  données. 

183.  Définition.  On  dit  que  deux  lignes  a , b font  réciproques 
à deux  lignes  c , d , lorfque  l’une  des  deux  premières  a eft  à l’une 
des  deux  dernieres  c , réciproquement  comme  l’autre  des  deux 
dernieres  d,  eft  à l’autre  des  deux  premières  b , ou  ce  qui  revient 
au  même , lorfque  le  produit  des  deux  premières  eft  égal  au  pro- 
duit des  deux  dernieres,  puifque  fi  nous  avons  a,  c ::d,b,  on 
aura  auffi  ab  = cd , en  faifant  le  produit  des  extrêmes  & des 
moyens. 

On  dit  aufti  qu’une  ligne  eft  coupée  en  deux  parties  récipro- 
ques aux  parties  d’une  autre  ligne,  lorfque  le  produit  des  parties 
de  la  première  ligne  eft  égal  au  produit  des  parties  de  l’autre  , 
ou , ce  qui  revient  au  même,  lorfque  l’une  des  parties  de  la  pre- 
mière ligne  eft  à l’une  des  parties  de  la  fécondé  ligne  récipro- 
quement, comme  l’autre  partie  de  la  fécondé  ligne  eft  à l’autre 
partie  de  la  première. 

184.  Proposition  XLV.  Si  deux  reflang/es  ABCD,  abcd 
(Fig.  ni.)  font  égaux fans  avoir  ni  les  bafes  AB,  ab  égales  ni  les  hau- 
teurs AD,  ad,  les  hauteurs  AD,  ad  font  réciproques  aux  bafes  A B , ab. 

Le  redangle  ABCD,  eft  égal  au  produit  AD  x AB  de  fa  bafe 
par  fa  hauteur,  & le  reélangle  abcd  eft.  égal  au  produit  adx  ab  , 
donc  à caufe  de  l’égalité  des  reêtangles  , nous  avons  ADxAB 
= adxab  ; & tirant  de  là  une  proportion  comme  il  a été  dit  dans 
le  premier  Livre  au  fujer  des  proportions  Géométriques , nous 
aurons  AD,  ad::  ab , AD , c’eft-à-dire , les  hauteurs  AD,  a^font 
réciproques  aux  bafes  (. id , ab. 

18  y.  Corollaire.  On  peut  dire  auffi  que  dans  deux  reftangtes 
égaux , la  hauteur  AD  d r la  bafe  AB  du  premier  font  réciproques  à 
la  hauteur  ad , & à la  bafe  ab  du  fécond , puifquon  a AD  x AB 
==  ad  x ab , comme  il  eft  requis  (N.  183.). 
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i $6.  Proposition  XLVI.  Le  plus  grand  reélangle  qu'on 
puijje  faire  de  deux  parties  qui  compofent  une  ligne , ejl  celui  que  l'on 
fait  lorfque  ces  deux  parties  font  égales  enu  elles. 

Soit  la  ligne  CD  ( Fig.  1 1 2.  ) divifée  en  deux  également  en  O ,' 
le  reélangle  de  la  partie  DO  par  la  partie  OC  eft  égal  au  quarré 
de  la  moitié  DO  ; or , fi  l’on  coupe  la  même  ligne  en  deux  iné- 
galement en  E ; le  reâangle  des  parties  inégales  DE , EC  eft 
égal  au  quarré  de  la  moitié  DO , moins  le  quarré  de  la  partie  in- 
terceptée EO;  (N.  146.)  donc  le  re&angledes  deux  parties  DE, 
EC,  inégales,  eft  moindre  que  le  re&angle  des  parties  DO, 
OC  ; & comme  cela  arrivera  toujours  en  quelque  point  qu’on 
veuille  couper  la  droite  DC  en  deux  parties  inégales,  il  s’enfuit 
que  le  redangle  des  parties  égales  DO,OC  eft  le  plus  grand  qu’on 
puifle  faire  de  deux  parties  qui  compofent  DC. 

187.  Problème.  Couper  une  droite  AB  (Fig.  1 12.)  en  deux  par- 
ties réciproques  aux  deux  parties  DE  , EC  qui  compofent  une  autre 
ligne  DC. 

Jeprensune  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  parties 
DE,  EC  de  la  droite  DC  ; j’éleve  fur  l’extrémité  B de  la  droite 
BA  une  perpendiculaire  BH  que  je  fais  égale  à la  moyenne  pro- 
portionnelle , du  point  H pris  pour  centre,  & avec  un  rayon  égal 
a la  moité  ZB  de  la  ligne  B A ; je  décris  un  arc , & il  peut  arri- 
ver, ou  que  cet  arc  coupe  la  droite  BA  en  un  point  S , ou  qu’il 
la  touche  en  B fans  la  couper , ou  qu’il  ne  la  touche  ni  ne  la  cou- 
pe ; fi  l’arc  coupe  la  droite  AB  en  S , je  porte  la  partie  BS  fur 
ZB  de  Z en  X,  ôc  les  parties  BX , XA  de  la  droite  BA  font  les 
réciproques  demandées.  Si  l’arc  touche  Amplement  la  droite  BA, 
les  deux  réciproques  demandées  feront  les  deux  moirés  ZB,  Z A 
de  la  droite  B A , & fi  l’arc  ne  touche  ni  ne  coupe  la  droite  BA  j 
le  Problème  eft  impoffible.  Prouvons  tous  ces  cas. 

En  premier  lieu  , fi  l’arc  coupe  BA  en  S , je  mene  le  rayon 
HS , qui  par  la  conftruûion  eft  égal  à BZ  ; le  triangle  HBS  étant 

rettangle,  nous  avons  HB -4- BS  = SH  ; [N.  171.  ) donc  en 
retranchant  BS  de  part,  nous  aurons  HB  = SH  — BS  ; or  SH 
— BZ , & BS=ZX;  donc  SH  = BZ,  & BS  = ZX  , & par- 
tant HB==SH — BS=BZ  — ZX;  mais  la  ligne  AB  étant  di- 
viféc  en  deux  également  en  Z & en  deux  également  en  X , nous 
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avons  BXxXA=BZ — ZX  ; donc  BX  x XA=  HB;  or, 

HB  étant  moyenne  proportionnelle  entre  les  parties  DE,  EC  de 

■—  a 

la  droite  DC , fon  quarré  BH  eft  égal  au  produit  DE  x EC  des 
extrêmes;  donc  BXxXA  = DExEC,  6c  par  conféquent  les 
parties  BX , XA  de  la  droite  BA  , font  réciproques  aux  parties 
DE,  EC  de  la  droite  DC  ( N.  183.). 

En  fécond  lieu , fi  l’arc  touche  la  ligne  B A , il  faut  qu’il  la 
touche  en  B ; c’eft-à-dire  que  fon  rayon  HS  foit  égal  à la  per- 
pendiculaire HB  ; car  s’il  étoit  plus  grand  ; il  eft  clair  que  lorfque 
ce  rayon  en  tournant  au  tour  de  H feroit  parvenu  à la  pofition 
HS,  fon  extrémité  S tomberoit  au-delà  de  B : par  exemple , en 

5 , 6c  que  par  conféquent  l’arc  couperoit  la  ligne  AB  au  lieu  de 
la  toucher;  donc,  puifque  dans  ce  fécond  cas,  le  rayon  eft  égal 
à la  perpendiculaire , le  quarré  du  rayon  eft  aufii  égal  à la  perpen- 
diculaire BH  » or,  le  rayon  eft  égal  à BZ  6c  le  quarré  de  BZ  eft 

égal  au  reûangle  BZxZA;  doncBZxZA=HB  = DExEC, 

6 par  conféquent  les  deux  moitiés  de  la  ligne  AB  font  récipro- 
ques aux  parties  DE,  EC  de  la  ligne  DC. 

Enfin  fi  l’arc  ne  coupe  ni  ne  touche  B A , fon  rayon  eft  par  con- 
féquent plus  petit  que  HB , ôc  fon  quarré  BZ  ou  le  rcêtanglc 
BZxZA  eft  plus  petit  que  le  quarré  HB  ou  que  le  reêtangle 
DExEC';  mais  le  rectangle  BZxZA  eft  le  plus  grand  de  tous 
les  reêtangles  qu’on  peut  faire  en  coupant  BA  en  deux  parties  , 
6c  faifant  leur  reûangle  > [N.  186.)  donc  on  ne  peut  pas  cou- 
per BA  en  deux  parties  dont  le  produit  foit  égal  au  produit  DE 
xEC;  ôc  le  Problème  eft  impofiible. 

188.  Corollaire.  Si  une  ligne  BA  (Fig.  113.)  efl  coupée  en 
deux  parties  BX,  XA  réciproques  aux  deux  parties  DE,  EC,  on  ne 
peut  pas  la  couper  en  un  autre  point  du  même  cSté par  rapport  au  mi- 
lieu Z en  deux  autres  parties  réciproques  à DE , EC.  Le  point  au- 
quel on  voudroit  couper  cette  ligne,  feroit,  ou  entre  B & X , 
comme  le  point  M , ou  entre  X 6c  le  dentre  Z , comme  le  point 

m\  dans  le  premier  cas  nous  aurons  BMxMA  = BZ  — MZ 
àcaufe  de  AB  coupée  en  deux  également  en  Z,  6c  en  deux  inéga- 
lement en  M ; donc , fi  l’on  fuppofe  que  les  parties  BM , MA 
foient  réciproques  aux  deux  DE,  EC,  nous  aurons  BMxMA 

eu  BZ— MZ  = DExEC  ; or,  on  fuppofe  aufii  BX  x XA 
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=DB  par  la  conftruction;  donc  DR  x DB  =RB  , & par  con- 
féquent  DR.  RB  : : RB.  DB. 

ip  1 . Corollaire  Ier.  Une  ligne  DB  ou  AB  étant  divifée  en 
moyenne  & extrême  raifon , fi  on  lui  ajoûte  la  médiane  RB  ou  BH , 
on  aura  une  ligne  entière  AH  qui  fera  encore  divifce  en  moyenne  & 
extrême  raifon , & dont  la  médiane  fera  la  ligne  AB. 

Par  la  Propofition  précédente  le  quarré  ABCDE  eft  égal  au 

rettangle  AHMN  ; c’eft-à-dire  AB  = AHx  BH  : donc , HB. 
AB::  AB.  AH. 

ip2.  Corollaire  II.  Une  ligne  AH  étant  divifée  en  moyenne  & 
extrême  raifon;  fton  porte  la  petite  partie  BH  fur  fa  médiane  AI1  ou 
BD  ^BfuR,  cette  médiane  fera  divifée  en  R en  moyenne  & extrê- 
tue  raifon;  ce  qui  a été  démontré  ci-dcflus)M  ipo.). 

ipy.  Corollaire  III.  Une  ligne  AH  étant  divifée  en  moyenne 
& extrême  raifon  ; ft  à fa  petite  partie  BH  on  ajoûte  la  moite  CB  de 
la  médiane , le  quarré  de  la  fomme  CH  eft  égale  à cinq  qnarrés  de  la 
moitié  CB;  par  la  conftru&ion  que  nous  avons  faite,  (À'.  îpo.) 

la  droite  CD  eft  égale  à CH,  8c  par  confe'quent  CD  = CH  ; or, 

à caufe  du  triangle  reétangle  CBD  , nous  avons  CD  = DB 

——1  » 

-hCB,  ôc  parce  que  DB  eft  double  de  CB,  nous  avons  DB 

= 4CB;(M  14J.  ) donc  (CD  = 4CB-hCB=5  CB  , 6c 

■ a • — 2 

par  conféquent  CH  = y CB. 

1P4.  Corollaire  IV.  Si  une  ligne  AH  ejl  divifée  en  moyenne 
& extrême  raifon;  la  petite  ligne , la  médiane  & la  ligne  entière  font 
incommcnfurables  cntr'ellcs. 

Par  le  Corollaire  précédent  CH  = y CB;  donc  CH.  CB 
: : y.  1 , 6c  tirant  la  racine  quarrée  de  tous  les  termes  CH.  CB 
::  Vy.  1;  donc  en  divifant  CH — CB.  CB::  \/y  — 1.  1 , c’eft- 
à-dire  BH  CB.  ::  /y  — 1.  1,  6c  doublant  les  conféquents  B H. 
AB  ::  v/y  — 1.  2 ; mais  le  terme  Vy  — 1 eft  incommcnfurable 
au  terme  2 , puifqu’on  ne  peut  pas  exprimer  leur  rapport;  donc  le 
rapport  de  la  petite  ligne  BHà  la  médiane  AB  eft  inexprimable  , 
ôc  ces  deux  lignes  font  incommenfurables. 

Puifque  BH.  AB  ::  Vy- — 1.  2;  donc  , en  compofant , nous 
aurons  BH  -4-  AB.  AB  ::  ✓y  — 1 -4-2.  2 ou  AH.  AB  : : ^y-f- 1. 
2 ; mais  les  deux  dernieis  termes  font  incommenfurables  î donc 
Tome  1.  N n 
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les  deux  premiers  AH,  AB , c’eft-à-dire  la  ligne  entière  ôc  la  mé- 
diane font  incommenfurables. 

De  même,  puifque  BH.  AB  ::  — i . 2 ; donc  en  compo-  ' 

fant  d’une  autre  façon,  nous  aurons  BH.  BH-4-AB::  V y — 1. 
v/y — 1 ou  BH.  AH  ::  — 1.  v^y-f-  1 ; mais  les  deux 

derniers  termes  font  incommenfurables  ; donc  la  petite  BH  & la 
ligne  AH  le  font  aufli. 

ipy.  Corollaire  V.  Si  deux  lignes  AH  , BD  (Fig.  1 14.  ) 
font  divifees  chacune  en  moyenne  & extrême  raifon , leur  parties  font 
proportionelles . 

Nous  avons  vù  par  le  Corollaire  précédent  que  la  petite  par- 
tie BH  eft  à la  médiane  AB  comme  V y — 1 eft  à 2 , êt  cela  eft 
à l’égard  de  toutes  les  lignes  divifées  en  moyenne  6c  extrême 
raifon  ; donc  dans  la  ligne  BD , nous  aurons  auiïi  DR.  RB  : : V p # 
« — 1.  2 , par  conféquent  BH.  AB  ::  DR.  RB. 

ip<S.  PROBLEME.  Deux  lignes  droites  égales  AB , BC(Fig.  uj.) 
étant  données , trouver  labaje  qu’il  faut  leur  donner  pour  confruire 
un  triangle  ifofeele  ABC , dont  chaque  augle  de  la  bafe  foit  double 
de  l angle  B du  fommet. 

Je  coupe  l’une  des  droites  données  AB  en  moyenne  ôc  extrê- 
me raifon  , ôc  prenant  une  droite  AC  égale  à fa  médiane  BR  , 
je  décris  avec  AC  ôc  les  deux  droites  menées  AB , BC  un  trian- 
gle ABC  qui  eft  le  triangle  demande. 

Pour  le  prouver,  je  mene  la  droite  RC,  ôc  à caufe  que  AB  eft: 
divifée  en  moyenne  ôc  extrême  raifon , j’ai  AR.  RB  : : RB.  AB  ; 
(A’.  1 8p.)  mais  RB  = AC  : donc  AR.  AC  : : AC.  AB  , ainfi  les 
deux  côtés  A R.  AC  du  triangle  ACR  , font  proportionnels  aux 
deux  côtés  AC,  AB  du  triangle  ABC  ôc  comme  l’angle  compris  A 
eft  le  même  dans  l’un  ôedans  l’autre;  les  deux  triangles  ACR,  ABC 
font  femblables,  ( N.  161.)  ôc  par  conféquent  le  triangle  ACR 
eft  ifofeele  , de  même  que  le  triangle  ABC;  ce  qui  rend  auftl 
ifofeele  le  triangle  RCB  , puifque  AC  = CR  = RB  : or,  l’an- 
gle ARC  externe  au  triangle  RCB,  vaut  les  deux  internes  oppo- 
lés  B , BCR  (N.  p7.)  ou  le  double  de  l’angle  B , à caufe  que 
les  deux  angles  B ôc  BCR  du  triangle  ifofeele  RCB  font  égaux  r 
ôc  l’angle  ARC  eft  égal  à l’angle  RAC,  puifque  le  triangle  ACR 
eft  ifofeele  ; donc , dans  le  triangle  ifofeele  ABC , l’angle  A fut 
la  bafe  eft  double  de  l’angle  B au  fommet. 

ip.7.  Problème.  Une  ligne  AC  ( Fig.  116.)  étant  donnée,  conf 
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truire  fur  cette  ligne  un  triangle  ifofccle , dont  chaque  angle  fur  la 
bafe  foit  double  de  F angle  au  fommet. 

Je  divife  la  droite  AC  en  moyenne  ôc  extrême  raifon  en  S; 
j’ajoûte  la  médiane  AS  à la  ligne  AC  de  A en  N,  6c  avec  la 
droite  AC  6c  deux  autres  droites  AB  , BC  égale  chacune  à la 
droite  CN,  je  conftruitun  triangle  ifofcele  qui  eh  le  triangle  de- 
mandé. 

Car,  puifque  la  droite  AN  eft  égale  à la  médiane  de  AC  divi- 
fce  en  moyenne  6c  extrême  raifon , la  droite  CN  efl  aufti  divifée 
en  moyenne  6c  extrême  raifon  en  A,  (A^.  ipi.)  ôc  fa  médiane 
eft  AC  : or,  AB  = CN  par  la  conftruêiion  ; donc  ft  nous  cou- 
pons AB  en  moyenne  ôc  extrême  raifon  en  R , fa  médiane  BR 
fera  égale  à la  médiane  AC  ; ainfi  nous  avons  un  triangle  ifof- 
cele ABC  dont  la  bafe  AC  eft  la  médiane  de  l’un  de  fes  côtés  , 
6c  par  conféquent  nous  démontrerons  comme  dans  le  Problème 
précédent,  que  chaque  angle  fur  la  bafe  eft  double  de  l’angle  du 
fornmer. 

ip8.  Corollaire.  Dans  tout  triangle  ifofcele  ABC 
( Fig.  1 1 y.  1 16.)  dont  chaque  angle  de  la  bafe  eft  double  de  celui  du 
fommet , fi  ton  coupe  F un  des  angles  de  la  bafe  en  deux  également,  par 
une  droite  CR  qui  coupe  le  coté  oppofé  en  R ; ce  côté  fera  coupé  en 
moyenne  & extrême  raifon.  C’eft  une  fuite  évidente  de  ce  qui  a été 
dit  ci-defTus  {N.  ip5.  ). 

ipp.  Corollaire  II.  Dans  tout  triangle  ABC  (Fig.  1 1 f.  t\6.) 
dont  chaque  angle  de  la  bafe  eft  double  de  celui  du  fommet  ; F angle  du 
fommet  efl  de  36  degrés , & chaque  angle  fur  la  bafe  eft  de  72.  Je 
divife  chaque  angle  de  la  bafe  en  deux  également  ; ainfi  les  trois 
angles  du  triangle  valent  enfcmble  cinq  angles  égaux  à celui  du 
fommet  : or,  les  trois  angles  du  triangle  valent  cnfemble  deux 
droits  ou  1 80  degrés  ; ( N.  97.  ) donc  les  cinq  angles  égaux  va- 
lent aufii  180  degrés  , ôc  par  conféquent  chacun  d’eux  en  vaut 
3 <S  qui  eft  le  cinquième  de  180.  L’angle  du  fommet  vaut  donc 
36,  ôc  chaque  angle  de  la  bafe  vaut  72  , puifqu’il  eft  double  de 
l’angle  du  fommet. 

200.  Proposition  XLVII.  Si plufteurs para/elles  AB  , CD,' 
EH.  6c  c.  (Fig.  11 7.  ) font  coupées  par  plufteurs  lignes  AH,  MN  , 
RS,  BE  ôcc.  qui  fe  coupent  en  un  même  point  ; ces  paralelles  font  cou- 
pées en  même  raifon. 

Comparons  d’abord  les  paralelles  AB,  CD  qui  font  du  même 
côté  par  rapport  au  point  O ; les  triangles  AOM  , COT  font 
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femblablcs,  à caufe  de  l’angle  AOM  commun , des  angles  OAM,  - 
OCT  faits  parles  paralqUes  avec  AO  égaux  entr’eux  , ôc  des  an- 
gles OMA  OTC  égaux  pour  la  même  raifon;  ainfi  nous  avons 
AM,  CT  ::  OM.  OT.  or,  les  triangles  MOR  , TOV  étant 
auffi  femblables,  donnent  MR.  TV  ::  OM.  OT  ; donc  AM. 
CT  ::  MR.  TV;  mais  les  mêmes  triangles  MOR,  TOV,  don- 
nent MR.  TV  ::  OR.  OV,  ôc  à caufe  des  triangles  femblables 
ROB  , VOD  nous  avons  RB,  VD  ::  OR.  OV.  donc  MR. 
TV  ::  RB.  VD  ; ainfi  la  raifon  des  parties  AM,  CT  des  para- 
lclles  AB  , CD  étant  égale  à la  raifon  des  parties  MR,  TV,  & 
celle-ci  étant  égale  à la  raifon  des  parties  RB,  VD;  il  s’enfuit 
que  les  paralelles  AB,  CD  font  coupées  en  même  raifon. 

Maintenant , comparons  les  paralelles  AB,  EH  qui  font  de 
différents  côtés  par  rapport  au  point  O ; les  triangles  AOM , 
HON font  femblables,  a caufe  de  l’angle  AOM  égale  à l’angle 
HON  qui  lui  cft  oppofé  au  fommet,  de  l’angle  OAM  égal  à fon 
alterne  OHN,  ôc  de  l’angle  OMA  égal  àfon  alterne  ONH;donc 
AM.  NH  ::  MO.  NO;  or  les  triangles  MOR,  SON  étant  fem- 
blables par  les  mêmes  raifons  , donnent  AIR.  SN  ::  MO.  NO  ; 
donc  AAI.  NH  ::  MR.  SN;  mais  les  mêmes  triangles  MOR  , 
SON  donnent  auffi  AIR.  SN  : : RO.  SO,  ôc  à caufe  des  trian- 
gles femblablcs  ROB,  SOE,  nous  avons  RB.  SE  ::  RO.  SO; 
donc  AIR.  SN  ; ; RB.  SE;  ainfi  la  raifon  des  parties  AAI , HN 
des  paralelles  AB,  EH  étant  égale  à la  raifon  des  parties  MR , 
SN,  & celle-ci  égale  à celle  des  parties  RB , SE;  il  eft  clair 
que  les  deux  paralelles  AB , EH  font  coupées  en  même  raifon  : 
& ainfi  des  autres. 

201.  Problème.  Couper  une  ligne  droite  donnée  AB  (Fig.  1 1 8.} 
en  tant  de  parties  égales  que  Ion  voudra. 

J e prens  une  droite  indéfinie  NX,  fur  laquelle  je  porte  avec 
une  ouverture  de  compas  à diferétion , autant  de  parties  égales 
qu’on  en  demande  pour  la  ligne  AB  ; par  exemple  quatre , NR  , 
RS  , ST , TX.  Je  fais  fur  XN  un  triangle  équilatéral  N VX  ; ôc 
du  point  V , je  mène  des  droites  aux  points  de  divifion  R , S , T. 
Cela  fait,  je  prens  avec  le  compas  la  grandeur  de  la  ligne  AB  , 
ôc  je  la  porte  fur  les  deux  côtés  VX  , VN  prolongés , s’il  le  faut  , 
de  V en  H , Ôc  de  V en  L ; je  joints  les  points  H , L par  la  droit  e 
HL,  ôc  prolongeant,  s’il  cft  néceffaire , les  droites  VR , VS , VT 
jufqu.’à  ce  qu’elles  coupent  la  droite  HL  , cette  ligne  HL  eft 
égale  à la  droite  donnée , ôc  elle  eft  divifée  en  nombre  de  par- 
ties requis. 
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Car  à caufc  des  bafes  paralelles  XN , HL , les  triangles  VXN , 
VHL  font  femblables  ; or , le  triangle  VXN  eft  équilatéral  ; donc 
le  triangle  VHL  l’eft  auffi  , & par-conféquent  HL=  HV  , mais 
VH  eft  égal  à AB  par  la  conftru&ion  , donc  HL  eft  auffi  égal 
à AB.  Or j par  la  Propofition  précédente  , les  droites  XN,  HL 
paralelles  entre  les  lignes  qui  partent  du  même  point  V,  font  di- 
vifées  en  même  raifon , ôc  XN  a été  divifée  en  quatre  parties 
égales  ; donc  HL  eft  auffi  divifée  en  4 parties  égales. 

Cette  pratique  eft  fort  ingénieufe,  mais  elle  a l’inconvenient 
qu’après  avoir  divifé  HL  en  parties  égales , il  faut  porter  ces 
parties  fur  la  droite  AB,  ce  qui  eft  quelquefois  embarraffant , fur- 
tout  lorfque  les  parties  égales  font  fort  petites.  C’eft  pourquoi 
j’aimerois  mieux  me  fervir  de  la  pratique  fuivante. 

Soit  donc  la  ligne  AB  (119.)  qu’on  propofe  de  divifer  en 
quatre  parties  égales  ; je  fais  en  A un  angle  à volonté  BAX  , 
& du  point  B , je  mene  une  paralelle  au  côté  AX  ; je  prens  une 
ouverture  de  compas  à diferétion,  ôc  je  la  porte  quatre  fois  fur 
le  côté  indéfini  AX  , de  A en  Al,  de  M en  N,  ôcc.  Je  porte  la 
même  ouverture  auffi  quatre  fois  fur  la  paralelle  indéfinie  BZ  , 
de  B en  S , de  S en  T , ôcc.  Je  joints  les  points  de  divifion  des 
lignes  AC , BD  par  des  droites  CB  , RS , NT,  MV,  AD  , ôc 
ces  lignes  coupent  la  droite  AS  en  quatre  parties  égales. 

Car  AB  étant  inclinée  entre  les  paralelles  AC  , BD  , les  an- 
gles alternes  BAC , A BD  font  égaux  ; or,  les  côtés  AC,  AB  du 
triangle  CAB,  font  égaux  chacun  à chacun  aux  côtés  BD,  BA 
du  triangle  ABD , donc  à caufe  des  angles  compris  égaux,  ces 
deux  triangles  font  parfaitement  égaux  (À'r.  100.),  ôc  l’angle  ABC 
eft  égal  à l’angle  BAD;  mais  ces  angles  font  alternes  entre  les 
droites  BC,  AD  , donc  ces  droites  font  paralelles  entr’elles 
( N.  73.  ).  Or,  les  droites  AC , BD  inclinées  dans  l’efpace  para- 
lelle BCAD  font  coupées  proportionnellement;  donc  les  lignes 
RS,  NT,  MV  qui  les  coupent  font  paralelles  aux  paralelles  BC, 
AD  (iV.  1 37.) , ôc  par  conféquent  les  mêmes  lignes  RS,  NT,  ôc c. 
coupent  en  même  raifon  l’inclinée  AB  ( A'-  1 S3- ) > c’eft-à-dire, 
en  quatre  parties  égales. 

202.  Définition.  Si  une  ligne  droite  AB  f Fig.  120.)  eft  cou- 
pée en  trois  parties  AC , CD  , DB,  de  forte  que  la  première  AC 
foit  à la  fécondé  CD,  comme  toute  la  ligne  AB  eft  à la  troifié- 
me  DB , cette  ligne  eft  dite  être  coupée  Harmoniquement , ou  en 
trois  parties  Harmoniquement . 
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Et  il  faut  obfervcr  que  quand  une  ligne  eft  ainfi  coupée , on  a 
aulfi  la  troifiéme  partie  DB , eft  à la  fécondé  CD  , comme  la 
ligne  entière  eft  à la  première  AC.  Car  par  la  définition  nous 
avons  AC  , CD  ::  AB,  DB;  donc  en  faifant  le  produit  des  extrê- 
mes & des  moyens,  nous  aurons  ACxDB  = CDxAB , d’où  l’on 
tire  cette  proportion  DB  , CD  ::  AB,  AC;  ainfi  l’on  peut  dire 
que  quand  une  ligne  ejl  divifée  harmoniquement  en  trois  parties,  cha- 
que extrême , eft  à la  partie  du  milieu  comme  la  ligne  entière  ejl  à P au- 
tre extrême. 

2oj.  Corollaire.  Quand  une  ligne  AB  (Fig.  120.)  eft  divifée 
harmoniquement , la  parue  du  milieu  CD  e/1  toujours  moindre  que  cha- 
cune des  extrêmes  AC, DB.  Car  puifque  AC,CD  ::  AB,  DB, 
ôc  que  AB  eft  plus  grand  que  DB  ; AC  doit  être  aulfi  plus  grand 
que  CD.  De  même  , puifque  nous  avons  DB , CD  : : AB , AC , 
6c  que  AB  eft  plus  grand  que  AC , DB  doit  être  aulfi  plus  grand 
que  CD. 

204.  Problème.  Divifer  une  ligne  droite  AB  ( Fig.  1 20.  ) en  trois 
parties  harmoniquement. 

Je  prens  hors  de  la  ligne  AB  & defes  prolongemens,  un  point 
quelconque  R,  d’où  je  mené  aux  extrémités  A , B les  droites 
RA , RB.  Je  coupe  l’une  ou  l’autre  de  ces  droites  en  un  point 
quelconque  P,  ôc  de  ce  point,  je  mene  fur  AB  la  droite  PD  pa- 
ralelle  à l’autre  ligne  RA.  Je  prolonge  PD  en-delà  de  D , faifant 
DS=PD  ; du  point  S , je  mène  au  point  R la  droite  SR  qui  cou- 
pe la  droite  AB  en  C,  6c  la  ligne  AB  eft  coupée  harmonique- 
ment aux  points  C,  D.  Ce  que  je  prouve  ainfi. 

A caufe  des  paralelles  AR , SP  qui  font  les  angles  alternes 
égaux  , 6c  de  l’angle  A CR  égal  à l’angle  SCD  qui  lui  eft  oppofé 
au  femmet,  les  triangles  ACR , SCD  font  femblables  ; donc  AC, 
CD  ! : AR,  SD  ; or,  les  triangles  ARB,  DPB  étant  femblables 
à caufe  des  bafes  AR , DP  paralelles , donnent  AB , DB  : : ÂR  , 
DP  ou  AB,DB  ::  AR,  SD,  puifque  DP =SD  parla  conftruc- 
tion  5 donc  AC,  CD  ::  AB,  DB , ôc  partant  la  ligne  AB  eft  dtvi- 
fée  harmoniquement. 

2oy.  Corollaire  I".  Ouand  on  propofe  de  divifer  une  ligne  har- 
moniquement fans  déterminer  aucune  de  fes  parties , le  Problème  ejl 
indéterminé  cr  fufceptible  d'une  infinité  de  folutions.  Par  le  Problème 
précédent,  le  point  R peut  être  pris  où  l'on  voudra,  le  point  P 
peut  être  pris  à diferétion  fur  l’une  ou  l’autre  des  lignes  RA  ,RB; 
or,  tout  cela  peut  varier  d’une  infinité  de  façons,  ôc  donner  fur 
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la  ligne  AB  une  infinité  de  points  C,  D.  Donc,  ôcc. 

20 6.  Corollaire  II.  Mais  ft  la  ligne  AB  ejl  déterminée  & quel- 
qu'une de  fes  parties , ou  ft  deux  de  fes  parties  font  connues , & que  /a 
ligne  entière  fit  inconnue,  tout  ejl  déterminé , & le  problème  ne  peut 
avoir  qu'une  folution. 

En  premier  lieu,  fi  la  ligne  AB  eft  connue  ôc  l’une  ou  l’autre 
de  fes  extrêmes  auffi  ; par  exemple  , la  partie  AC , ôc  qu’il  s’agiffe 
-de  trouver  le  point  D auquel  le  refte  CB  de  la  ligne  doit  être 
coupée  ; nous  lavons  qu’il  faut  avoir  AC,  CD  : : AB  , DB , ou  en 
alternant  AC,  AB  : : CD,  DB  ; c’eft  pourquoi  il  n’eft  quefiion 
que  de  couper  CB  en  deux  parties  CD , DB  proportionnelles  à la 
partie  AC , & à la  ligne  entière  AB.  Or,  A B ne  peut  pas  être 
coupée  du  même  côté  en  deux  autres  parties  proportionnelles  à 
AC , AB(M  178.);  donc  le  problème  ne  peut  avoir  qu’une  folu- 
tion. 

En  fécond  lieu,  fi  la  ligne  AB  eft  connue,  & qu’on  dife  que 
la  partie  du  milieu  eft  égale  à une  ligne  donnée.  Nous  favons  que 
nous  devons  avoir  AC,  CD  ::  AB,  DB,  ce  qui  donne  ACxDB 
= CDxAB  ; ainfi  les  deux  extrêmes  que  nous  ne  connoiffons 
pas  en  particulier,  doivent  être  réciproques  à la  ligne  entière 
AB,  & à fa  partie  CD  (N.  183.)  dont  nous  connoiffons  la  va- 
leurs c’eft  pourquoi  retranchant  de  la  ligne  AB  la  valeur  de  fa 
partie,  le  refte  fera  lafommedes  deux  extrêmes  AC,  DB,  ôc  ajou- 
rant à la  ligne  AB  une  droite  AM  égale  à la  valeur  de  la  partie 
du  milieu  , la  fomme  fera  celle  de  la  ligne  entière  & de  fa  partie 
CD.  Divifant  donc  la  fomme  des  extrêmes  AC-t-DB  en  deux 
parties  réciproques  aux  deux  parties  de  la  fomme  MB,  ces  deux 
parties  feront  les  valeurs  des  extrêmes,  ôc  comme  la  ligne  égale 
a la  fomme  AC -H  DB,  ne  peut  êtrecoupée  de  deux  façons  diffé- 
rentes en  deux  telles  parties  réciproques,  enforte  que  les  parties 
d’une  fécondé  divifion  qu’on  voudroit  faire,  fuffent  différentes 
des  deux  parties  de  la  première  divifion  (A'.  188.).  Il  s’enfuit 
que  le  Problème  n’a  qu’une  folution. 

Entroifiéme  lieu,  fi  les  deux  parties  de  fuite  MC,  CD  , font 
connues,  ôc  qu’on  demande  de  trouver  toute  la  ligne;  nous  fa- 
vons que  nous  devons  avoir  AC,  CD  ::  AB,  DB;  donc  en  divi- 
fànt , nous  aurons  AC  — CD , CD  : : AB  — DB , DB  , c’eft-à- 
dire  , AC — CD,  CD  ::  AD,  DB,  ôc  par  conféquentil  ne  fera 
quefiion  que  de  chercher  une  quatrième  proportionnelle  à b dif- 
férence AC  — CD  des  lignes  connues  AC,  CD,  à la  ligne  CD, 
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& à la  Comme  AD  des  deux  lignes  ; 6c  comme  on  ne  peut  pas 
prendre  deux  quatrièmes  proportionnelles  differentes  à trois  gran- 
deurs déterminées,  le  Problème  eft  déterminé. 

Enfin,  fi  les  deux  extrêmes  AC,  BD  (Fig.  1 21.)  font  données; 
ôc  qu’on  demande  la  partie  du  milieu  , nous  favons  par  le  cas 
précédent  que  les  deux  extrêmes  doivent  être  réciproques  à la 
partie  du  milieu,  6c  à la  ligne  entière  , c’eft-à-dire  que  le  produit 
ACxBD,  doit  être  égal  au-produit  de  la  partie  du  milieu  par  la 
ligne  entière  (N.  1S3.  ).  Ainfi  je  mene  une  ligne  MR  égaie  à la 
Comme  des  extrêmes,  faifant  MN  = AC,  ôc NR  = BD,  6c  divi- 

fant  MR  en  deux  également  en  O,  j’ai  MNxNR=  MO  — NO 
(N.  14 5.).  Il  ne  s’agit  donc  plus  que  d’ajouter  à la  ligne  MR 
une  ligne  M V , telle  que  le  rc&anglc  de  l’ajoutée  MV  par  la  ligne 
entière  VR,  foitégal  au  rectangle  MNxNR,  6c  de  faire  voir  en- 
fuite  que  cette  ajoutée  eft  la  partie  du  milieu , 6c  qu’il  ne  peut  y 
en  avoir  d’autre.  Or , nous  favons  que  nous  devons  avoir  VMxVR 

■■  -a  * - ■ ■ » 

«=  VO — MO  ( A^.  148.)  ; donc  il  faut  que  nous  ayons  auffi  VO 

— MO  = MNxNR,  ôc  partant  VO — MO  = MO  — NO,  6c 

ajoutant  MO  de  part  ôc  d’autre , nous  aurons  VO  = 2MO — NO; 

pour  trouver  donc  ce  quarré  VO , Ôc  par  conféquent  la  racine  V O.' 
J eleve  fur  le  milieu  O de  la  ligne  MR  une  perpendiculaire  OX, 
que  je  fais  égale  à MO  ou  OR , 6c  je  mene  la  droite  RX  , ce  qui 

donne  un  triangle  reêlangle  ifofeele , dans  lequel  j’ai  RX  ==  OR 

+ OX  (M  171.),  6c  à caufe  de  OR  = OX  = MO , j’ai  RX 

= îMO  Du  point  N pris  pour  centre,  ôc  avec  une  ouverture 
de  compas  égale  à RX,  je  décris  un  arc  qui  coupe  en  Z la  per- 
pendiculaire OX  prolongée  , 6c  menant  la  droite  NZ,  laquelle 
eft  égale  par  conféquent  à RX  , j’ai  un  autre  triangle  rcélangle 

NZO,  qui  donne  ZN  ou  RX  = ZO-hNO  ( A'.  171.);  mais 

RX  = 2MO  , donc  2MO  = ZO-f-NO,  6c  retranchant  NO 

de  part  ôc  d’autre  j’ai  2MO  — NO  = ZO  ; mais  2MO  — NO 

= VO,  comme  on  vient  de  voir  ; donc  VO  = ZO,  ôc  VO 
= ZO  ; ainfi  prolongeant  OM  au-delà  de  M,  ôc  portant  ZO  de 
O en  V , nous  aurons  la  droite  VO , de  laquelle  retranchant  MO , 

le 
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|ô  refte  fera  la  petite  partie  cherchée , faifant  donc  une  ligne  égale 
auxtrois  VM,  AC,  BD,  & dontVM,  foit  la  partie  du  milieu , 
cette  ligne  fera  la  ligne  divifée  harmoniquement,  & qui  aura 
pour  extrêmes  les  deux  données  AC , BD  , & le  Problème  n’a 
qu’une  folution  ; car  fi  VM  devenoit  plus  grand  ou  plus  petite , le 
re&angle  de  VM,  par  toute  la  ligne  , feroit  plus  grand  ou  plus 

■ - 1 - - t 

petit  que  le  re&angle  ACxBD  ou  2MO  — NO. 

507.  Corollaire  III.  Il  fuit  du  Corollaire  précédent  que  fi 
deux  lignes  égales  divifées  harmoniquement  ont  une  des  extrêmes  égale 
à une  des  extrêmes  ou  la  partie  du  milieu  égale  à la  partie  du  milieu , 
tes  deux  autres  parties  font  égales  chacune  à chacune  aux  deux  autres 
parties , dr  que  Ji  les  deux  extrêmes  ef  une  ligne  font  égales  aux  deux 
extrêmes  d’un  autre , ou  une  extrême  dr  la  partie  du  milieu  égale  à une 
extrême  , dr  la  partie  du  milieu  les  deux  lignes  font  égales  ; car  autre-  * 
ment  le  Problème  ne  feroit  pas  déterminé  dans  tous  les  cas  dont 
hous  avons  parlé  (N.  20 5.  ) , ce  qui  n’eft  pas  poffiblc. 

208.  Corollaire  IV.  Si  dé un  point  R (Fig.  122.)  pris  hors 
dune  ligne  AB  divifée  harmoniquement  aux  points  C , D , on  mene 
quatre  lignes  indefinies  qui  pajfent  par  les  points  A , C , D , B de  la 
ligne  AB , toute  ligne  Po,  HZ , &c.  qui  coupera  trois  de  ces  lignes , 
dr  qui  fera  paralelle  à la  quatrième,  fera  coupée  en  deux  également 
entre  les  lignes  qu’elle  coupera. 

' Du  point  D , je  mene  PS  paralelle  à AR,  & qui  coupe  les  trois 
lignes  RZ , RT , RV , les  triangles  ARC , DSC  font  femblables; 
à caufe  des  angles  alternes  que  font  les  paralelles  AR,  PS,  ôc 
de  l’angle  ACR  égal  à l’angle  SCD  qui  lui  eft  oppofé  au  fom- 
met;  donc  AR,  SD  ::  AC,  CD;  or, les  triangles  ARB  , DPB 
étant  femblables  à caufe  des  bafes  paralelles  AR,  DP , donnent 
AR , DP  : : AB,  DB , & par  la  fuppofition  nous  avons  AC,  CD  : : 
AB,  DB , donc  les  raifons  AR,  SD  & AR,  DP  qui  font  égales 
aux  deux  précédentes , font  égales  entr’elles , & nous  avons  A R , 
SD  : : AR , DP , c’eft-  à-dire  SD  = DP , à caufe  des  antécédcns 
égaux  AR,  AR.  Ainfi  SP  eft  divifée  en  deux  également  entre 
les  trois  lignes  RZ,  RT,  RV  ; mais  toutes  les  lignes  HZ , &c. 
menées  entre  ces  trois  lignes  paralellement  à RA  ou  à PS,  font 
coupées  en  même  raifon  que  PS  ( N.  200.  ) ; donc  elles  font  cou- 
pées en  deux  également. 

. Et  on  prouverait  aifément  la  même  chofe  fi  la  ligne  PS  (Fig.  125.) 
avoit  été  menée  du  point  C entre  les  trois  RX,  RZ , RT,  para- 
Tome  /.  O o 
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tellement  à RV ; car  à caufe  des  triangles  femblables  CSD,RDB 
on  auroitRB,CS  ::  DB,  DC,  & tes  triangles  femblables  ARB, 
APC  donneroient  RB,  PC  : : AB,  AC  ; mais  à caufe  que  la  ligne 
AB  eft  divifée  harmoniquement,  on auroit  AB,  AC  ::  DB,  DCi 
donc  on  auroit  aulfi  RB , PC  ::  RB,  CS , ôc  partant  PC  = CS. 
Mais  toutes  lignes  HT,  ôcc.  paralelles  à AV  ou  à PS  font  cou- 
pées en  même  raifon  par  tes  lignes  RX , RZ , RT  ; donc  elles 
font  aulfi  coupées  en  deux  également. 

20p.  Corollaire  V.  Si  quatre  lignes  qui  partent  d’un  mime 
point  R(Fig.  122.  si].)  font  difpofèes  de  façon  que  toute  ligne  qui  en 
coupe  trois , & qui  ejl  par  ale  lie  à fa  quatrième , /oit  coupée  en  deux  éga- 
lement entre  les  trois  lignes  qui  les  coupe , je  dis  que  toute  ligne  qui 
coupera  les  quatre  lignes  à la  fois  dans  quelque  pofttion  que  ce  fait  fera 
coupée  harmoniquement  entre  les  quatre  lignes. 

D’un  point  quelconque  A de  la  ligne  RX  (Fig.  1 22.);  je  mene 
une  droite  AB  entre  tes  quatre  lignes  RX,  RZ,  RT,  RV,  6c  com- 
me onfuppofe  que  toute  ligne  HZ  paralelle  à RX , ôc  comprife 
entre  tes  trois  autres  , eft  divifée  en  deux  également  ; je  mene  du 
point  D la  droite  PS  paralelle  à RX , 6c  par  conféqucnt  j’ai  SD 
= DP  ; or,  tes  triangles  temblables  ARC , SCD  donnent  AR 
SD  : : AC , CD , ôc  à caufe  des  triangles  femblables  ARB,  DPB , 
AR,  PD  ou  SD  ::  AB,  DB;donc  AC,  CD  ::  AB,BD,c’efh 
à-dire  AB  eft  divifée  harmoniquement. 

Et  ce  feroit  la  même  chofe  fi  on  difoit  que  toute  ligne  PS 
(F>$-  123.)  paralelle  à RV  6c  comprife  entre  tes  trois  autres  , 
étoit  coupée  en  deux  également.  , 

aïo.  Corollaire  VI.  Si  quatre  lignes  RX,  RZ  , RT,  RV, 
( Fig.  1 24.  ) qui  partent  d'un  même  point  R , J ont  tellement  dtfpofées 
que  toute  ligne  PT  comprife  entre  trois , & paralelle  à la  quatrième  , 
foit  divi/ée  en  deux  également , ou  , ce  qui  revient  au  même , que  toute 
ligne  AB  compri/e  entre  les  quatre  , foit  coupée  harmoniquement  : Je 
dis  que  ces  quatre  lignes  étant  prolongées  au-delà  de  R , ce  qui  donnera 
huit  lignes  RX  , RZ , RT , RV , RI , RL , RS , RQ , il  arrivera 
toujours  que  toute  ligne  qui  coupera  quatre  de  ces  huit  lignes  fera  di- 
vifee  harmoniquement , & que  toute  ligne  comprife  entre  trois  de  ces 
lignes  & paralelle  à une  quatrième , fera  divifée  en  deux  également. 

En  premier  lieu,  il  eft  clair  que  fi  je  mene  entre  les  quatre 
prolongemens  des  quatre  lignes  , la  droite  MF  paralelle  à AB, 
elle  fera  divifée  en  même  raifon  que  AB  ( N.  200.  ) , 6c  par  con- 
féquent  harmoniquement , ÔC  comme  delà  il  fuit  que  toute  ligne 
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paralelle  à l’un  de  ces  prolongemens , & compris  entre  les  trois 
autres , fera  divifée  en  deux  également  (IV.  208.)  i il  s’enfuit  auiïi 
que  toute  ligne  qui  fera  comprife. entre  les  quatre  dans  quelque 
pofidon  que  ce  foit  fera  coupée  harmoniquement  ( N.  20p.  ). 

En  fécond  lieu,  puifque  les  quatre  RX  , RZ,  RT,  RV  cou- 

{>ent  AB  harmoniquement  par  la  fuppofition , & qu’ainfi  toute 
igné  comprife  entre  les  trois  RZ,  RT,  RV  & paralelle  à RA 
ou  RQ , eft  coupée  en  deux  également,  il  s’enfuit  que  les  quatre 
RZ,  RT , RV , RQ , font  difpofées  de  la  façon  qu’il  faut,  pour 
que  toute  ligne  qui  fera  comprife  entre  les  quatre  foit  coupce 
harmoniquement  ( N.  20p.  ) , & partant  toute  ligne  comprife 
entre  les  trois  RT , RV , RQ , & paralelle  à la  quatrième  RZ 
ou  RS  fera  coupée  en  deux  également  ( -V.  208.  ) , & on  prouvera 
les  mêmes  chofes  , & de  la  même  façon  à l’égard  des  quatre 
lignes  RT,  RZ,  RX,  RI. 

En  troifiéme  lieu , puifque  toute  ligne  qui  coupe  les  trois 
RT,  RV,  RQ , & qui  eft  paralelle  à la  quatrième  RZ  ou  RS , 
eft  coupée  en  deux  également,  toute  ligne  qui  coupe  les  quatre 
RT , RV , RQ , RS  eft  coupée  harmoniquement  ( N.  20p.  ) , & 
par  donféquent  toute  ligne  qui  coupera  les  trois  RV , RQ , RS , 
& qui  fera  paralelle  à la  quatrième  RT  , fera  coupée  en  deux 
égal  ement , fie  les  mêmes  chofes  fe  prouveront  à l’égard  des  qua- 
tre lignes  RZ , RX , RI , RL. 

Enfin,  puifque  toute  ligne  comprife  entre  les  trois  RV,  RQ,  RS , 
& paralelles  à la  quatrième  RT  ou  RL,  eft  coupée  en  deux  éga- 
lement; toute  ligne  menée  entre  les  quatre  RV , RQ , RS , RL 
doit  être  coupée  harmoniquement  ( N.  20p.  ) ; d’où  il  fuit  que 
toute  ligne  comprife  entre  les  trois  RQ , RS , RL,  & paralelles 
à la  quatrième  RV , eft  coupée  en  deux  également  ( N.  208.) , 
& la  même  chofe  fe  prouvera  à l’egard  des  quatre  RX  , RI , 
RL, RS.  Donc,  &c. 

211.  Proposition  XLVIII.  Si  deux  Urnes  droites  divifees  har- 
moniquement , ont  un  point  commun , cejl-à-dire , ou  t un  des  deux  ex- 
trêmes , ou  l un  des  deux  moyens  , les  lignes  qui  joindront  les  autres 
points  de  divifton , ou  feront  paralelles  entr  elles , ou  iront  aboutir  à un 
mime  point. 

Soient  les  deux  droites  AB , AR  ( Fig.  1 2j.  127.  ) divifées  l’une 
& l’autre  harmoniquement,  & qui  ont  le  point  extrême  A com- 
mun ; je  joints  les  points  du  milieu  par  les  droites  CE , DH , & 
ces  lignes  feront  ou  paralelles  cntr’elles  ou  non  paralelles  -,  Ci  elles 
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font paralelles  ( Fig.  12 y.)  ; je  joints  les  autres  points  B , R par 
la  droite  BR  , ôc  je  dis  que  cette  droite  eft  paralelle  aux  deux 
autres;  car  fi  on  veut  qu’elle  ne  le  foit  pas,  je  mene  par  le  point 
B une  droite  paralelle  aux  autres  CD,  DH,  ôc  cette  droite  cou- 
pera la  droite  AR  prolongée  , s’il  le  faut,  en  un  point  S different 
de  R.  Or,  le  triangle  ASB  étant  coupé  par  les  droites  CE,  DH 
paralelle  au  côté  BS,  fes  autres  côtes  AB,  AS  feront  coupés  en 
même  raifon  ( N.  1 y 8.  ) , ôc  par  conféquent  le  côté  AS  fera  divifé 
harmoniquement  à caufe  du  côté  AB  divifé  harmoniquement  ; 
ainfinous  aurons  deux  lignes  droites  inégales  AR,  AS  divifées 
harmoniquement,  Ôc  qui  auront  cependant  deux  parties  commu- 
nes AE , EH , ce  qui  eft  impoflible  (JV.  207.  ).  Donc , ôcc. 

Si  les  droites  CE,  DH  [Fig.  127.)  ne  font  pas  paralelles,  ces 
droites  prolongées  fe  couperont  en  quelque  point  O , ôc  je  dis 
que  la  droite  BR  prolongée  paffera  par  ce  point  ; car  fi  on  veut 
que  cela  ne  foit  pas , je  mène  du  point  O la  droite  OA , ôc  une  •• 
autre  droite  au  point  B , laquelle  par  conféquent  coupera  AR  , 
prolongée , s’il  le  faut , en  un  autre  point  S ; ainfi  à caufe  que 
AS  fera  comprife  entre  quatre  lignes  droites  OA,  OC,  OD, 
OSB,  qui  coupent  AB  harmoniquement,  AS  fera  auftl  coupée 
harmoniquement  que  ces  quatre  lignes  ( N.  208.  ) , ôc  par  confé-- 
quent , nous  aurons  deux  lignes  droites  différentes  AS , AR  cou- 
pées harmoniquement  , ôc  qui  auront  cependant  deux  parties, 
communes  AE,  EH,  ce  qui  eft  impoflible  ( N.  207.  ) ; donc  il 
eft  impoffible  que  la  ligne  BR  prolongée,  11e  paffe  pas  par  le  point 
O , ou  les  autres  lignes  CE,  DH  prolongées,  vont  fe  couper. 

Et  on  démontrera  de  la  même  façon,  que  fi  deux  lignes  droi-’ 
tes  AB , ER , (Fig.  1 26.  1 28.)  coupées  harmoniquement , fe  cou- 
pent en  un  des  points  moyens  C , les  droites  menées  par  leurs- 
points  de  divifion  ou  feront  paralelles  entr’elles  (Fig.  12 6.) , ou 
fe  couperont  toutes  en  un  même  point  O ( Fig.  ia8.). 

212.  Remarque.  Les  propriétés  de  la  ligne  divifée  harmoni- 
quement , font  d’une  grande  utilité  pour  l’intelligence  des  Sec- 
tions Coniques,  ôc  pour  abréger  beaucoup  le  travail  dans  l’étude 
de  ces  Courbes,  comme  on  verra  dans  la  fuite. 

2 1 3.  Proposition  XLIX.  Si  plufieurs  lignes  droites  font  en  pro- 
portion Géométrique  continué } leurs  différences , font  en  même  raifon 
que  c s lignes.  • ■ . 

Soient  les  trois  lignes  AB,  AC,  AD  ( Fig.  129.  ) en  propor- 
ion  continué  Géométrique,  leurs  différences,  feront  BC,  CD > 
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6c  il  s’agit  de  faire  voir  que  BC,  CD  ::  AB,  AC,  & pour  cela, 
comme  le  quarré  de  la  moyenne  AD  eft  égal  au  produit  ou  rec- 
tangle des  deux  extrêmes  AB,  AC,  fi  je  fais  le  quarré  AHMC 
de  la  moyenne  AC,  6c  le  rettangle  ARSB  des  extrêmes  AB, 
AD , le  quarré  AHMC  fera  égal  au  rectangle  ARSB,  & retran- 
chant de  part  & d’autre  le  rectangle  commun  AHPB , les  rec- 
tangles reltans  BCMP,  PHRS  feront  encore  égaux  , & partant 
leurs  côtés  feront  réciproques  (Al.  184.) , 6c  nous  aurons  PM, 
PS  ::  PH,  PB  ; or,  à caufe  des  paralelles  AH , BP , CM , 6c  des 
paralelles  AB,  HP , nous  avons  PM  = BC , 6c  HP  = AB , 6c  à 
caufe  de  ARou  BS  = AD,  6c  de  AH  ou  BP  = AC,  nous  avons 
PS  = CD  ; mettant  donc  ces  valeurs  de  PM , PS , PH  ôc  PB , 
dans  la  proportion  PM,  PS,  PH , PB,  nous  aurons  BC,  CD;; 
AB,  AC , ce  qu’il  falloir  démontrer. 

S’il  y avoit  plus  de  trois  lignes , on  démontreroit  encore  la 
même  chofe,  car  fuppofant  que  quatre  lignes  a,  b ,c,d  biffent 
en  proportion  continue , les  différences  des  trois  premières  fe- 
roient entr’elles  comme  a eft  à b ; or  les  trois  dernicres  b , c,  d, 
étant  aufïi  en  progreflion,  leurs  différences  feroient  comme  b eft 
à c,  6c  par  conféquent  elles  feroient  aufïi  comme  a eft  à b , 6c 
ainfi  des  autres. 

214.  Problème.  Trouver  tant  de  moyennes  proportionnelles  Géo- 
métriques que  /’ on  voudra  entre  deux  lignes  données. 

On  n’eft  pas  encore  parvenu  à refoudre  ce  Problème  dans 
tous  les  cas  qu’il  renferme  en  n’employant  que  la  Géométrie  or- 
dinaire, c’eft-à-dire,  la  régie  6c  le  compas;  à la  vérité  la  Géo- 
trie  compofée  en  eft  venue  à bout  ; mais  il  eft  fi  difficile  de  bien 
exécuter  ce  qu’elle  nous  enfeigne  là-defius,  qu’on  peut  dire  que 
cette  découverte  eft  une  belle  fpéculation  , dont  il  ne  faut  lien 
attendre  dans  la  pratique.  Grand  nombre.  d’Auteurs  fe  bornent 
au  cas  de  deux  moyennes  proportionnelles  entre  deux  lignes  don- 
nées, qui  eft  la  plus  néceffaire  dans  la  Géométrie,  & nous  ont  don- 
né différens  ufages  qui  ont  tous  le  défaut  d’être  extrêmement  ta- 
tonneux  6c  peu  furs  ; ainfi  je  croisjque  le  meilleur  eft  de  fe  fervir 
du  Compas  de  Proportion  , comme  nous  l’enfeignerons  plus 
bas. 

Quant  aux  autres  cas  de  ce  Problème,  on  les  refoudra  tou- 
jours , lorfqu’il  s’agira  de  chercher  trois  moyennes  proportion- 
nelles entre  deux  lignes  données,  ou  7 , ou  1 y ou  3 1 , & ainfi  de 
fuite  en  doublant  toujours  & ajoutant  l’unité.  Car , par  exemple, 
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pour  trouver  trois  moyennes  proportionnelles  entre  deux  lignes 
a,  b j je  cherche  d’abord  une  moyenne  proportionnelle  entre  ces 
lignes,  & je  la  nomme  x ; ainfi  j’ai  a,  x ::  x,  b ; après  quoi  je 
cherche  une  moyenne  proportionnelle  z entre  a Sx  x , Sx  une 
autre  Rentre  x Sx  b-,  Sx  j ai  a,  z ::  z,x  ::  x,y::y,  b ; ce  que  je 
prouve  ainfi  : à caufe  de  a,  z ::  z,  x,  le  quarré  de  la  première 
a eft  au  quarré  de  la  fécondé  z , comme  la  première  a eft  à la 
troifiéme  x,  c’eft-à-dire  aa , zz  : : a , x ; ainfi  qu’il  a été  dit  dans  le 
premier  Livre  (M  3 27.)  ; de  même  à caufe  de  x , y ::y,  b,  nous 
avons  xx, yy  ::  x,  b ; mais  nous  avons  fait , a,  x ::  x,  b,  donc 
xx  ,yy  ::  a,  x;  or,  nous  venons  de  trouver  aa,  zz  ::  a,  x ; donc 
aa,zz  ::  xx  ,yy , Sx.  tirant  la  racine  quarrée  de  tous  les  termes, 
nous  aurons  a,  z ::  x,y,  mais  nous  avons  a,  z ::  z,x  Sx  x,y::y}b , 
donc  ces  quatre  raifons  font  égales , Sx  nous  avons  a,  z::z,x  :: 


*>y 

De  même  fi  l’on  demande  fept  moyennes  Géométriques  entre 
deux  lignes  données  a,  b > je  prens  d’abord  une  moyenne  Géo- 
métrique x , entre  a Sx.  b,  Sx.  enfuite  trois  moyennes  entre  a Sx  x, 
Sx  trois  moyennes  entre  x Sx  b,  Sx  ainfi  des  autres , ce  qu’on  dé- 
montrera de  la  même  façon. 

21  y.  Problème.  Trouver  tant  de  moyennes  proportionnelles  Ari- 
thmétiques aue  Son  voudra  entre  deux  lignes  données  (Fig.  130.). 

Autant  il  eft  impoffible  de  refoudre  le  Problème  précédent 
dans  tous  fes  cas , autant  eft-il  facile  de  refoudre  celui-ci.  Soit , 
par  exemple,  les  lignes  AB,  AC,  entre  lefquelles  on  demande 
de  trouver  trois  moyennes  Arithmétiques  , je  coupe  la  différence 
BC  de  ces  deux  lignes , en  autant  de  parties  égales  plus  une , 
qu’on  demande  des  moyennes,  c’eft-à-dire  en  quatre  BD, DE, 
EH , HC.  Je  donne  à la  ligne  AB  la  partie  BD  , Sx  la  ligne  AD 
eft  la  première  moyenne  demandée  ; j’ajoute  à AD  la  partie  DE , 
& la  droite  AE  eft  la  fécondé  moyenne  : enfin , j’ajoute  à la  droite 
AE  la  partie  EH,  & la  droire  AH  eft  la  troifiéme  moyenne; 
Sx  les  cinq  lignes  AB , AD , AE , AH , AC  font  en  progreffion 
Arithmétique  , puifqu’elles  fe  furpaflent  toutes  de  la  même  façon, 
ou  que  leur  différence  eft  toujours  la  même. 

2 1 6.  Proposition  XLVIII.  Si  trois  lignes  font  en  progreffion 
Arithmétique  afeendante  ou  défendant  e , la  première  efl  plus  petite  par 
rapport  à la  fécondé , que  la  fécondé  par  rapport  à la  troifiéme  ; & 
le  produit  des  extrêmes  eft  moindre  que  le  quarré  de  la  moyenne. 

Soient  les  trois  lignes  AB , AC , AD  ( Fig.  13 1,  ) en  progref-. 
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(ion  Arithmétique  afcendante , & dont  par  conféquent  les  diffé- 
rences BC,  CD  font  égales  ; je  cherche  entre  les  deux  extrêmes 
AB,  AD  une  moyenne  Géométrique  AX,  & à caufe  que  les 
trois  lignes  AB , AX  , AD  font  en  progreffion  Géométrique  , 
leurs  différences  BX , XD  font  entr’clles  comme  les  lignes  AB , 
AX(  N.  2ij.),  & comme  AB  eft  plus  petit  que  AX  , la  diffé- 
rence BX  eft  plus  petite  que  la  différence  XD  ; ainfi  BD  étant 
coupée  en  X en  deux  parties  inégales , dont  la  petite  eft  BX , 
cette  différence  BX  eft  moindre  que  la  moitié  BC  de  BD , la- 
quelle moitié  eft  la  différence  de  la  progreffion  Arithmétique  , 
& partant  la  moyenne  proportionnelle  Géométrique  AX  eft  plus 
petite  que  la  moyenne  Arithmétique  AC  » d’où  il  fuit  que  AB 
eft  plus  petite  par  rapport  à AC , que  par  rapport  à AX  ; mais 
dans  la  progreffion  Géométrique , nous  avons  AB  , AX  : : AX , 
AD  ; donc  AB  eft  auffi  plus  petite  par  rapport  à AC  , que  AX 
par  rapport  à AD  ; mais  AC  eft  plus  grande  par  rapport  à AD  , 
que  AX  par  rapport  à la  même  AD  ; donc  à plus  forte  raifon 
AB  eft  plus  petite  par  rapport  à AC , que  AC  , par  rapport  à 
AD. 


Maintenant  fuppofons  que  la  progreffion  Arithmétique  AD  , 
AC , AB  foit  delcendante  ; je  prens  la  moyenne  Géométrique 
AX  entre  ces  deux  lignes , ce  qui  do»ne  la  progreffion  Géomé- 
trique AD,  AX  ::  AX,  AB,  & les  différences  DX  , XB  étant 
entr’elles  comme  les  lignes  AD,  AX  (N.  215.) , la  différence 
DX  fera  plus  grande  que  la  différence  XB  à caufe  de  AD  plus 
grand  que  AX  ; ainfi  DX  fera  plus  grande  que  la  moitié  DC  de 
lî 1 ligne  DB , laquelle  moitié  eft  la  différence  de  la  progreffion 
Arithmétique  ; donc  la  moyenne  Géométrique  AX  fera  plus  pe- 
tite que  la  moyenne  Arithmétique  AC  > & par  conféquent  AD 
fera  moins  grand  par  rapport  à AC , que  par  rapport  à AX , & 
comme  AD,  AX  ::  AX,  AB,  la  ligne  AD  fera  aufli  moins  gran- 
de par  rapport  à AC,  que  AX  par  rapport  à AB  ; or,  AX  eft 
moins  grand  par  rappitkr  à AB , que  AC  par  rapport  à AB,  donc 
à plus  forte  raifon  AD  eft  moins  grand  par  rapport  à AC , que 
AC  par  rapport  à AB.  Ainfi  dans  l’un  & 1 autre  cas,  la  première 
ligne  de  la  progreffion  Arithmétique , eft  moins  grande  par  rap- 
port à la  fécondé,  que  la  fécondé  par  rapport  à la  troifiéme.  Ce 
qu'il  falloit  i°.  démontrer. 

Puifque  dans  l’un  & l’autre  cas , la  moyenne  Géométrique 
AX  eft  plus  petite  que  la  moyenne  Arithmétique  AC , le  quarré 
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de  AX  eft  aufïï  plus  petit  que  le  quarré  de  AC  ; or,  dans  la  pro- 

grelfion  Géométrique  AB , AX  : : AX , AD  ou  AD , AX  : : AX , 

AB  , nous  avons  AX  = ABxAD  ; donc  ABxAD  eft  plus  petit 

que  le  quarré  AC  ; ainfi  dans  la  progreflion  Arithmétique  AB  , 
AC  , AD , ou  AD , AC,  AB  , le  produit  des  extrêmes  eft  moin- 
dre que  le  quarré  de  la  moyenne.  Ce  qu’il  falloit  a0,  démontrer. 


, CHAPITRE  VI- 

Des  Propriétés  du  Cercle. 

2I7.  J~\  Ef  in  it  10  n s.  Une  ligne  AB  (Fig.  1 3 2.)  menée  d’un 
point  à un  autre  de  la  circonférence  du  cercle , ôc  qui 
ne  paffe  pas  le  centre , fe  [nomme  Corde.  Nous  avons  démontré 
( N.  60.  ) que  la  circonférence  ne  peut  couper  qu’en  deux  points 
une  corde  qu’on  prolongeroit  même  de  part  & d’autre.  La  partie 
ACB  du  cercle  que  la  corde  coupe,  fe  nomme  petit  Segment , & 
l’autre  partie  AEB,  fe  nomme  grand  Segment. 

2 1 8.  Toute  ligne  RS  ( Fig.  13a.)  qui  touche  une  circonférence 
fans  la  couper,  fe  nomme  Tangente , 6c  toute  ligne  HM  (F/g.  1 3 3.) 
qui  part  d’un  point  extérieur  H,  & qui  coupe  la  circonférence 
en  deux  points  N,  M , fe  nomme  Sécant e. 

21p.  Si  d’un  point  B ou  une  droite  RS  ( Fig.  13a.)  touche  le 
cercle , on  mene  une  corde  AB , l’angle  ABR  tourné  du  côté  du 
petit  fegment , fe  nomme  Angle  du  petit  Segment,  6c  l’angle  ABS 
tourné  du  côté  du  grand  fegment,  fe  nomme  Angle  du  grand  Seg- 
ment. 

220.  L’angle  AOC  ( Fig.  133.)  formé  par  deux  rayons  AO  y 
CO , fe  nomme  Angle  au  Centre , Ôc  l’angle  NMA  fait  par  deux 
cordes  NM , MA , le  nomme  Angle  à la  Circonférence. 

221.  La  portion  de  cercle  AOC  comaùfe  entre  deux  rayons, 
fe  nomme  Setteur  de  Cercle. 

222.  Si  des  extrémités  d’une  corde  AB  ( Fig.  1 34.  ) , on  mene 
deux  droites  à un  point  quelconque  C de  l’arc  du  petit  fegment, 
l’angle  ACB  fait  en  C , fe  nomme  Angle  dans  le  petit  Segment  ; 6c 
fi  des  mêmes  extrémités  A , B on  mene  deux  droites  à un  point 
quelconque  D de  l’arc  du  grand  fegment,  l’angle  ADC  fait  en 
D , fe  nomme  Angle  dans  le  grand  Segment. 

• 233.  Deux 
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22  j.  Deux  circonférences  de  cercle  qui  ont  le  même  centre , 
fe  nomment  Circonférences  Concentriques  ; & fi  deux  circonféren- 
ces de  cercle,  dont  l’une  #ft  dans  le  cercle  de  l’autre  , n’ont  pas 
le  meme  centre , elles  fe  nomment  Excentriques. 

224.  Proposition  XLIX.  Si  une  droite  OS  (Fig.  1 jj.)  quipajfe 
par  le  centre  O , coupe  une  corde  AB  rn  deux  égalemmt , elle  lui  ejl 
perpendiculaire , & ft  elle  ejl  perpendiculaire  fur  la  corde  AB , elle  la 
coupe  en  deux  également.  Dans  l'un  & l autre  cas , f arc  ASB  que  la 
corde  foutient , ejl  coupé  en  deux  également  ; enfin , fi  f arc  ASB  ejl 
coupé  en  deux  également  par  une  droite  OS  quipajfe  par  le  centre , cette 
droite  OS  ejl  perpendiculaire  fur  la  corde , & la  coupe  en  deux  éga- 
lement. 

Je  mène  aux  extrémités  de  la  corde  les  rayons  OA,  OB  qui 
font  deux  obliques  égales , menées  du  même  point  O fur  la  droit© 
AB;  ainfi  la  perpendiculaire  qu’on  meneroit  du  point  O fur  la 
même  ligne  AB , couperoit  la  droite  AB  au  point  R qui  la  divife 
en  deux  également  ( N.  y 4.  ) , mais  par  la  fuppofition , la  droite 
OS  qui  paffe  par  le  même  point  O , paffe  aqffi  par  le  point  R , 
puifqu’elle  divife  AB  en  deux  également  ; donc  la  droite  AS 
n’eft  pas  différente  de  la  perpendiculaire  qu’on  meneroit  du  point 
O , car  l’une  ôc  l’autre  auroient  deux  points  communs  O,  R,  ce 
qu’il  falloit  i°.  démontrer. 

Si  l’on  fuppofe  que  OS  efl  perpendiculaire  fur  AB , il  eft  clair 
'qu’elle  doit  divifer  AB  en  deux  également,  à caufe  des  obliques 
égales  OA  , OB  ( N.  34.  ).  Ce  qu’il  falloit  20.  démontrer. 

Dans  l’un  ôc  l’autre  cas,  les  deux  triangles OAR , OBR  ayant 
les  trois  côtés  égaux  chacun  à chacun  , font  parfaitement  égaux 
( N.  100.  ) ; donc  les  angles  AOS,  BOS,  font  égaux,  ôc  par 
conféqnent  les  arcs  AS , SB,  qui  mefurent  ces  angles  font  égaux, 
ôt  l’arc  AB  eft  divifé  en  deux  également  par  la  droite  OS , ce 
qu’il  falloit  3 °.  démontrer. 

Enfin  , fi  l’arc  AB  eft  divifé  en  deux  également  en  S , par  la 
droite  SO  qui  paffe  par  le  centre  ; cette  droite  paffe  par  les  mê- 
mes points  O,  S,  par  lefquels  pafTeroit  la  perpendiculaire  OR , 
ou  la  droite  qui  partant  du  centre  O,  viendroit  divifer  AB  en 
deux  également  5 donc  SO  eft  la  même  que  l’une  ou  l’autre  de 
ces  lignes,  ôc  par  conféquent  elle  eft  perpendiculaire  fur  AB,  ôc 
la  coupe  en  deux  également  ; ce  qu’il  falloit  40.  démontrer. 

22f . Corollaire.  Si  une  ligne  SO  qui pajje par  le  centre , divife 
Tome  I.  P p 
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un  arc  AB  en  deux  également  ; cette  ligne  prolongée  au-delà  du  centre 
en  H,  divifera  aujfi  l are  oppo/é  AHB  en  deux  également. 

La  ligne  SO  prolongé  en  H eft  diamètre  , ôc  coupe  la  circon- 
férence en  deux  parties  égales  SAH,SBH,  retranchant  donc 
d'une  part  l’arc  SA , ôc  de  l’autre  l’arc  SR  , égal  à SA  , le  refte 
AH  fera  égal  au  refte  BH. 

226.  Corollaire  II.  Toute  ligne  SH  qui  divife  une  carde  AB 
en  deux  également , & qui  lui  ejl  perpendiculaire , pajje  par  le  centre 
O.  Si  on  veut  que  cela  ne  foit  pa$ , je  mene  par  le  point  R une 
droite  au  centre , ôc  cette  droite  fera  perpendiculaire  fur  AB  , 
à caufe  quelle  la  divife  en  deux  également  ( N. 224,) ; donc  fur 
un  même  point  R , on  poutroit  élever  deux  perpendiculaires  fur 
AB,  ce  qui  eft  impoflible. 

227.  Problème.  Trouver  le  centre  S un  cercle  ( Fig.  1 3 y.  ). 

Je  mene  une  corde  AB , que  je  divife  en  deux  également  en 
R ; j’éleve  en  R la  perpendiculaire  HS  , que  je  prolonge  de  part 
, ôc  d’autre  jufqu’à  la  circonférence  , ôc  divifant  HS  en  deux  ega- 
lement en  O , ce  point  eft  le  centre  demandé , ce  qui  eft  évident 
par  la  propofition  précédente  ôc  fes  Corollaires. 

228.  Problème.  Faire  pa/fer  une  circonférence  de  cercle  par  trois 
points  donnés  A , B , C , ( Fig.  136.)  qui  ne  font  pas  en  ligne  droite . 

Je  joints  les  points  A,  B par  la  droite  AB,  ôc  les  points  A, 
C , par  la  droite  AC  ; je  coupe  chacune  de  ces  droites  en  deux 
également  aux  points  M , N,  ôc  fur  ces  points  j’éleve  des  per- 
pendiculaires indéfinies  MR,  NS»  du  point  O où  ces  perpendi- 
culaires fe  coupent,  pris  pour  centre  ôc  d’une  ouverture  de  com- 
pas égale  à la  diftance  OA  du  point  O au  point  A;  je  décris  une 
circonférence  qui  palfe  par  les  deux  autres  points  B,  C,  ce  que 
je  prouve  ainfi  : 

Si  les  droites  AB , AC  étoient  en  ligne  droite  , les  perpendi- 
culaires MR,  NS  feroient  paralelles  , Ôc  ne  fe  couperoient  pas 
( IV.  68.  ) ; mais  comme  ces  droites  AB  , AC  s’inclinent  l’une 
fur  f autre,  les  perpendiculaires  doivent  aufli  s’approcher  entr’elles 
du  côté  de  l’angle  BAC , ôc  par  conféquent  elles  doivent  fe  cou- 
per en  un  point  O.  Cela  pofé. 

Puifque  la  perpendiculaire  MR  pafle  par  le  point  M égale- 
ment éloigné  des  extrémités  A , B de  la  droite  AB , le  point  O 
de  cette  perpendiculaire  doit  être  aufli  également  éloigné  des 
mêmes  extrémités  A,  B (IV.  f 6.)  ; par  la  même  raifon  le  point 
O de  la  perpendiculaire  NS  , doit  être  également  diftant  des 
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extrémités  A , C de  la  droite  AC;  donc  ce  point  O eftégalemcnt 
éloigné  des  trois  points  A , B , C , & par  conféquent  la  circonfé- 
rence qui  a pour  centre  le  point  O , ôc  qui  paffe  par  le  point  A, 
doit  palier  par  les  deux  autres  B , C. 

2 t9.  Corollaire.  On  ne  peut  faire  pajfcr  deux  différentes  cir- 
conférences de  cercles  par  trois  points  donnés  A , B , C. 

Si  cela  fe  pouvoir,  les  droites  AB,  AC  feroient  des  cordes  de 
l’un  & de  l’autre  cercle,  6c  par  conféquent  le  centre  de  la  fécon- 
dé circonférence  qu’on  voudrait  faire  palTer  par  ces  trois  points  , 
devrait  fe  trouver  fur  la  perpendiculaire  MR , qui  coupe  la  cor- 
de AB  en  deux  également  ( N.  226.  ) , par  la  même  raifon  il  de- 
vrait fe  trouver  auflî  fur  la  perpendiculaire  NS  qui  coupe  la 
corde  AC  en  deux  également , 6c  de  plus  ce  centre  devroit  être 
différent  du  centre  O de  la  première  circonférence  ; car  autre- 
ment ces  deux  circonférences  ne  feroient  pas  différentes , puis- 
qu’elles auraient  le  même  centre  Ôc  le  même  rayon.  Mais  il 
n’eft  pas  poffible  de  trouver  un  point  différent  de  O qui  foit  fur 
l’une  ôc  l’autre  perpendiculaire , puifqu’elles  ne  fe  coupent  qu’en 
un  point  ( N.  3 y.  ) ; donc  il  n’eft  pas  poflible  de  faire  paffer  une 
autre  circonférence  par  les  trois  points  A,  B,  C. 

230.  Corollaire  III.  Donc  deux  circonférences  de  cercle  ne  peu- 
vent fe  couper  en  trois  points.  Si  cela  fe  pouvoit  on  pourrait  aufti 
faire  paffer  deux  circonférences  par  trois  points  donnés. 

231.  Corollaire.  On  peut  toujours  faire paffer  une  circonférence 
par  les  trois  fommets  des  angles  d un  triangle.  Les  trois  fommets  des 
angles  d’un  triangle  , ne  font  jamais  en  ligne  droite.  Mais  par 
trois  points  qui  ne  font  pas  en  ligne  droite,  on  peut  faire  paffer 
une  circonférence  ( N.  228.).  Donc,  ôcc. 

232.  Proposition  L.  De  toutes  les  lignes  quon  peut  mener 
à la  circonférence  d’un  cercle , d’un  point  A ( Fig.  137.)  pris  entre  le 
centre  & la  circonférence  , la  plus  grande  ejl  la  droite  AB  qui  paffe 
par  le  centre  ; la  plus  petite  efi  la  droite  AC  qui  ejl  leprolongement  de  la 
droite  AB , & les  autres  AM,  AN  , ôte.  vont  en  diminuant  à mé- 
fier e quelles  s'éloignent  de  la  plus  grande  AB. 

Du  centre  O je  mene  la  droite  OM  ; dans  le  triangle  AOM  , 
les  deux  côtés  AO , OM  pris  enfemble  font  plus  grands  que  le 
côté  AM;  or,  OM  eftégal  à OB , l’une  ôc  l’autre  étant  rayon 
du  même  cercle  ; donc  AO-+-OM  = AO-+-OB  ou  AB,  ôc  par 
conféquent  la  droite  AB  qui  paffe  par  le  centre , eft  plus  grande 
que  la  droite  AM  qui  n’y  pafle  pas;  ôc  on  prouvera  de  la  même 
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façon  que  AB  eft  plus  grand  que  AN , ôc  ainfi  des  autres  > ce 

qu’il  Falloir,  i°.  démontrer..  • 

Ji  mené  le  rayon  ON  ; les  triangles  AOM,  AON  ont  le  côté 
AO  commun , ôc  le  côté  OM  eft  égal  au  côté  ON  ; mais  l’angle 
compris  AOM  dans  le  premier  eft  plus  grand  que  l’angle  «om- 
pris  AON  dans  le  fécond  ; donc  la  bafe  AM  du  premier  eft  plus 
grande  que  la  bafe  AN  du  fécond  ; (N.  108.)  c’eft-à-dire  la  droite 
AM  plus  proche  de  la  plus  grande  AB,  eft  plus  grande  que  la 
droite  AN  qui  en  eft  plus  éloignée,  ôc  ainfi  des  autres  ; ce  qu’il 
falloir,  2°.  démontrer. 

Dans  le  triangle  AON,  les  deux  côtés  AO,  AN  pris  enfem- 
ble,  font  plus  grands  que  le  côté  AN  ; mais  ON=OC;  donc 
AO-+-AN  eft  plus  grand  que  OC  ou  OA -4- AC;  ainfi  retran- 
chant OA  de  part  ôc  d’autre  , nous  aurons  AN  plus  grand  que 
AC  ; c’eft-à-dire  le  prolongement  AC  de  la  plus  grande  AB , eft 
plus  petit  que  AN , & ainfi  des  autres  ; ce  qu’il  falloir , j°.  dé- 
montrer. 

233.  Corollaire.  On  peut  toujours  mener  du  point  A à la  cir- 
conférence deux  lignes  égales  ; mais  jamais  trois ; & la  ligne  qui  joint 
les  extrémités  des  égales , eft  coupée  en  deux  également , par  la  plus 
grande  AB  qui  lui  eft  perpendiculaire. 

Je  prens  l’arc  BS  égal  à l’arc  BM,  & du  point  S je  mene  les 
droites  SA  , SO  ; l’angle  SOB  eft  donc  égal  à l’angle  MOB , 
puifque  les  arcs  BS,  BM  qui  mefure  ces  angles  font  égaux,  ôc  à 
caufe  que  l’angle  SOB  ôc  fon  angle  de  fuite  SOA  valent  deux 
droits,  (N.  49.)  de  même  que  l’angle  MOB  ôc  fon  angle  de 
fuite  MOA  s les  angles  SOA , MOA  font  égaux , & par  confé- 
quent  les  triangles  SOA , MOA  qui  ont  le  côté  AO  commun , 
le  côté  OS  égal  au  côté  OM  , & l’angle  compris  égal  à l’angle 
compris,  font  parfaitement  égaux;  ( N.  100.)  donc  la  droite  AS 
eft  égale  à la  droite  AM,  & ainfi  des  autres;  ce  qu’il  falloit , i°. 
démontrer. 

Et  il  eft  vifible  qu’on  ne  peut  touver  trois  lignes  menées  du  point 
A à la  circonférence  qui  foient  égales  entr’elles;  car  il  faudroit  qu’il 
y en  eût  deux  qui  fuflènt  d’un  même  côté  par  rapport  à la  plus 

frande  AB,  ôc  ces  deux  là  feroient  inégales,  puifqu’elles  feroient 
des  diftances  inégales  de  la  plus  grande;  ce  qu’il  falloit,  20. 
démontrer. 

Enfin,  à caufe  que  l’arc  SM  eft  diviféen  deux  également  parla 
droite  BA  qui  paffe  par  le  centre  ; la  corde  SM  qui  joint  les  extrê- 
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mités  des  égales  AS,  AM,  eft  coupée  en  deux  également  ôc 
perpendiculairement  parla  droite  BA  (N.  224..)  ce  qu’il  falloir, 
3°.  démontrer. 

234.  Corollaire  II.  Si  un  point  A ejl  entre  le  centre  & la  cir- 
conférence , la  dijlance  de  ce  point  à la  circonférence , ejl  ta  droite  AC 
prife  fur  le  diamètre  qui  pajfe  par  le  point  A. 

Par  la  Propofition  précédente , la  droite  AC  eft  la  plus  courte 
qu’on  puiffe  mener  au  point  A à la  circonférence  ; donc  cette 
droite  mefure  la  diftance  du  point  A à la  circonférence. 

23  y.  Proposition  LI.  De  toutes  les  fecantes  AB,  AM,  AN, 
&c.  ( Fig.  138.)  qu'on  peut  mener  d'un  point  A ; la  plus  grande  ejl 
celle  qui  pajfe  par  le  centre  O , & les  autres  vont  en  diminuant  à me- 
fure quelles  s'éloignent  de  la  plus  grande. 

Je  mené  le  rayon  OM  ; dans  le  triangle  AOM , j’ai  AO-I-OM 
plus  grand  que  AM  ; mais  OM  = OB  ; donc  A 0-4-  OB  ou  AB 
eft  plus  grand  que  AM»  c’eft-à-dire  la  fecante  AB  qui  palfe  par 
le  centre , eft  plus  grande  que  AM  qui  n’y  paffe  pas , & ainfi  des 
autres;  ce  qu’il  falloit,  i°.  démontrer. 

Je  mene  le  rayon  ON  ; les  triangles  AOM , AON  ont  le  côté 
AO  commun , le  côté  OM  égal  au  côté  ON  ; mais  l’angle  AOM 
compris  dans  le  premier,  eft  plus  grand  que  l’angle  AON  compris 
dans  le  fécond  ; donc  labafeAMdu  premier  eft  plus  grande  que 
la  bafe  AN  du  fécond  ; (N.  108.)  c’eft-à-dire  la  fecante  plus  pro- 
che de  la  fecante  AB  qui  paffe  par  le  centre , eft  plus  grande  que 
la  fecante  AN  qui  en  eft  plus  éloignée,  ôc  ainfi  des  autres»  ce 
qu’il  falloit  démontrer. 

23  6.  Corollaire.  Du  point  A,  on  peut  mener  des fecantes  éga- 
les deux  à deux,  tant  qu’on  voudra  ; mais  jamais  il  ne  s'en  trouvera 
trois  égales , & les  lignes  qui  joignent  les  extrémités  des  égales  font 
coupées  en  deux  également  & perpendiculairement  par  la  fecante  AB 
qui  pajje  par  le  centre. 

Je  prens  l’arc  BS  égal  à l’arc  BM  , ôc  je  mene  les  droites  SA  , 
SO;  les  angles  SOB,MOB  font  donc  égaux  à caufe  de  l’égalité  des 
arcs  BS , BM  qui  les  mefurent  ; donc  leurs  angles  de  fuite  SOA , 
1MOA  font  égaux  aulfi,  de  même  que  les  triangles  SOA , MOA 
qui  ont  le  côté  AO  commun , le  côté  SO  égal  au  côté  MO,  ôc 
l’angle  compris  SOA,  égal  à l’angle  compris  MOA,  (IV.  100.  ) 
& par  conféquent  le  côté  AS  eft  égal  au  côté  AM;  c’eft-à-dire 
les  fecantes  également  éloignées  de  la  plus  grande  AB , font 
égales,  Ôc  aiofi  des  autres;  ce  qu’il  falloit,  i°.  démontrer. 
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Toute  autre  fecante  qu’on  voudroit  mener  du  point  A , doit 
être  ou  plus  proche  ou  plus  éloignée  de  la  fecante  AB  que  Its 
fcantes  AS , AM  qui  en  font  également  éloignées , & par  con- 
féquent , fera  ou  plus  petite  ou  plus  grande  que  chacune  des  fe- 
cantes  AS,  AM;  donc  on  ne  peut  jamais  trouver  trois  fecantes 
égales;  ce  qu’il  falloir,  20.  démontrer. 

L’arc  SM  eft  divifé  en  deux  également  par  la  ligne  BA  qui 
pafle  par  le  centre;  donc  B A coupe  en  deux  également  8c  per- 
pendiculairement la  corde  SM  {N.  224..  ) qui  joint  les  extrémités 
des  fcantes  égales , AS,  AM  ; ce  qu’il  Falloir,  30.  démontrer. 

237.  Proposition  LU.  De  toutes  les  parties  extérieures  AC , 
AR,  AT,  ôte.  (Fig.  13p.)  des  fecantes  AB,  AM,  AN,  ôcc. 
qu'on  peut  mener  du  point  extérieur  A , la  plus  petite  ell  la  partie  dont 
la  fecante  AB  pajfe  par  le  centre  O & les  autres  AR  , AT,  ôcc. 
vont  en  augmentant  à mefure  quelles  s'éloignent  de  OC. 

Je  mene  le  rayon  OR;  dans  le  triangle  ARO;  j’ai  AR-hRO  plus 
grand  que  A O ou  AC  -+-  CO,  & retranchant  d’une  part  RO , ôc  de 
l’autre  CO  = RO , le  refte  AR  eft  plus  grand  que  AC  ; c’eft-à- 
dire  la  partie  extérieure  AC  de  la  fecante  AB  qui  paffe  par  le  cen- 
tre , eft  plus  petite  que  la  partie  extérieure  AR  de  la  fecante 
AM  qui  n’y  pafle  pas,  ôc  ainfi  des  autres;  ce  qu’il  falloit,  i°.  dé- 
montrer. 

Je  mene  le  rayon  OT  ; les  côtés  AT , TO  du  triangle  ATO 
pris  enfemble  font  plus  grands  que  les  côtés  OR , RA  du  trian- 
gle ARO;  (A/’.  38.)  retranchant  donc  d’une  part  la  droite  TO, 
ôc  de  l’autre , la  droite  RO  = TO  ; le  refte  AT  eft  plus  grand  que 
le  refte  AR , c’eft-à-dire  la  partie  extérieure  AT  de  la  fecante  AN 
plus  éloignée  de  la  fecante  AB  qui  pafle  par  le  centre  eft  plus 
grande  que  la'partie  extérieure  A R de  la  fecante  AM  , ôc  ainfi 
des  autres  ; cejqu’il  falloit , 20.  démontrer. 

238.  Corollaire.  On  peut  toujours  trouver  des  parties  extérieu- 
res égales  deux  à deux , tant  qu'on  voudra  ; mais  il  n'y  en  aura  jamais 
trois  d'égales,  & tes  droites  qui  joignent  les  extrémités  des  égales , font 
coupées  en  deux  également  & perpendiculairement  par  la  fecante  AB 
qui  paffe  par  le  centre. 

Je  prens  l’arc  CS  égal  à l’arc  CR , ôc  je  mene  les  droites  SA  , 
SO  ; l’angle  SOC  eft  donc  égal  à l’angle  ROC,  à caufe  de  léga- 
lité des  arcs  CS  , CR  qui  mefurent  ces  angles,  ôc  les  triangles 
SOA , ROA  font  parfaitement  égaux  à caufe  du  côté  SO  égal  au 
côté  RO  du  côté  AO  commun  , ôc  de  l’angle  SOA  égal  à l’an- 
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gle  ROA;  (N.  100.)  donc  le  côté  AS  eft  égal  au  côté  AR  ; 
c’eft-à-dire  les  parties  extérieures  AS  , AR  des  fecantes  égale- 
ment éloignées  d^  la  fecante  AB  qui  pafle  pat  le  centre,  font 
égales , & ainfi  des  autres  ; ce  qu’il  falloit  i°.  démontrer. 

On  ne  peut  mener  de  partie  extérieure  du  point  A qui  ne  foit 
plus  proche  ou  plus  éloignée  de  la  partie  AC  que  les  deux  égales 
AS , AR,  ôc  qui  par  conféquent  ne  foit  plus  petite  ou  plus  gran- 
de que  chacune  de  ces  deux  ; donc  on  ne  peut  trouver  trois  par- 
ties extérieures  égales  : ce  qu’il  falloit  20.  démontrer. 

La  ligne  AB  qui  pafle  par  le  centre  coupe  l’arc  SR  en  deux 
également;  donc  elle  coupe  aulliendeux  également  & perpen- 
diculairement la  corde  SR  [N.  224.)  qui  joint  les  extrémités  des 
égales  AS,  AR;  ce  qu’il  falloit , 30.  démontrer. 

Nota.  Puifque  de  toutes  les  paties  extérieures  des  fecantes  , 
qu’on  peut  mener  d’un  point  extérieur  A , la  plus  petite  eft  la 
partie  extérieure  AC  de  la  fecante  AB  qui  pafle  le  cenrre;  il 
s’enfuit  que  la  dijlance  d'un  point  extérieur  A a une  ticonférence  de 
cercle  , ejl  la  partie  AC  d'une  droite  A B menée  du  point  A au 
centre. 

2jp.  Proposition  LIII.  Si  une  ligne  droite  PQ  (Fig.  140.) 
touche  une  circonférence , elle  ne  latouche  qu'en  un  point  Q. 

Si  on  veut  qu’elle  la  touche  en  un  autre  point  H , je  mene  la 
droite  HQ  qui  fera  le  prolongement  de  PQ  , puifqu’on  fuppofe 
que  la  même  droite  PQ  coupe  la  circonférence  en  Q & H.  Je 
mene  aufli  les  rayons  QO , HO , ôc  à caufe  que  le  triangle  HOQ 
eft  ifofcele,  la  perpendiculaire  menée  du  point  O fur  la  bafe 
HQ,  paflera  par  le  milieu  L de  cette  bafe  ; (N.  107.)  or  cette 
perpendiculaire  fera  plus  courte  que  les  obliques  OH , OQ  ; 
(A'i  y donc  fon  extrémité  L ou  elle  coupe  la  droite  HQ  fera 
dans  le  cercle,  c’eft-à-dire  entre  le  centre  & la  circonférence  , 
fie  par  conféquent  la  droite  HQ  . ne  fera  point  tangente  , puis- 
qu'elle aura  un  point  L dans  le  cercle. 

240.  Proposition  LI V.  5»  une  ligne  MN.  (Fig.  1 40.  ) 
touche  un  cercle  , <Ù“  que  du  point  dit  d attouchement  A on  mene  un 
rayon  AO , ce  rayon  efl  perpendiculaire  fur  la  tangente. 

Puifque  la  tangente  ne  peut  toucher  la  circonférence  qu’au 
point  A , tous  fes  autres  points  font  hors  de  la  circonférence  ôc 
plus  éloignés  du  centre  que  le  point  A ; ainli  les  lignes  menées 
de  ces  points  au  centre,  font  toutes  plus  longues  que  AO,  & 
par  conféquent  AO  étant  la  plus  courte  de  toutes  celles  quoa 
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peuc  mener  du  point  O fur  MN,  eft  perpendiculaire  fur  MN 

(N.  y j). 

241.  Corollaire.  Ilnepeuty  avoir  qu'upe  feule  tangente  qui 
touche  un  cercle  à un  point  Q ( Fig.  1 40.  ). 

PQ  touche  le  cercle  en  Q ; fi  on  veut  qu’une  autre  droite 
QH  le  touche  au  même  point  Q , je  mène  le  rayon  QO  qui  fera 
perpendiculaire  fur  PQ,  {N.  240.)  6c  par  conféquent  oblique 
fur  QH;  (iV.  57. ) donc  la  perpendiculaire  qu’on  meneroit  du 
point  O fur  HQ , feroit  plus  courte  que  l’oblique  QO  , ôc  par 
conféquent  cette  perpendiculaire  couperoit  HQ  en  dedans  du 
cercle  ; donc  HQ  ne  fauroit  être  tangente. 

242.  Problème.  D'un  point  donné  A fur  la  circonférence  et  uncer- 
cle,  (Fig.  140.)  mener  une  tangente. 

Je  mene  le  rayon  AO , Ôc  fur  fon  extrémité  A une  perpen- 
diculaire MN  qui  eft  l'a  tangente  demandée  ; {N.  240.)  car  OA 
étant  la  plus  courte  qu’on  puifle  mener  du  point  O fur  tous  les 
points  de  MN  ; tous  les  points  de  MN  à l’exception  du  point  A, 
font  hors  de  la  circonférence  , ôc  partant  MN,  eft  tangente. 

24?.  Proposition  LV.  Deux  cercles  qui  fe  touchent,  ne  Je 
touchent  quen  un  point. 

Si  les  centres  O,  H des  deux  cercles  RMS,  RTS  (F/g.  141.) 
ne  font  pas  tous  les  deux  dans  un  même  cercle , ôc  qu’on  pré- 
tende que  ces  deux  cercles  fe  touchent  aux  point  R,  S,  fans  fe 
couper;  je  mene  les  rayons  OR,  OS,  HR,  HS  ôc  la  droite  RS. 
Les  rayons  OR,  OS  étant  égaux,  le  point  O eft  également  éloigné 
des  extrémités  R , S de  la  ligne  RS  ôc  par  la  même  raifon  le  point 
II  eft  aulfi  également  éloigné  des  extrémités  R , S ; menant  donc 
la  ligne  droite  OH  par  les  deux  centres  OH,  cette  ligne  eft  per- 
pendiculaire fur  RS,  (N.  y 8.)  ôc  la  coupe  en  deux  également; 
ainfi  les  deux  rayons  OR,  HR  étant  enfcmblc  plus  grand  que  la 
droite  OH  aux  extrémités  de  laquelle  ils  tournent  ; leurs  circon- 
férences fe  coupent  en  R,  S,  (N.  yp.)  ôc  par  conféquent  elle  ne 
fe  touchent  pas  comme  on  le  prétendoit. 

Si  les  centres  O , H des  deux  cercles  font  dans  un  même  cer- 
cle RMS  , ( Fig.  14a.)  ôc  qu’on  prétende  que  les  deux  circonfé- 
rences fe  touchent  en  deux  points  R , S ; je  mene  du  centre  O 
du  petit  cercle , les  rayons  OR , OS  ; ôc  comme  ce  centre  O eft: 
entre  le  centre  H du  grand  ôc  fa  circonférence , les  droites  éga- 
les OR , OS  ne  font  pas  la  plus  courte  ligne  qu’on  peut  menec 
du  point  O à la  circonférence  RMS;  car  cette  plus  courte  ligne 

OP. 
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OP  doit  palier  entre  les  égales  OR , OS , & fe  trouver  à égale 
diftance  de  l’une  & de  l’autre  ; (M  233.  ) donc  le  poinr  P de  la 
circonférence  RMS  du  grand  cercle , ôc  plus  proche  du  centre 
O du  petit  cercle  que  la  circonférence  RTS  dj^ce  petit  cercle  , 
& par  conféquent  la  circonférence  RTS  coupe  la  circonférence 
RMS,  ôc  ces  deux  circonférences  ne  fe  touchent  pas  comme  on 
le  prétendoir. 

24^.  Proposition  LVI.  Lorfque  la  pofition  de  deux  cercles  e/l  telle 
que  les  deux  centres  ne  fe  trouvent  pas  tous  les  deux  dans  l’un  des  deux 
cercles , s'il  arrive  que  la  ligne  OH  (Fig.  143.)  qui  joint  les  deux 
centres  foit plus  grande  que  la  fomme  des  rayons  OR , HS,  les  deux 
cercles  ne  Je  coupent  ni  ne  fe  touchent.  Si  cette  droite  OH  (Fig.  144.) 
ejl  égale  à la  fomme  des  rayons  OR , RH,  les  deux  cercles  fe  touchent 
fans  fe  couper  ; enfinfi  ladroite  OH  (Fig.  147.  ) ejl  moindre  que  la 
fomme  des  rayons  OR , HS , les  cercles  fe  coupent. 

Dansle  premier  cas,  (Fig.  143.)  j’éleve  en  R & S les  per- 
pendiculaires MT,  NV  lefquelles  font  paralelles  entr’elles , 
( JV.  58.)  ôc  par  conféquent  ne  fe  coupent  pas;  or,  MT  eft tan- 
gente du  cercle  RCD  , ( IV.  242.  ) ôc  NV  eft  tangente  du  cercle 
SEL;  ainfi  ces  deux  cercles  étant  tous  entiers  hors  des  paralel- 
les MT , NV  ne  peuvent  ni  fe  toucher  ni  fe  couper. 

Dans  le  fécond  cas,  ( Fig.  144.)  j’éleve  en  R la  perpendicu- 
laire MN , laquelle  eft  tangente  de  l’un  & de  l'autre  cerclç , puifi 
qu’elle  eft  perpendiculaire  fur  le  rayon  OR  de  même  que  fur  le 
rayon  HR;  ainfi  les  deux  circonférences  étant  toutes  entières  , 
l’une  à gauche  fie  l’autre  à droite  de  MN , fe  touchent  en  R fie 
ne  fe  coupent  pas. 

Dansle  troifiéme  cas,  (Fig.  14J.)  les  deux  rayons  OR,  HS 
étant  enfemble  plus  grands  que  la  droite  OH  aux  extrémités  de 
laquelle  ils  tournent;  les  deux  circonférences  doivent  fe  couper 
(N.  jp.). 

243.  Corollaire.  Si  deux  cercles  RCD , REF  (Fig.  144.) 
fe  touchent  extérieurement , la  ligne  OH  qui  joint  les  deux  centres  , 
pa/fe  par  le  point  d'attouchement  R. 

La  ligne  OH  ne  peut  pas  être  plus  grande  que  la  fomme  des 
rayons  ; car  autrement  les  deux  cercles  ne  fe  couperoient  ni  ne 
fe  roucheroicnt  ; (M244.)  elle  ne  peut  être  non  plus  moindre  que 
la  fomme  des  rayons  ; car  autrement  les  cercles  fe  couperoient  ,* 
(N.  244.  ) donc  il  faut  que  OH  foit  égal  à la  fomme  des  rayons  ; 
prenant  donc  fur  OH  la  partie  OR  égale  au  rayon  du  premier 
Tome  I.  Q q 
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cercle,  le  refte  RH  fera  le  rayon  du  fécond  ; ainfi  élevant  en  R 
la  perpendiculaire  MN  qui  fera  tangente  des  deux  cercles  , ces 
deux  cercles  fe  couperont  en  R,  & partant  OH  paffera  par  le 
point  d’attouchement  R. 

246.  Proposition.  Lorfque  la  pofition  de  deux  cercles  ejl  telle 
que  les  deux  centres  fe  trouvent  tous  les  deux  dans  f un  des  cercles. 
S’il  arrive  que  la  ligne  HO  ( Fig.  14  6.  ) qui  joint  les  centres  H,  O, 
fait  moindre  que  la  différence  des  rayons  HS , OC , les  deux  circonfé- 
rences ne  fe  touchent  ni  ne  fe  coupent.  Si  la  droite  HO  (Fig.  1 47.  ) ejl 
égale  à la  différence  des  rayons  HS , OS , les  deux  circonférences  fe 
touchent  fans  fe  couper  ; enfin  fi  la  ligne  HO  ( Fig.  148.  ) efi plus 
grande  que  la  différence  des  rayons  HS , OR , les  deux  circonférences 
fe  coupent. 

Dans  le  premier  cas  ( Fig.  14 6.) , je  retranche  du  rayon  HS 
la  partie  OH,  & à caufe  que  OH  eft  moindre  que  la  différence 
du  rayon  HS  au  rayon  OC , il  s’enfuit  que  le  refte  OS  eft  plus 
grand  que  le  rayon  OC , ainfi  le  point  S de  la  circonférence 
SEL  eft  en  dehors  de  la  circonférence  RCD  du  rayon  CO;  or 
à caufe  que  le  point  O eft  entre  le  centre  H du  grand  cercle , 
& fa  circonférence  SEL,  & que  la  ligne  SO  prolongée  parte 
par  le  centre  H,  la  ligne  SO  eft  la  plus  courte  de  toutes  celles 

Îu’on  peut  mener  du  point  O à la  circonférence  SEL  (A’.  2?  2.). 

>onc  toutes  les  lignes  qu’on  pourroit  mener  du  point  O à la  cir- 
conférence SEL,  feroient,  à plus  forte  raifon,  plus  grandes  que 
le  rayon  OS , & par  conféquent  tous  les  points  de  la  circonfé- 
rence SEL  où  ces  lignes  iroient  aboutir  , font  hors  de  la  circon- 
férence RCD  , & les  deux  circonférences  ne  peuvent  ni  fe  cou- 
per ni  fe  toucher. 

Dans  le  fécond  cas  ( Fig.  147.  ) ; je  retranche  du  rayon  HS  la 
droite  OH , & le  refte  OS  eft  égal  au  rayon  du  petit  cercle,  puif 
que  par  la  fuppofition , la  droite  OH  eft  la  différence  de  ces  deux 
rayons.  Donc  les  deux  circonférences  paffent  par  le  point  S; 
or , à caufe  que  le  point  O eft  entre  la  circonférence  SEL  du 
grand  cercle , & fon  centre  H , & que  la  droite  SO  prolongée 
paffe  par  le  centre  H , cetrc  droite  SO  eft  la  plus  courte  qu’on 
pu.fle  mener  du  point  O à la  circonférence  SEL  (N.  232.)  ;donc 
toutes  les  lignes  qu’on  voudroit  mener  d’un  point  O à la  circon- 
férence SEL  étant  plus  grande  que  le  rayon  SO  du  petit  cercle, 
doivent  fortir  hors  de  la  circonférence  SCD  du  petit,  & paftant 
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les  deux  circonférences  n’ayant  de  commun  que  le  point  S fe 
touchent  en  ce  point,  6c  ne  fe  coupent  pas. 

Dans  le  troiliéme  cas  (Hg.  148.) , je  retranche  du  rayon  HS  , 
la  droite  OH , 6c  comme  cette  droite  eft  plus  grande  que  la  dif- 
férence des  rayons  HS,  OR  , le  refte  Oo  eft  plus  petit  que  le 
rayon  OR  ; ainfi  la  circonférence  SEL  du  grand  cercle  , palTe 
entre  le  centre  O 6c  la  circonférence  RCD  du  petit  cercle.  Or, 
comme  nous  fuppofons  que  le  rayon  HS  du  grand  cercle  eft 
plus  grand  que  le  rayon  OR  du  petit , 6c  que  le  centre  H du 
grand  eft  en  déçà  du  centre  O du  petit  par  rapport  aux  points 
S , R , il  eft  clair  que  fi  l’on  prolonge  les  rayons  SH,  RO  en  V 
6c  X , le  rayon  HV  du  grand  cercle  ira  aboutir  à un  point  V de 
fa  circonférence  plus  éloigné  du  centre  O du  petit,  que  le  point 
X de  la  circonférence  du  petit , où  ira  aboutir  le  rayon  OX  du 
petit  ; ainfi  la  circonférence  SEL  ayant  un  point  S en  dedans  du 
petit  cercle,  ôc  un  point  V en  dehors,  ces  deux  circonférences 
doivent  néceflairement  fe  couper. 

247.  Corollaire.  Si  deux  cercles  SEL , SCD  (Fig.  147.  )fi 
touchent  intérieurement , la  droite  menée  HS  par  les  deux  centres , paffe 
par  le  point  tT attouchement  S. 

La  droite  HO  menée  d’un  centre  à l’autre , ne  peut  pas  être 
moindre  que  la  différence  des  deux  rayons , car  fi  cela  étoit  les 
deux  cercles  ne  fe  toucheroient  ni  ne  fe  coupcroient  ( N.  246.  ), 
ce  qui  eft  contre  la  fuppofirion.  La  même  droite  HO  ne  peut 
pas  non  plus  être  plus  grande  que  la  différence  des  deux  rayons  , 
car  autrement  les  deux  cercles  fe  couperoient  ( N.  245.) , ce  qui 
eft  encore  contre  la  fuppofirion.  Donc  cette  droite  HO  doit  être 
égale  à la  différence  des  deux  rayons  ; donc  en  prolongeant  HO 
en  S , jufqu’à  la  circonférence  du  grand  cercle  , 6c  retranchant 
du  rayon  HS  du  grand  cercle  la  droite  HO  , le  refte  OS  doit 
être  le  rayon  du  petit  cercle  , ôc  par  conféquent  les  deux  cir- 
conférences  paflent  par  le  point  S de  la  droite  HS. 

248.  Problème.  Trouver  la  plus  grande  & la  moindre  dijlance 
de  deux  circonférences  excentriques  SEL,  RCD  (Fig.  149.  iyo.  ) 
qui  ne  fe  coupent  ni  ne  Je  touchent. 

Je  mene  par  les  deux  centres  HO , une  droite  SV  qui  fe  ter- 
mine de  part  6c  d’autre  à la  circonférence  du  grand  cercle , ôc 
la  partie  SR  de  ce  diamètre  comprife  entre  les  deux  circonfé- 
rences du  côté  du  centre  O du  petit  cercle  , eft  la  moindre  dif- 
tance  des  deux  circonférenees,  ôc  la  partie  TV  comprife  entre 

Qq'j 


Digitized  by  Google 


jo8  , ELEMENS 

les  deux  circonférences  du  côté  du  centre  H du  grand  cercle  ÿ 

eft  la  plus  grande  diftance  ; ce  que  je  prouve  ainfi  : 

Du  centre  O du  petit  cercle,  je  mene  à tous  les  points  de 
la  grande  circonférence  des  droites  ON,  OE,  &c.  les  points 
S , N , E , V de  la  grande  circonférence  étant  tous  extérieurs  au 
petit  cercle , leurs  diflances  à la  circonférence  du  petit  cercle 
font  fur  les  droites  SO,  NO,  EQ  , &c.  menées  de  ces  points 

{>ar  le  centre  O ( par  la  note  du  N.  2 38.  ) ; ainfi  ces  diftances  font 
es  droites  SR , NP , EQ , &c.  or , à caufe  que  le  point  O eft  en- 
tre le  centre  H du  grand  cercle  & fa  circonférence  SNEL  , la 
droite  OS  eft  la  plus  petite  qu’on  puiffe  mener  du  point  O à la 
circonférence  SNEL,  & les  autres  ON,  OE,  ôcc.  vont  en  aug- 
mentant jufqu’à  la  derniere  OV  qui  eft  la  plus  grande  (/V.  232.); 
donc  fi  des  lighes  OS,  ON,  OE  , OV,  qui  vont  en  augmen- 
tant ; nous  retranchons  les  droites  OR , OP , OQ , OT , qui  font 
toutes  égales  à caufe  quelles  font  toutes  rayons  du  petit  cercle, 
les  reftes  SR , NP , EQ  , TV  iront  encore  en  augmentant , & 
par  conféquent  SR  fera  la  plus  petite  diftance , ôt  TV  la  plus 
grande. 

Il  eft  vifible  qu’on  trouveroit  la  môme  chofe  du  côté  de  la  denïii- 
circonférence  SLV. 

Les  figures  149,  1 jo  différent  en  ce  que  dans  la  première  ; 
les  deux  centres  O , H font  compris  tous  les  deux  dans  le  petit 
cercle  ; Ôt  dans  la  fécondé  au  contraire , les  deux  centres  O , H 
n’y  font  pas  compris  tous  les  deux , mais  la  démonftration  eft  la 
même  pour  l’un  & l’autre  cas. 

24p.  Proposition  LIV.  La  plus  grande  de  toutes  les  cordes 
d'un  cercle  y eft  le  diamètre , & les  autres  font  d autant  plus  petites 
quelles  font  plus  éloignées  du  centre  O ( Fig.  1 j 1.  ). 

Du  centre  O,  je  mene  aux  extrémités  de  la  corde  CD  , les 
rayons  CO,OD,  & dans  le  triangle  COD , nous  avons  CO 
-4-  OD  plus  grand  que  CD  ( N.  py.)  ; or,  le  diamètre  AB  eft 
égal  aux  deux  rayons  CO  , OD  pris  enfemble  ; donc  le  diamè- 
tre eft  plus  grand  que  la  corde  CD  , & ainfi  des  autres.  Ce  qu’il 
falloir  1 °.  démontrer. 

Soient  les  deux  cordes  CD , HR , dont  la  fécondé  HR  eft 
plus  éloignée  du  centre  O que  la  corde  CD  ; je  mene  les  rayons 
OC , OD  , OH , OR , & du  centre  O les  perpendiculaires  ON , 
OM  fur  les  cordes,  lefquelles  par  conféquent  font  divifées  cha- 
cune en  deux  parties  égales  (^.224.)  ; or,  dans  le  triangle  rcc- 
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tangle  NOC,  j’ai  CO  = CN  ■+•  NO  ( N.  17 1.  ) ; & le  triangle 

reûangle  MOR  donne  OR  = RM -4- MO,  mais  CO  = OR  ; 

donc  CO  = OR , 6c  partant  CN  +NO  = RM+ MO  ; mais 
par  la  fuppofition  la  diftance  NO  de  «la  corde  CD  au  centre  eft 
plus  petite  que  la  diftance  MO  de  la  corde  RH  au  centre  ; donc 

N O eft  plus  petit  que  MO  , 6c  par  conféquent  CN  doit  être 


Elus  grand  que  RM , 6c  CN  plus  grand  que  RM  ; donc  le  dou- 
le  CD  de  CN  eft  plus  grande  que  le  double  RH  de  RM;  c’eft- 
à-dire  la  corde  CD  plus  proche  du  centre  eft  plus  grande  que 
la  corde  RH  qui  en  eft  plus  éloignée , ôc  ainfi  des  autres.  Ce 
qu’il  falloit  t°.  démontrer. 


2jo.  Corollaire  Ier.  L es  cordes  également  éloignées  du  centre 
font  égales. 

Suppofons  que  les  cordes  CD , RH  foient  également  éloignées 
du  centre;  donc  les  perpendiculaires  ON,  OM  feront  égales, 
ainfi  menant  les  rayons  OC , OR , les  triangles  reâangles  OCN, 
ORM  auront  l’hypothenufe  OC  égale  à l’hypothenufe  OR  , 6c 
le  côté  ON  égal  au  côté  OM,  6c  partant  le  troifiéme  côté  CN 
fera  égal  au  troifiéme  RM  ( N.  102.  ) ; donc  la  corde  CD  double 
de  CN  fera  égale  à la  corde  RH  double  de  RM. 

On  prouvera  de  la  même  façon  que  les  cordes  égales  font  égale- 
ment éloignées  du  centre , car  fl  nous  fuppofons  CD  = RH , 6c  que 
nous  menions  les  perpendiculaires  ON,  OM,  nous  'aurons  CN 
= RM , ainfi  les  deux  triangles  reâangles  auront  l’hypothenufe 
OC  égale  à l’hypothenufe  OR , 6c  le  côté  CN  égal  au  côté  RM; 
c’eft  pourquoi  le  troifiéme  ON  fera  égal  au  troifiéme  OM , 6c  les 
cordes  feront  également  éloignées  du  centre. 

2 j 1.  Corollaire  II.  Les  plus  grandes  cordes  foutiennent  des  plus 
grands  arcs,  & les  plus  grands  arcs  font  foutenus  par  des  plus  grandes 
cordes , en  entendant  par  le  mot  d’arcs  ceux  des  petits  fegmens  que  les 
cordes  coupent . 

Soient  les  cordes  CD , HR  ( Fig.  1 y 1.  ) , dont  on  fuppofe  que 
Ja  première  CD  eft  plus  grande  que  la  corde  HR  ; je  mene  les 
rayons  OC,  OD,  OH,  OR,  les  triangles  ifofeeles  COD , HOR 
ont  deux  côtés  égaux  chacun  à chacun , mais  la  bafe  CD  du  pre- 
mier eft  plus  grande  que  la  bafe  RH  du  fécond;  donc  l’angle 
compris  CO  Dell  plus  grand  que  langle  compris  ROH(Miop.)  ; 
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donc  l’arc  CD  mefure  du  premier  angle  eft  plus  grand  que  l’arc 
RH  mefure  du  fécond;  mais  l’arc  CD  ou  CSD  eft  l’arc  du  périt 
fègment  que  la  plus  grande  corde  CD  coupe  6c  l’arc  RH  ou 
RTH  eft  celui  au  petit  fegment  coupé  par  la  petite  corde  RH  ; 
donc,  8cc.  Ce  qu’il  falloit  i°.  démontrer. 

De  même  fi  l’arc  CSD  eft  plus  grand  que  l’arc  RTH,  les  deux 
triangles  ifofeeles  COD , ROH  auront  deux  côtés  égaux  cha- 
cun à chacun  , mais  l’angle  compris  COD  mefuré  par  l’arc 
CSD  fera  plus  grand  que  l’angle  compris  ROH  mefuré  par  l’arc 
RTH;  donc  la  bafe  du  premier,  c’eft-à-dire  la  corde  CD  fera 
plus  grande  que  la  bafe  RH  du  fécond , ou  que  la  corde  RH  , 
& ainli  des  autres.  Ce  qu’il  falloit  2°.  démontrer. 

On  prouvera  de  la  même  maniéré  que  les  cordes  égales  foutien- 
nent  des  arcs  égaux , & que  les  arcs  égaux  font  foutenus  par  des  cordes 
égales. 

2J2.  Proposition  LVII.  Tout  angle  ABC  (Fig.  1 j2.)  qui  a 
fon  fommet  B à la  circonférence , vaut  la  moitié  de  f arc  AC  que  fes 
cotés  embrajfent. 

Du  fommet  B par  le  centre  O,  je  mene  le  diamètre  BR , 6c 
du  centre  O les  deux  rayons  OA  , OC  ; le  triangle  ABO  étant 
ifofeele,  fes  deux  angles  OAB,  OBA  fur  la  bafe  AB  font  égaux; 
donc  l’angle  AOR  externe  à ce  triangle , 6c  qui  vaut  les  deux 
internes  oppofés  ( N.  97.  ) eft  double  de  l’angle  ABO;  par  la  mê- 
me raifon  l’angle  COR  externe  au  triangle  ifofeele  COB  eft  dou- 
ble de  l’angle  CBO;  donc  les  deux  angles  enfemble  AOR,  COR, 
c’eft-à-dire  l’angle  AOC  eft  double  des  deux  enfemble  ABO, 
CBO , ou  de  l’angle  ABC  ; or,  l’angle  au  centre  AOC  vaut  l’arc 
ARC  qu'il  embrafle;  donc  l’angle  à la  circonférence  ABC  en 
vaut  la  moitié. 

2y$.  Proposition  LVIII.  Tout  angle  de  fegment , cejl-à-dire, 
tout  angle  BAC  ( Fig.  1 y 3 . ) fait  par  une  tangente  AB  , & une  corde 
AC  menée  du  point  d'attouchement  vaut  la  moitié  de  tare  AHC  de 
fon  fegment. 

Du  point  d’attouchement,  je  mene  le  rayon  AO  , ôc  du  cen- 
tre O , la  droite  OH  perpendiculaire  fur  la  corde,  6c  qui  par  con- 
féquent  coupe  la  corde  ôc  l’arc  chacun  en  deux  parties  égales 
( j V.  224.  ) ; l’angle  BAO  fait  par  la  tangente,  ôc  le  rayon  eft  droit 
( N.  242.  ) ; ôc  dans  le  triangle  reftangle  ARO  , l’angle  ARO 
étant  droit,  les  deux  autres  RAO,  ROA  pris  enfemble  valent 
un  droit  (N.  5*7.)  ; donç  l’angle  BAO  eft  égal  aux  deux  enfem- 
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bleRAO,  ROA,ôc  retranchant  de  partôc  d’autre  l’angle  R AO, 
il  relie  l’angle  BAC  du  fegment  égal  à l’angle  ROA  ou  HO  A, 
mais  l’angle  au  centre  HO  A , vaut  l’arc  AH,  moitié  de  l’arc 
AHC  du  fegment  ; donc  l’angle  BAC  du  fegment  vaut  la  moi- 
tié de  l’arc  AHC  de  ce  fegment. 

L’angle  MAC  du  grand  fegment , 6c  l’angle  BAC  du  petit , 
valent  enfemble  deux  droits  ( N.  49.) , ou  la  moitié  de  la  circon- 
férence, c’eft-à-dire  la  moitié  de  l’arc  AHC  du  petit  fegment, 
plus  la  moitié  de  l’arc  ANC  du  grand.  Or,  l’angle  BAC  vaut  la 
moitié  de  l’arc  AHC  ; donc  l'angle  MAC  du  grand  fegment , 
vaut  la  moitié  de  l’arc  ANC  de  ce  fegment. 

2 y*.  Proposition  LIX.  Tout  angle  AB  (Fig.  iy*.)  dont  le 
fommet  B ejl  entre  le  centre , & la  circonférence  vaut  la  moitié  de  tare 
AC  que  fes  jambes  embrajfent  plus  la  moitié  de  tare  DE  quembraf- 
fent  fes  jambes  prolongées  au-delà  du  fommet. 

Je  mene  la  droite  EC;  l’angle  ABC  externe  au  triangle  BCE 
vaut  les  deux  internes  oppofés  BEC , BCE  ( N.  97.  )>  or,  BEC 
ou  AEC  ayant  fon  fommet  E à la  circonférence  vaut  la  moitié 
de  l’arc  AC  {N.  2^2.),  ôc  par  la  même  raifon  BCE  ou  DCE 
vaut  la  moitié  de  l’arc  DE  ; donc  l’angle  ABC  vaut  la  moitié  de 
l’arc  AC,  plus  la  moitié  de  l’arc  DE. 

2 y y.  Proposition  LX.  Tout  angle  ABE  dont  le  fommet  B ejl 
hors  du  cercle  ( Fig.  iyy.)  vaut  la  moitié  de  F arc  AC  , que  fes  jam- 
bes embrajjent  moins  la  moitié  de  F arc  DE  quelles  coupent. 

Je  mene  la  droite  AE;  l’angle  AEC  extérieur  au  triangle  ABE 
vaut  les  deux  internes  oppofés  A BE  , BA  E ( N.  97.  ) ; donc  l’an- 
gle ABE  ou  ABC  vaut  l’angle  AEC  moins  l’angle  BAE  ; mais 
l’angle  à la  circonférence  AEC  vaut  la  moitié  de  l’arc  AC 
( A'.  2j2.);  6c  l’angle  à la  circonférence  BAE  ou  DAE  vaut  la 
moitié  de  l’arc  DE;  donc  l’angle  ABC  , vaut  la  moitié  de  l’arc 
AC  , moins  la  moitié  de  l’arc  DE. 

2 y 6.  Proposition  LVI.  Tout  angle  ABC  (Fig.  156.)  fait  par 
une  corde  AB  , & par  le  prolongement  BC  d’une  autre  corde  EB  vaut 
la  moitié  des  deux  arcs  BA , BE  foutenus  par  les  cordes. 

Par  le  point  B , je  mene  la  tangente  MN  qui  coupe  l’angle 
ABC  en  deux  autres  NBA,NBC;or,  l’angle  NBA  étant  l’angle 
du  fegment  B A vaut  la  moitié  de  l’arc  B A ( A^.  2yj.  ) , 6c  l’angle 
NBC  étant  égal  à fon  oppofé  au  fommet  MBE  qui  eft  l’angle 
du  fegment  BE,  vaut  la  moitié  de  l’arc  BE;  donc  l’angle  ABC 
vaut  la  moitié  de  l’arc  BA  plus  la  moitié  de  l’arc  BE. 
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2^7.  Proposition  LVII.  Tout  angle  ABC  (Fig.  177.)  d'un 
fegment  ejl  égal  à t angle  BR  A dam  le  Jegment  oppoje  , c ejl -à- dire 
dont  le  Jommet  R ejl  à la  circonférence  du  fegment  oppoje , & dont  les 
jambes  embrajfent  f arc  BSA  du  petit  fegment. 

L’angle  ABC  du  fegment  BSA  vaut  la  moitié  de  l’arc  BSA 
de  ce  fegment;  (N.  253.)  or,  l’angle  BR  A dans  le  fegment 
oppofé , étant  à la  circonférence , vaut  aulfi  la  moitié  de  l'arc 
BSAqu’ilcmbraffe;  donc  ôcc. 

25  S.  PROBLEME.  Couper  dans  un  cercle  un  fegment  capable  de  con- 
tenir  un  angle  égal  à un  angle  donné  MTN  ( Fig.  1 y 7.  ). 

D’un  point  quelconque  B du  cercle  , je  mene  une  tan- 
gente BC , & je  fais  avec  cette  tangente  au  point  B un  angle 
CBA  égal  à l’angle  donné  MTN;  tout  angle  qui  aura  fon  fom- 
met  à la  circonférence  du  fegment  BRA  ôc  qui  embraffera  la 
corde  BA,  fera  égal  à l’angle  CBA  du  fegment  oppofé,  {N.  2yj.) 
ôc  par  conféquent  égal  à l’angle  MTN. 

2jp.  Problème.  Infcrire  dans  un  cercle  un  triangle  BAC 
( Fig.  1 y8.)  femb labié  à un  triangle  donné  MTN , cejl-à-dire , faire 
que  le  triangle  BAC  ait  les  fommets  de  fes  trois  angles  à la  circonfé- 
rence , & qu’il  foit  fembtable  à MTN. 

A un  point  quelconque  A de  la  circonférence  , je  mene  une 
tangente  RS  ; je  fais  avec  cette  tangente  au  point  A d’un  côté 
l’angle  CAS  égal  à l’angle  M , ôc  de  l’autre  l’angle  BAR  égal  à 
l’angle  N,  ôc  joignant  les  points  B,  C où  les  jambes  de  ces  an- 
gles coupent  la  circonférence  par  la  droite  BC  ; le  triangle  ABC 
eft  femblable  au  triangle  donné  MTN. 

Car  l’angle  ABC  dans  le  fegment  ABC , eft  égal  à l’angle 
SAC  du  fegment  oppofé,  {N.  2^7.)  ôc  par  conféquent  égal 
aufli  à l’angle  M*;  de  même  l’angle  ACB  dans  le  fegment  ACB 
eft  égal  à l’angle  RAB  du  fegment  oppofé  ôc  partant  égal  à l’an- 
gle N;  donc  le  troifiéme  angle  BAC  eft  égal  au  troifiéme  T, 
(A'.  58.)  ôc  les  deux  triangles  MTN,  ABC  font  femblables. 

260.  Problème.  Une  droite  AB  (Fig.  typ.)  étant  donnée  , 
trouver  le  cercle  dans  lequel  cette  ligne  étant  mife  pour  corde , coupe 
un  fegment  capable  de  contenir  un  angle  égal  à un  angle  donné  T. 

A l’extrémité  A de  la  droite  AB,  je  fais  un  angle  CAB  égal  à 
l’angle  donné  T ; du  point  A j’éleve  fur  la  jambe  CA  une  per- 
pendiculaire indéfinie  AR  ; du  milieu  S de  la  droite  AB  j’éleve 
la  perpendiculaire  SO  qui  coupe  AR  en  O ; âc  de  ce  point  O 
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pris  pour  centre,  & avec  une  ouverture  de  compas  égale  à la 
diftance  du  point  O au  point  A,  je  décris  le  cercle  demandé 
ABR. 

Car  à caufe  que  la  perpendiculaire  SO  coupe  AB  en  deux  éga- 
lement, le  point  O de  cette  perpendiculaire  eft  également  éloi- 
gné des  extrémités  A,  B delà  droite  AB;  (N.  y 5.)  donc  la  cir- 
conférence décrite  avec  le  rayon  OA  pafle  par  l’autre  extrémité 
B , 6c  la  droite  AB  eft  corde  de  ce  cercle  ; or  AC  étant  perpen- 
diculaire fur  OA  , eft  tangente;  (N.  24.2.)  donc  l’angle  CAB, 
eft  l’angle  du  petit  fegment,  & cet  angle  eft  égal  à tout  angle 
ARB  qui  feroit  dans  le  grand  fegment  ARB  > (N.  257.)  mais 
l’angle  CAB  eft  égal  à l’angle  donné  T,  pat  la  conftrudion  ; donc 
le  fegtnent  ARC  coupé  par  la  droite  AB , eft  capable  de  conte- 
nir un  angle  ARC  égal  à l’angle  donné  T. 

25t.  Problème.  Infcrire  un  cercle  dans  un  triangle  donné  ABC 
( Fig.  1 60.  ) c’eft-à-dire  décrire  un  cercle  qui  touche  les  trois  côtés 
du  triangle;  je  divife  les  angles  A,  C chacun  en  deux  également 
par  les  droites  AO,  CO  ; du  point  O où  elles  fe  coupent,  j’abaiiïe 
fur  les  trois  côtés  les  perpendiculaires  OT,  OR,  OS;  de  ce 
même  point  O pris  pour  centre,  & avec  une  ouverture  de  com- 
pas égale  à l’une  des  perpendiculaires  OT  ; je  décris  un  cercle 
TRS  qui  eft  le  cercle  demandé;  ce  que  je  prouve  ainfi. 

Les  triangles  redangles  AOT , AOR  ont  l’hypothénufe  AO 
commune;  l’angle  droit  égal  à l’angle  droit , & l’angle  OAT 
égal  à l’angle  OAT  par  la  conftrudion  ; donc  le  troifiéme  angle 
eft  égal  au  troilieme,  {N.  98.)  & par  conféquent  les  deux  trian- 
gles font  parfaitement  égaux;  {N.  100.  ) ainli  la  perpendiculaire 
OT  eft  égale  à la  perpendiculaire  OR  ; par  les  mêmes  raifons , les 
triangles  redangles  COT  , COS  font  parfaitement  e'gaux , ôt  la 
perpendiculaire  OS  eft  égale  à la  perpendiculaire  OT,  & parcon- 
léquent  à la  perpendiculaire  OR  ; ainfi  la  circonférence  décrite 
avec  le  rayon  OT  pafTe  par  les  extrémités  R,  S des  deux  autres  ; 
or  les  trois  côtés  du  triangle  ABC  étant  perpendiculaires  fur  les 
rayons  OT , ÔR  ,'OS  font  tangentes  du  cercle  ; ( N.  242.)  d’où 
il  fuit  que  le  cercle  eft  inferit  comme  on  le  demandoit. 

262.  PROBLEME.  Autour  d’un  cercle  , circonfcrire  un  triangle 
ABC  (Fig.  i5i.)  fcmblab le  à un  triangle  donné  mnr,  c ejl-à-dire 
décrire  un  triangle  ABC  femblable  au  triangle  mnr,  & dont  les  trois 
côtés  touchent  le  cercle. 

~ Je  prolonge  de  part  & d’autre  le  côté  mr  du  triangle  mnr  ; du 
Tome  J.  R-r. 
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centre  O du  cercle;  je  mene  un  rayon  OH , & je  fais  en  O avec 
ce  rayon  un  angle  TOH  égal  à l’angle  extérieur»»»/?,  6c  de  l’au- 
tre côté  un  angle  VOII  égal  à l’autre  angle  extérieur  nra  : aux 
points  T,  H,  V j’éleve  des  perpendiculaires  AB,  AC,  BCqui 
en  s’entrecoupant,  forment  le  triangle  demandé  ABC  ; ceque  je 
prouve  ainfi. 

Si  les  deux  lignes TO,  OH  étoient  en  ligne  droite  les  perpen- 
diculaires BA,  CA  fur  ces  lignes,  feroient  paralelles  ; ( N.  68.) 
donc  puifque  ces  deux  lignes  s’inclinant  entr’elles , les  perpendi- 
culaires s’inclinent  aulTr  6c  doivent  fe  couper  en  A , & on  dé- 
montrera de  môme  que  les  perpendiculaires  BC  , AC  fur  les 
droites  O V,  OH  qui  font  un  angle , doivent  fe  couper  en  C ; cela 
pofé. 

Le  quadrilatère  ATOH  étant  compofé  de  deux  triangles  ATO, 
AHO,  fes  quatre  angles  valent  enfemble  quatre  angles  droits* 
{N.  97.)  or,  les  deux  ATO,  AHO  font  droits  par  la  conftruc- 
tion;  donc  les  deux  autres  TOH,  TAH  valent  deux  droits;  mais 
l’angle  nmp  ôc  fon  angle  de  fuite  nmr , valent  aufTt  deux  droits; 
(À'.  49.)  donc  les  deux  enfemble  TOH  , TAH  font  égaux  aux 
deux  enfemble  nmp,  nmr , ôc  retranchant  d’une  partl’angle  TOH, 
6c  de  l’autre  l’angle  nmp  égal  à l’angle  TOH  par  la  conftruclion,  ib 
refte  l’angle  TAH  égal  à l’angle  nmr. 

Par  un  femblable  raifonnement,  on  trouvera  que  dans  le  qua- 
drialatere  VOHC,  l’angle  VCH  eft  égal  à l’angle  w>w,or,les  an- 
gles nmr,  mm  du  triangle  nrm  valent  enfemble  moins  de  deux 
droits,  puifque  les  trois  angles  de  ce  triangle  n’en  /aient  que  deux  ; 
donc  les  angles  TAH,  VCH  qui  font  égaux  chacun  à chacun  aux 
angles  nmr,  nrm,  valent  enfemble  moins  de  deux  droits, 6c  par  con- 
féquent  les  côtés  BA,  BC  de  ces  angles  ne  font  pas  paralelles , 
(Ai  72.)  6c  doivent  fe  couper  an  un  point  B;  ainft  le  triangle 
ABC  ayant  les  deux  angles  fur  la  bafe  AC  égaux  aux  deux  angles 
fur  la  bafe  mr  du  triangle  nmr  ; le  troiftéme  eft  égal  au  troifiéme  ,. 
(N.  98.)  6c  les  deux  triangles  font  femblables  , 6c  il  eft  vifible 
que  le  triangle  ABC  eft  circonfcrit  puifque/es  côtés  touchent  le 
cercle  (M  242.). 

263.  Proposition  LXV.  Si  deux  cordes  AB,  CD  (Fig.  tÔ2.) 
font  paralelles , Us  arcs  AC,  BD  compris  entre  ces  deux  cardes , font 
égaux. 

Je  mene  du  centre  O un  diamètre  RS  perpendiculaire  fur  l’une 
des  cordes  AB , ôc  ce  diamètre  eft  aulli  perpendiculaire  fur  l’aucre 
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corde  CD;  (IV.  6 8.  ) donc  il  coupe  les  cordes  & leur  arc  en  deux 
également,  (Àf.  224.)  6c  comme  il  coupe  aulfi  la  circonférence 
en  deux  également,  l’arc  SBDR  eft  égal  à l’arc  SACR  , 6c  re- 
tranchant d’une  part  l’arc  SB  6c  l’arc  DR , 6c  de  l’autcc  l’arc  SA 
6c  l’arc  CR  égaux  chacun  à chacun  aux  deux  précédents,  il  relie 
l’arc  BD  égal  à l’arc  AC. 

254.  Corollaire  I“.  Si  deux  cordes  par  nielle  s AB , CD 
(Fig.  1 6*2.)  font  égales , les  cordes  AC  , DD  des  arcs  intercepte j , 
' font  aujji  paralelles  & égales. 

A caufe  de  l'égalilf  des  cordes  AB,  CD,  les  arcs  AB,  CD 
font  égaux,  (IV.  2ji.)  ôc  parce  que  ces  cordes  font  paralelles  > 
le  arcs  compris  AC,  BD  font  égaux  ; (N.  26 3.)  or,  ces  quatre 
arcs  valent  enfemble  la  circonférence  emiere  * donc  les  deux  AB, 
BD  valent  enfemble  la  demi  circonférence  de  même  que  les 
deux  DC,  CA,ôc  partant  l’angle  à la  circonférence  ACD  quiem- 
brafle  les  deux  premiers  AB,  BD  vaut  la  moitié  de  la  demi-circon- 
férence , (IV.  272.)  c’eft-à-dire  un  angle  droit  ; par  la  même  rai- 
fon,  l'angle  ABD  eft  aufti  droit;  donc  les  cordes  AC,  BD  étant 
perpendiculaires  chacune  fur  l’une  des  paralelles;  font  aufti  per- 
pendiculaires fur  l’autre, (À'.  68.)  ôc  par  conféquent  elles  fontpa- 
aalelles  6c  égales. 

26J.  Corollaire  II.  Si  aux  extrémités  A,  C d'une  corde  AC 
<F«g  16}.  ) on  éleve  deux  perpendiculaires  indéfinies , ces  perpend.  cn - 
taires  couperont  le  cercle  aux  points  B , D & leurs  parties  B A , DC 
comprifes  dans  te  cercle,  feront  deux  cordes  paralelles  & égales. 

Du  centre  O , je  mene  OH  perpendiculaire  fur  AC  6c  ROS 
paralelle  à AC;  les  trois  lignes  AB,  HO,  CD  perpendiculaires 
fur  AC  font  paralelles  entr’elles,  (IV.  68.)  6c  partant  les  lignes 
RS,  AC  paralelles  entre  ces  trois  lignes , font  égales  6c  égale- 
ment inclinées,  (IV.  77.)  c’eft-à-dire  RS  égale  à AC  eft  perpen- 
diculaire fur  les  trois , 6c  de  plus , elle  eft  divifée  en  deux  égale- 
ment en  O par  la  droite  OH  qui  divife  la  corde  AC  en  deux  éga- 
lement; (A.  1 y 3 , 224.)  or,  la  corde  AC  étant  plus  petite  que  le' 
diamètre,  (N.  249.)  fa  moitié  AH  eft  moindre  que  le  rayon; 
donc  RO  ou  OS  égale  à AH  eft  moindre  que  le  rayon  , 6c  par- 
tant les  droites  AB,  CD  qui  paftent  par  les  extrémités  R , S des 
droites  RO,  OS,  font  dans  le  cercle  6c  doivent  le  couper  en  B 
6c  D,  6c  comme  les  diftances  OR,  OS  du  centre  à ces  lignes  , 
font  égales , il  s’enfuit  que  AB , CD  font  deux  cordes  paralelles 
6c  égales. 
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a 66.  Corollaire  III.  Si  f on  coupe  deux  cordes  AB  , CD  para- 
telles  & égales  par  undiametreVOX  qui  leur  fois  oblique,  (Fig.  l6j.) 
les  parties  inégales  BT,  TA  que  ce  diamètre  coupe  fur  tune  AB,  font 
égales  chacune  à chacune  aux  parties  CV , V D qu’il  coupe  fur  t au- 
tre CD. 

Du  centre  O , je  mene  la  droite  RS  perpendiculaire  fur  le$ 
cordes  AB,  CD,  ôc  qui  par  conféquent  les  coupe  chacune  en 
deux  parties  égales  ; (*V.  224.)  ainfi  à caufe  de  AB  = CD  nous 
avons  BR  ou  RA  = DS  ou  SC,  ôc  OR  = OS;  ( N.  250.  ) les  ^ 
triangles  reûangles  ROT,  SOV,  étant  Semblables  à caufe  de 
l’angle  droit  ORT  égal  à l’angle  droit  OSV , de  l’angle  ROT 
égal  à l’angle  SOV  qui  lui  eft  oppofé  au  fommet;  ôc  du  troifiéme 
angle  égal  par  conféquent  au  troifiéme,  donnent  OR.  OS  ::  TR. 

' VS  ; mais  OR  = OS,  donc  TR=VS,  ôc  ajoutant  à TR  la 
moitié  BR  de  la  corde  AB , ôc  à VS  la  moitié  SC  de  la  corde 
, CD,  nous  aurons  BT  = CV;  donc  à caufe  de  AB  = DC,  nous 
aurons  aufti  AB — BT  = CD  — CV  ou  AT=VD. 

257.  Problème.  D’un  point  extérieur  R (Fig.  1Ô4.  ) mener  une 
tangente  à un  cercle. 

Du  point  R je  mené  au  centre  O la  droite  RO  que  je  divife  en 
deux  également  en  T;  du  point  T pris  pour  centre,  ôc  avec  une 
ouverture  de  compas  égal  a TR  ou  TOj  je  décris  un  cercle  qui 
coupe  le  cercle  donné  ABCD  en  deux  poinrs  A , C ; ( N.  244.  ) 
du  point  R,  je  mené  aux  points  A,  C les  droites  RA,  RC  qui 
font  l’une  ôc  l’autre  tangentes  du  cercle. 

Car  menant  le  rayon  OC,  l’angle  RCO  à la  circonférence  du 
cercle  RCOA  , vaut  la  moité  de  l’arc  ou  demi  circonférence 
OAR  qu’il  embrafle , (M  2^2.)  ôc  par  conféquent  il  eft  droit; 
donc  la  droite  RC  perpendiculaire  fur  l’extrémité  du  rayon  OC, 
eft  tangente  du  cercle  ABCD  au  point  C,  (N.  242.)  ôc  on  prou- 
vera de  même  que  AR  eft  tangente  en  A. 

268.  Corollaire  I*r.  D'un  point  extérieures,  (Fig.  16^.)  on 
ne  peut  mener  que  deux  tangentes.  Toute  autre  ligne  qu’on  mcnc- 
roit  entre  les  tangentes  RC,  RA  coupcroient  néceftairement  ou 
le  rayon  OC,  ou  le  rayon  OA  en  un  point  plus  près  du  centre 
O,  ôc  pafteroit  dans  le  cercle  ; ôc  fi  011  la  menoit  au-delà  des 
tangentes  , ôc  il  eft  clair  quelle  ne  pourroit  ni  couper  ni  toucher 
le  cercle. 

2 69.  Corollaire  II.  Les  deux  tangentes  AC,  RA  (Fig.  164-) 
tpuon  peut  mener  d'un  même  point  extérieur  R , font  égales  eutr  elles. 
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Les  triangles  reétangles  ROC,ROAont  l’hypothénufeRO  com- 
mune ôc  le  côté  OC  égal  au  côté  OA  ; donc  ils  font  parfaitement 
égaux,  (N.  102*.  ) ôc  le  côté  RA  eft  égal  au  côté  RC. 

270.  Corollaire  III.  Si  l'on  joint  par  une  droire  CA  tes  points 
£ attouchement  C , A ( Fig.  1 64.  ) de  deux  tangentes  égales  menées 
d'un  même  point  extérieur  R,  cette  droite  CA  fera  coupée  en  deux 
également  & perpendiculairement  par  la  fecante  ROD menée  du  même 
point  R par  le  centre  O. 

Lfes  tangentes  RC , RA  étant  égales,  le  point  R de  la  fecante 
RD  eft  également  éloigné  des  extrémités  AC  de  la  droite  CA , 
& à caufe  des  rayons  égaux  CO , AO , le  point  O de  la  fecante 
eft  aulïï  également  éloigné  des  mêmes  extrémités  A , C ; donc 
la  droite  ROD  eft  perpendiculaire  fur  CA  {N.  58.)  ôc  la  coupc 
en  deux  également. 

D’où  il  fuit  que  la  fecante  RD  qui  paffe  par  le  centre , ôc  la  tan- 
gente RC  menée  du  même  point  R,  étant  données,  on  peut 
trouver  le ^oint  A oi 
nant  du  point  C une 
la  fecante. 

271.  Proposition.  LXVI.  Une  fecante  RD  & une  tangente 
RC  (Fig.  165.)  étant  menées  d un  meme  point  extérieur  R,  le  reflang/e 
RAxRD  de  la  partie  extérieure  par  la  fecante  entière,  ejl  égal  au 
quart é de  la  tangente  RC. 

Je  mene  les  droites  AC,  CD;  les  triangles  RAC  , RDC  ont 
l’angle  R commun  ; l’angle  RCA  du  fegment  AC  égal  à l’angle 
RDC  dans  le  fegment  oppofé;  [N.  2J7.)  donc  le  troifiéme  an- 
gle eft  égal  au  troifiéme , ôc  les  deux  triangles  font  ft  mblables  ; 
comparant  donc  les  côtés  oppofés  aux  angles  égaux , neus  aurons 
RA.  RC  ::  RC,  RD  ; ainfi  faifant  le  produit  des  extrêmes  ôc  le 

quarré  de  la  moyenne  , nous  aurons  R A x R D = RC. 

272.  Corollaire  Ier.  Si  du  même  point  on  mene  au  cercle  tant 
de  fecantes  qu’on  voudra , tous  les  réel  angle  s des  fecantes , par  leurs 
parties  extérieures , feront  égaux  i ces  rectangles  feront  égaux  cha- 
cun au  quarré  de  la  tangente;  donc,  ôcc. 

27J.  Corollaire  II.  La  partie  extérieure  dune  fecante,  & la 
Jetante  font  réciproques  à la  partie  extérieure  dune  autre  fecante  & à 
cette  fécondé  fecante.  Le  reétangle  de  la  première  par  fa  partie  exté- 
rieure eft  égal  au  reétangle  de  la  fécondé  par  fa  partie  extérieure  ; 
donc,  ôcc.  {N.  18 j.). 


1 1 autre  tangente  tourne  le  cercle,  en  me- 
ligne  droite  CA  qui  foit  perpendiculaire  fur 
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274.  Corollaire  III.  Si  après  avoir  mené  deux  Jetantes  d'un 
meme  point  R on  joint  tes  points  où  elles  coupent  le  cercle  par  les  droites 

CS,  MT  (Fig.  t 66.)  ou  par  les  droites  CT  MS,  (Fig.  1 57.)  on  aura 
dans  la  figure  j 66  deux  triangles  CRS,  MRT  dont  les  bafies  fieront 
avec  les  côth  des  angles  égaux  chacun  à chacun  ; mais  d'un  fiens  op- 
pofê ; cejl-à-dire  l'angle  fait  par  la  bafie  CS  avec  le  enté  RS , efil  égal 
à l'angle  finit  par  la  bafie  TM  avec  le  côté  RM,  & l angle  fait  avec 
le  coté  RC  par  la  bafie  CS  , efit  égal  à f angle  fiait  par  ta  bafie  MT 
avec  l'autre  côté  RT , & les  mêmes  chofies  arriveront  dans  la  figure 
167. 

Dans  la  figure  1 66 , l’angle  R eft  commun  aux  deux  triangles 
RCS,  RMT,  & l’angle  RSC  fait  par  la  oordeCS,  6c  le  pro- 
longement RS  de  la  corde  ST  vaut  la  rnoité  des  arcs  CS , ST 
ou  de  l’arc  CT,  (N.  2 y 5.  ) de  même  que  l’angle  à la  circonfé- 
rence CMT;  ( IV.  2 y 2.)  donc  le  troifiéme  angle  de  l’un  eft  égal 
au  troifiéme  angle  de  l’autre , c’eft-à-dire  l’angle  RCS  égal  à 
l’angle  RTM.  » 

Dans  la  figure  167,  les  deux  triangles  RCT,  RSM  ont  Pan- 
gle  commun  R;  l’angle  RTC  a la  circonférence  égale  à l’angle 
RMS,  auffi  à la  circonférence,  6c  qui  embrafle  le  même  arc 
CS;  {N  2 $ 2.)  donc  le  troifiéme  RCT  eft  égal  au  troifiéme 
RSM. 

Nota.  Que  fi  du  point  C ( Fig.  16$. ) où  nnetangente  RC  tou- 
che un  cercle,  on  mene  deux  droires  CA,  CD  aux  points  A, 
D où  une  fecante  RD  qui  part  du  même  point  R , coupe  le 
cercle , on  aura  auffi  deux  triangles  RAC , R DC , dont  les  bafes 
AC,  CD  feront  avec  les  côtés  des  angles  égaux  chacun  à cha- 
cun , mais  d’un  fens  différent  ; car  l’angle  R eft  commun  ; l’an- 
gle RCA  érant  angle  du  fegmcntCA  vaut  la  moitié  de  l’arc  CA, 
(N.  2 y 3.  ) de  même  que  l’angle  ADC  ou  RDC  qui  eft  à la  cir- 
conférence; (N.  2 j 2.)  donc  le  troifiéme  RAC  eft  égal  au  troi- 
fiéme RCD. 

27ÿ.  Remarque.  Lorfqu’un  angle  eft  coupé  par  deux  bafes 
qui  font  avec  les  côtés  des  angles  égaux  chacun  à chacun,  mats 
d’un  fens  oppofé,  ces  bafes  font  dites  Antiparalelles , par  quel- 
ques Auteurs  ; elles  peuvent  avoir  trois  différentes  difpofttions, 
cardans  la  Figure  ifftf,les  bafes  CS,  MT  ne  fe  coupent  point 
entre  les  côtés  de  l’angle  MRT  ; dans  la  Figure  1 67 , les  bafes 

CT,  SM  fe  coupent  entre  les  côtés  MR,  RT,  & dans  la  Figure 
1 67 , les  bafes  CA , CD  partent  d’un  même  point  du  côté  RC. 
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Dans  les  difpofitions  des  Figures  1 55,  167  , le  re&anglc  de 
la  partie  RC  par  le  côté  entier  RM  eft  égal  au  rectangle  de  la 
partie  RS  par  le  côté  entier  RT , car  comparant  les  côtés  ho- 
mologues des  triangles  femblables  RCS  , RMT  de  la  Figure 
1 55,  ou  des  triangles  femblables  RCT,  RSM  de  la  Figure  167, 
on  aura  RS , RC  : : RM , RT  ; donc  RS  x RT  = RC  x RM. 

Dans  la  difpofition  de  la  Figure  1 5 y , le  reûangle  de  la  partie 
RA  par  le  côré  entier  RD  eft  égal  au  quarré  de  l’autre  côté  RC, 
car  la  comparaifon  des  côtés  homologues  des  triangles  fernbla- 

blesRAC,  RCD,  donne  RA,  RC  ::  RC,  RD,  ôc  partant  RA 
— » 

x RD  = RC.  On  fe  fert  des  bafes  antiparalclles  pour  refoudre 
les  Problèmes  fuivans. 

27 5.  Problème.  Couper  deux  lignes  inégales  dmnées  RM,  RT 
( Fig.  1 58.)  chacune  en  deux  parties , de  façon  que  le  produit  de  la  ligne 
RAI  par  t une  de  fes  parties  Jiit  égal  au  produit  de  la  ligne  RT  , 
• par  P une  de  ces  parties. 

Je  fais  un  angle  quelconque  dont  les  lignes  RM,  RT  foient 
les  côtés  ; je  mene  la  ligne  MT,  & au  fommetT  du  plus  grand 
des  deux  angles  M,  RTM';  je  fais  avec  RT  un  angle  RTM  égal 
à l’angle  RMT.  D’un  point  quelconque  S pris  fur  RT , je  mene 
une  droite  SC  paralclle  à TH,  ôc  qui  coupe  RM  en  C.  Les 
lignes  RM  , RT  font  coupées  en  C 6c  S , comme  on  le  deman- 
doit.  Ce  que  je  prouve  ainfî. 

A caufe  que  les  côtés  RM,  RT  du  triangle  RMT  font  iné- 
gaux, l’angle  RTM  oppofé  au  plus  grand  côté  RM  eft  plus  grand 
que  l’angle  RTM  oppofé  à l’autre  côté  RT.  Ainft  on  peut  tou- 
jours retrancher  de  l’angle  RTM  un  angle  RTH  égal  à l’angle 
RMT  par  une  droite  TH  qui  coupera  RM  entre  fes  extrémités 
R ,M,  ôc  à plus  forte  raifon  la  droite  SC  paralelle  à TH  cou- 
pera la  même  RM  entre  R ôc  M.  Cela  pôle. 

Les  angles  CSR,  HTR  faits  par  les  paralelles  CS , HT  du 
même  côté  avec  la  droite  RT  font  égaux  (A/.71.)  ; or , pat  la 
conftruûion  l’angle  HTR  eft  égal  à l’angle  RMT  ; donc  l’angle 
CSR  du  triangle  RCS  eft  égal  à l’angle  RMT  du  triangleR  MT, 
mais  ces  deux  triangles  ont  auffi  l’angle  R commun  ; donc  le 
troifiéme  angle  RCS  eft  égal  au  troifiéme  angle  RTM»  ôc  pat 
conféquent  les  bafes  CS,  MT  étant  antiparalelles,  nous  avons 
RC  x RM  = RS  x RT  ( N.  27J.  ) ou  RC , RM  , réciproques  à 
BS , RT. 
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Ce  Problème  eft  indéterminé  ôc  fufceptible  d’une  infinité  de 
folutions,  car  il  eft  libre  de  mener  la  paralelle  SC  de  tel  point  S 
qu’on  voudra  de  la  droite  RT,  ce  qui  par  conféquent  peut  faire 
que  les  lignes  RM,  RT  foient  divifées  d’une  infinité  de  façon* 
différentes  chacune  en  deux  parties. 

277.  Problème.  Une  ligne  RM  (Fig.  169.)  étant  divifie  en 
deux  parties  inégales  RC,  CM,  trouver  une  autre  ligne  aujfi  divifie 
en  deux  parties  inégales , de  façon  que  If  reftangle  de  la  partie  RC 

' par  là  toute  RM  Jôit  égal  au  rectangle  de  F une  des  parties  de  la  ligne 
demandée  par  toute  cette  ligne. 

Je  décris  fur  la  partie  CM  de  la  ligne  RC  un  triangle  ifofcele 
quelconque  COM  ; c’eft-à-dire  des  points  C , M pris  pour  cen- 
tres ôc  avec  une  ouverture  de  compas , telle  que  je  veux  , pour- 
vu-qu’elle  foit  plus  grande  que  la  moitié  de  CM,  je  décris  deux 
arcs  qui  fe  coupent  en  un  feul  point  O du  même  côté(  N.  yp.), 
du  point  O pris  pour  centre,  ôc  avec  le  rayon  OC  ou  OM,  je 
décris  un  cercle , 6c  toutes  les  fecantes  RX  , RT,  ôcc.  menées  * 
du  point  R au  cercle  refoudront  le  Problème , car  le  reâangle  de 
chacune  d’elles  par  fa  partie  extérieure  fera  toujours  égal  au  rec- 
tangle RC  x RM  ( A'.  27 1 . ). 

Ce  Problème  eft  indéterminé  non  feulement , parce  qu’on  peut 
mener  une  infinité  de  fecantes  au  cercle  du  rayon  OC  , mais 
parce  que  ce  rayon  OC  pouvant  être  de  telle  grandeur  qu’on 
voudra  , pourvu  qu’il  foit  plus  grand  que  la  moitié  de  CM , on 
peut  décrire  une  infinité  de  cercles  différens , dans  lefquels  RM 
fera  toujours  fecante  , ôc  dans  lefquels  auffi  on  pourra  mener  du 
point  R une  infinité  de  fecantes , qui  toutes  fatisferont  à la  quef- 
tion. 

278.  Problème.  Deux  lignes  inégales  RM,  RT  ( Fig.  1 68.  ) 
étant  données , & dont  lune  RM  ejl  divifie  en  deux  parties  RC,  CM, 
couper  F autre  RT  en  deux  parties , de  façon  que  le  rectangle  de  F une 
defes  parties  par  la  toute  RT  foit  égal  au  retl  angle  de  la  partie  RC 
par  la  toute  RM. 

Je  fais  un  angle  quelconque  à volonté,  dont  les  côtés  RM, 
RT  foient  égaux  aux  deux  lignes  données  ; je  mene  la  bafe  MT, 
ôc  au  point  C je  fais  avec  RC  un  angle  égal  à l’angle  RTM , fi 
la  jambe  CS  de  cet  angle  coupe  RT  en  un  point  S entre  fes  ex- 
trémités R , T , le  Problème  eft  refolu  ; mais  ff  cette  jambe  pafle 
par  l’extrémité  T de  RT  ou  qu’elle  coupe  RT  prolongée  au-delk 
de  T en  X , le  Problème  eft  impoffible.  Ce  que  je  prouve  ainfi. 
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Si  le  point  S eft  entre  R ôc  T , les  triangles  RCS , RMT  ayant 
l’angle  R commun  , ôc  l’angle  RCS  égal  à l’angle  RTM  par  la 
conftru&ion,  le  troiliéme  angle  RSC  eft  égal  au  troifiéme  RMT, 
ôc  les  bafes  SC , TM  érant  anti-paralelles , nous  avons  RC , RS  : : 
RT,  RM  , donc  RC  x RM= RS  x RT. 

Si  l’angle  RCT  eft  égal  à l’angle  RTM  , les  deux  triangles 

RCT,  R fM  auront  leurs  bafes  TC,  TM  anti-paralelles , ôc  pat- 
— 1 

tant  RCxRM  = RT.  or  comme  toute  partie  de  RT  eft  moindre 
que  RT,Ôc  que  par  corrféquenr  le  retlangle  de  RT  pat  l’une  de  ces 

parties  fera  toujours  moindre  que  RT  x RT  ou  RT  ; il  eft  clair 
qu’on  ne  peut  pas  divifer  RT  comme  on  le  demande. 

Enfin,  fi  l’angle  RCX  eft  égal  à l’angle  RTM  , les  triangles 
RCX , RTM  auront  les  bafes  anti-paralelles,  ôc  partant  RCxRM 
= RT  x RX  ; or , à caufe  de  RX  plus  grand  que  RT , nous  au- 
rons RT  x RX  plus  grand  que  RT  x RT  ou  RT , ôc  par  confé- 
quent  le  Problème  eft  encore  impoflible. 

Au  refte , dans  le  cas  où  le  Problème  eft  poffible,  il  n’y  a qu’une 
feule  folution  , c’eft-à-dire  la  partie  RS  de  la  droite  RT  ne  peut 
être  ni  plus  grande  ni  moindre,  car  le  produit  de  RT  par  une 
partie  plus  grande  que  RS  fera  plus  grand  que  le  produit  RT 
xRS=  RCxRM,  ôc  le  produit  de  RT  par  une  partie  moin- 
dre que  RS  fera  plus  petit  que  RT  x RS  = RC  x RM.  Ce  Pro- 
blème a été  refolu  d’une  autre  façon  ci-defTus  ( N.  187.). 

27p.  Proposition  LXVII.  Si  deux  cordes  AB,  CD  d’un  mê- 
me cercle  ( Fig.  iji.)  fe  coupent , elles  fe  coupent  en  parties  récipro- 
ques, c'eft-à-dire  le  reïtangle  AH  x HB  des  parties  Ail,  HB  de  [une, 
ejl  égal  au  reci angle  DH  x HC  des  parties  de  P autre . 

Je  joints  les  extrémités  des  cordes  par  les  droites  AD,  CB  , 
les  triangles  AHD,  CHB,ont  l’angle  AHD  égal  à l’angle  CHB 
qui  lui  eft  oppofé  au  fommet , ôc  l’angle  à la  circonférence  DAH 
ou  DAB  égal  à l’angle  à la  circonférence  BCH.ou  BCD(AA.2j2.); 
donc  le  troifiéme  angle  eft  égal  au  troifiéme,  ôc  les  deux  trian- 
gles font  femblables , ainfi  comparant  les  côtés  homologues , 
nous  aurons  AH , HD  : : HC , HB  , ôc  par  conféquent  nous  au- 
rons auffi  AHxHB  = HD xHC. 

280.  Problème.  Trouver  à deux  lignes  AH,HB  (Fig.  171.) 
deux  autres  lignes  qui  leur  foient  réciproques. 

Je  décris  un  cercle  avec  un  rayon  à volonté,  égal  ou  plus, 
Tome  1.  S f 
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grand  que  !a  moitié  des  deux  lignes  AH,  AB,  dont  je  fais  une 
l'eule  ligne  droite  AB.  Je  prens  avec  le  compas  la  grandeur  de 
la  ligne  AB,  & je  la  porte  fur  la  circonférence  du  cercle  de  A 
en  B,  du  point  H , je  mene  une  corde  CH  13  comme  je  veux  , 
ôc  les  deux  parties  CH,  HD  de  cette  corde  font  les  lignes  de- 
mandées. Ce  que  je  prouve  ainfi. 

A caufe  que  le  rayon  du  cercle  eft  ou  égal  ou  plus  grand  que  la 
moitié  de  la  fomme  AB  des  droites  AH , HB  , cette  fomme  AB 
pourra  toujours  être  contenue  dans  la  circonférence, 6c  fera  ou  dia- 
mètre ou  corde,  6c  comme  les  deux  cordes  AB , CD  fe  coupe- 
ront, nous  aurons  AH  x HB=  DH  x HC  (M  279.)*  Donc,Ôcc. 

Ce  Problème  eft  fufceptible  d’une  infinité  de  folutions,  non- 
feulement  à caufe  qu’on  peut  mener  du  point  H une  jinfinité  de 
cordes  au  cercle , lefquelles  fatisferont  toutes  à la  queftion  ; mais 
encore  parce  qu’on  peut  décrire  une  infinité  de  cercles  diffé- 
rais, dans  lefquels  AB  peut  être  contenue,  ôc  dans  lefquels  on 
pourra  mener  du  point  H une  infinité  de  différentes  cordes. 

Mais  fi  on  donnoit  les  deux  droites  AH,  HB,  6c  la  fomme 
DC  des  deux  autres,  ou  ce  qui  revient  au  même  ,'fi  on  donnoit 
la  droite  AB,  6c  la  droite  DC , ôc  qu’on  propofât  de  couper  DC 
en  parties  réciproques  aux  parties  AH,  HB  de  AB,  le  Problème 
feroit  abfolument  déterminé,  comme  nous  l'avons  fait  ci-dcffus 
( A^.  1 87 , 278.  ) où  nous  en  avons  donné  la  folution 

281.  Proposition  LXVIII.  Deux  cordes  AB , CD  à' un  même 
cercle  (N.  1 7 1 . ) ne  peuvent  pas  Je  couper  toutes  les  deux  en  deux  par- 
ties égales. 

Si  cela  étoit,  la  droite  menée  du  centre  A au  point  H,  feroit 
perpendiculaire  fur  la  corde  AB,  puifqu’elle  feroir  coupée  en 
deux  également  ( A^.  224.  ) , ôc  par  la  même  raifon  elle  feroit  per- 
pendiculaire fur  la  corde  CD  ; donc  une  même  ligne  AH  feroit 
perpendiculaire  fur  deux  lignes  AB,  CD  qui  fe  coupent , ce  qui 
cft  impoffiblc  ( N . J7.). 

282.  Propos  ION  LXIX.  Dans  tout  quadrilatère  formé  par 

quatre  cordes  d'un  même  cercle , ft  ton  mene  tes  deux  diagonales  la 
Jomme  des  r edi  angles  des  cotés  oppofés  ejl  égale  au  rtflangle  des  deux 
diagonales.  a 

Cette  propofition  contient  plufieurs  cas  que  nous  allons  dé- 
montrer en  particulier. 

En  premier  lieu , fi  les  quatre  cordes  forment  un  quarté  ABCD 
{Fig.  174.  ),  l’angle  à la  circonférence  ABC  étant  droit,  emb  rafle 


) 
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U demi-circonférence , 6c  par  conféquent  la  diagonale  AC  elt 
. un  diamètre.  Par  la  même  raifon  la  diagonale  DB  eft  aulfi  un  dia- 
mètre , 6c  ces  deux  diagonales  égales  fe  coupent  au  centre  O , 
6c  divifent  le  quarré  en  quatre  triangles  reûangles  ifofeeles  6c 
égaux.  Or,  le  triangle  redangle  DOC  étant  femblablc  au  trian- 
gle re&angle  ABC  à caufe  que  celui-ci  eft  aulfi  ifofeele  , nous 
avons  DO,  DC  ::  AB,  AC  ; donc  DOx  AC  = DC  x AB.  De 
même  les  triangles  femblables  BOC , D AC  donnent  BO , BC  : : 
DA  , AC,  donc  BOx  AC  = BC  x DA , 6c  ajoutant  les  mem- 
bres de  cette  équation  aux  membres  de  la  précédente  chacun  à 
chacun , nous  aurons  DO  x AC-+-  BO  x AC  = DC  x AB  -+-  BC 
x DA;  mais  DO  x«ACh-BO  x AC  eft  la  même  chofe  que  DO 
-f-  BO  ou  DB  multiplié  pat  AC  , donc  DB  x AC  «=  DC  x AB 
-t-BC  x DA. 


En  fécond  lieu , fi  les  quatre  cordes  forment  un  rectangle 
A BCD  ( Fig.  1 73 .) , la  corde  BC  fera  donc  talus  grande  que  la  corde 
AB  , car  autrement  la  figure  feroit  un  quatre , ôc  l’arc  BC  fera  plus 
grand  que  l’arc  AB  ; donc  l’angle  à la  circonférence  BDC  fera 
plus  grand  que  l’angle  à la  circonférence  BDA.  Je  fais  en  D avec 
la  corde  DC  un  angle  CDE  égal  à l’angle  BDA,  6c  ajoutant  de 
part  ôc  d’autre  le  petit  angle  EDB,  j’ai  l’angle  CDB  égal  à l’an- 
gle EDA.  Les  triangles  ADF.,  BDC  font  femblables  à caufe 
de  l’angle  à la  circonférence  DAC  égal  à l’angle  à la  circonfé- 
rence DBC , puifqu’ils  embrafTent  le  même  arc  DC,  ôc  de  l’angle 
ADE  égal  à l’angle  BDC  par  la  conftrudion.  Donc  AE,  AD  :: 
BC  , BD  , & partant  AE  x BD  = AD  x BC  ; de  même  les  trian- 
gles EDC  , BAI)  font  femblables  à caufe  de  l’angle  EDG  égal 
à l’angle  BDA  par  la  conftrudion , & de  l’angle  à la  circonféren- 
ce DCE  ou  DCA  égal  à l’angle  à la  circonférence  ABD , car 
ces  angles  embrafient  le  même  arc  AD.  DoncEC,DC::  AB, 
BD , ce  qui  donne  EC  x BD  = DC  x AB  , ôc  ajoutant  les  mem- 
bres de  cette  équation  à ceux  de  la  précédente  , nous  aurons 
AEx  BD-i-EC  x BD  = AD  xBC-+-DCx  AB  , c’eft-à-dire  , 
AC  xBD  = ADxBC-t-DCx  AB. 

En  troiftéme  lieu  , les  quatre  cordes  ne  peuvent  pas  former  un 
paralellogramme,  car  les  deux  grands  arcs  foutenus  parles  deux 
grands  côtés  paralelles  feroient  égaux , 6c  les  deux  petits  arcs 
foutenus  par  les  deux  petits  côtés  paralelles  feroient  aulfi  égaux , 
6c  comme  ces  quatre  arcs  compofcroient  la  circonférence , la 
fomme  d’un  grand  ôc  d’un  petit  vaudroit  la  demi-conférence,  6c 
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par  conféquent  l’angle  à la  circonférence  fait  par  un  grand  côté 
& un  petit  cmbrafferoit  la  demi-circonférence  ôc  feroit  droit,  ce 
qui  e(l  contre  la  fuppofition. 

En  quatrième  lieu,  fi  les  cordes  forment  un  trapezoïde  ABCD 
( Fig.  17;.),  il  n’arrivera  jamais  que  les  quatre  angles  foient  divi- 
fés  en  deux  également  par  les  diagonales,  car  fi  les  angles  D AC, 
CAB  étoient  égaux,  les  arcs  CD  , CB  feroient  égaux  entr’eux  , 
& à l’arc  DA  égal  à l’arc  CB  à caufe  des  paralelles  CD , BA 
( JV.  263.) , ôc  fi  outre  cela  les  angles  CDB  , BDA  étoient  égaux 
l’arc  CB  l'eroic  égal  à l’arc  BA  , ôc  par  conféquent  les  quatre  arcs 
feroient  égaux , ôc  la  figure  feroit  un  quarré.  Cela  pofé , fuppo- 
fons  que  l’angle  BDA  foit  plus  grand  que  l’apgle  CDB',  je  fais 
en  D avec  le  côté  AD  un  angle  ADE  égal  à l’angle  CDB,  & 
ajoutant  de  part  ôc  d’autre  le  petit  angle  EDB,  j’ai  l’angle  CDE 
égal  à l’angle  ADB  ; ainfi  les  triangles  ADE,  CDB  tjmblables 
à caufe  de  l’angle  ADE  égal  à l’angle  CDB , ôc  de  l’angle  EAD 
égal  à l’angle  CBD  , donnent  AE,  AD  ::  BC  , BD,  d’où  l’on 
tire  AExBD  = AD  xBC;  or,  les  triangles  CDE  , DBA  fem- 
blables  à caufe  de  l’angle  CDE  égal  à l’angle  BDA  , ôc  de  l’an- 
gle ECDégal  à l’angle  DBA  , donnent  CE,  CD  ::  BA,  BD, 
d’où  je  tire  CE  x BD  = CD  x BA  , ôc  partant  nous  aurons  com- 
me ci  - deflTus  AEx  BD-(-CEx  BD  ==  AD  x BC  -4- CD  x BA , 
c eft-à-dire  AC  x BD  — AD  x BC  •+•  CD  x B A. 

Enfin,  fi  les  quatre  cordes  forment  un  trapeze  ABCD  (Fig.  1 72.) 
on  démontrera  encore  plus  aifément  que  dans  le  cas  précédent 
que  les  quatre  angles  ne  peuvent  pas  être  divifés  par  les  diago- 
nales chacun  en  deux  également , ôc  par  confisquent  faifant  la 
même  conftrudion  , on  trouvera  encore  AC  x BD  = AD  x BC 
-4-  CD  x BA. 

283.  Proposition  LXX.  Si  d'un  point  quelconque  R d'une 
circonférence  ( Fig.  176.  ) on  abaijfe  une  perpendiculaire  RM  fur  un 
diamètre  AB , le  quarré  de  cette  perpendiculaire  eft  égal  au  re  fi  angle 
des  parties  AM,  MB  du  diamètre  quelle  coupe. 

Des  extrémités  A , B du  diamètre  AB,  je  mene  les  cordes  AR, 
BR  ; l’angle  à la  circonférence  ARBvautla  moitié  de  la  demi-cir- 
conférence qu’il  embralfe  (N.2^2.  ) , ôc  par  conféquent  eft  droit  ; 
donc  le  triangle  ARBeft  redanglc  ; or,  la  droite  RM  eft  menée 
perpendiculairement  du  fommet  R de  l’angle  droit  fur  l’hypo- 
thenufe  ; donc  cette  perpendiculaire  eft  moyenne  proportionnel- 
le entre  les  fegmens  AM , MB  de  l’hypothenufe  (N.  169.)-,  ainfi 
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nous  avons  AM,  MR  ::  MR,  MB;  ce  qui  donne  AM  x MB 

= MR. 

284.  Corollaire  II.  Le  quarrè  de  la  même  perpendiculaire  RM 
ejl  égal  au  quarré  du  rayon  OÀ  moins  le  quarrè  de  la  partie  OM  in- 
terceptée entre  le  centre  O & le  point  M. 

Le  diame'tre  AB  étant  divifé  en  deux  également  en  O & en 

deux  inégalement  en  M , nous  avons  AM  x MB  = AO  — MO 
(N.  145.)  ; or,  AM  xMB  = MR  (N.  283.);  doncMR= AO 
—MO. 

2 8 j.  Corollaire  III.  La  corde  AR  eft  moyenne  proportionnelle 
entre  le  fegment  AM  du  diamètre  & le  diamètre , & f autre  corde  RB 
ejl  moyenne  proportionnelle  entre  le  fegment  BM  ,&  le  diamètre.  Le 
triangle  ARC  eft  reétangle,  ôt  la  droite  RM  eft  menée  du  Com- 
met de  l’angle  droit  fur  l’hypothenufe  AB.  Donc,  &c.  (A^.  1 70.). 

Corollaire  IV.  On  peut  donc  au  moyen  de  ceci  trouver 
une  moyenne  proportionnelle  entre  deux  lignes  données , de  deux  façons 
différentes  de  celle  que  nous  avons  enfeignée  ci-dejfus  (N.  182.). 

Par  exemple  , fi  l’on  demande  une  moyenne  proportionnelle 
entre  les  deux  lignes  AM,  MB , je  les  ajoute  l’une  à l’autre  en 
ligne  droite  , je  coupe  la  Comme  AB  en  deux  également  en  O ; 
du  pont  O pris  pour  centre,  & avec  le  rayon  OA  ou  OB  je  dé- 
cris un  demi-cercle  ORB,  ôc  élevant  en  M la  perpendiculaire 
MR  , cette  perpendiculaire  eft  la  moyenne  proportionnelle  de- 
mandée ( N.  285.). 

Que  fi  l’on  demande  une  moyenne  proportionnelle  entre  AB 
ôt  fa  partie  AM,  je  décris  un  demi-cercle  ARB  fur  la  grande 
AB  prife  pour  diamètre  5 du  point  M , j’éleve  la  perpendiculaire 
MR  ôt  la  corde  AR,  eft  la'moyenne  demandée  (A'.  28y.). 

285.  Proposition  LXXI.  Les  circonférences  de  cercles  con- 
centriques ABC , e fh  ( Fig»  177 .)font paralelles. 

De  tous  les  points  de  la  circonférence  efh , je  conçois  des 
lignes  menées  au  centre  O,  ôc  prolongées  jufqu’à  la  circonféren- 
ce ABC,  les  diftances  des  points  e ,f  ôte.  de  la  circonférence  efh 
à la  circonférence  ABC  feront  donc  les  droites  Ae , B/(A'.234  ); 
or,  ces  droites  font  égales  , puifqu’elles  font  les  différences  des 
rayons  égaux  AO,  BO,  ôcc.  aux  rayons  égaux  eO,fO  du  petit 
cercle.  Donc  tous  les  points  de  là  petite  circonférence  font  éga- 
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liment  éloignés  de  la  grande,  & partant  ces  deux  circonféren- 
ces font  paralelles. 

2S7.  Proposition  LXXII.  Tous  les  cercles  font  femblables 
entr  eux. 

Soient  les  deux  cercles  ABC , EFH  ( Fig.  1 77.  ) , je  les  rends 
concentriques , c’eft-à-dire  du  centre  O du  grand , ôc  avec  un 
rayon  Oe  égal  au  rayon  OE  , je  décris  une  circonférence  efh  , 
& le  cercle  efh  eft  par  conféqucnt  le  même  que  le  gprcle  EFH, 
ainfi  il  s’agit  de  faire  voir  que  les  deux  cercles  concentriques 
ABC , efh  , font  femblables  entr’eux. 

Je  conçois  que  la  circonférence  ABC-foit  divifée  en  une  infi- 
nité de  petits  arcs  égaux , tels  que  AB , ôc  menant  des  points  de 
divifion  A , B , ôcc.  des  rayons  au  centre  , ccs  rayons  coupent  la 
circonférence  ef!>  en  un  même  nombre  de  petits  arcs  tous  égaux 
entr’eux  , tels  que  ef  ; je  mène  les  cordes  des  arcs  dans  l’un  ôc 
l’autre  cercle , ôc  à caufe  des  égalités  des  arcs , les  cordes  du 
premier  cercle  font  toutes  égales  entr’e  les  , de  même  que  les 
cordes  du  fécond , ce  qui  fait  que  dans  le  grand  cercle  tous  les 
petits  triangles  ifofeeles  AOB  , ôcc.  faits  par  les  rayons  ôc  les 
cordes  font  tous  égaux  entr’eux  ( M 100.  ) ; de  même  que  les  pe- 
tits triangles  eOf,  ôcc.  faits  par  les  rayons,  ôc  les  cordes  du  pe- 
tit, ôc  que  chaque  triangle  AOB  du  grand  eft  femblable  à cha- 
que triangle  eOf  du  petit  à caufe  de  l’angle  commun  O,  ôc  des 
bafes  paralelles  AB , efs  ainfi  nous  avons  dans  les  deux  cercles 
deux  polygones  réguliers  d’un  même  nombre  infini  de  côtés , 
ôc  partant  femblables  entr’eux  ; mais  à caufe  de  l'infinie  petitefle 
des  arcs  AB , ôcc.  du  grand  cercle , les  cordes  de  ces  arcs  en  font 
infiniment  proches  , ôc  fe  confondent  avec  eux  , de  façon  que 
l’on  peut  prendre  les  cordes  pour  les  arcs , ôc  il  en  eft  de  même 
à l’égard  du  petit  cercle  » donc  nous  pouvons  prendre  les  poly- 
gones pour  les  cercles  mêmes.  Or,  dans  les  polygones  fembla- 
blcs,  les  circuits  font  entr’eux  comme  les  rayons  ( N.i  6y.  ) ; donc 
les  circonférences  ABC , efh  qui  font  ici  les  mêmes  que  les  cir- 
cuits des  polygones  font  entr’elles  comme  les  rayons  AO  , eo , 
ôc  par  conféqucnt  les  cercles  fonr  femblables,  ôc  ainfi  des  autres. 

288.  Corollaire  Ier.  Si  l'on  mene  des  tangentes  MN , RS 
( Fig.  177.)  à deux  ou  plujieurs  cercles  inégaux  , les  points  ef  attouche- 
ment A,  e font  proportionnels  aux  circonférences  ou  aux  rayons. 

Les  côtés  des  polygones  femblables  d’un  nombre  infini  de 
côtés  qui  compofcnt  les  deux  cercles  , font  infiniment  petits , 
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donc  chacun  de  ces  côtés  ou  chaque  arc  eft  un  point  de  fa  cir- 
' conférence.  Or , les  côtés  des  polygones  femblables  font  entr- 
eux  comme  leurs  circuits  ou  comme  leurs  rayons  ; donc  les 
points  A , e des  circonférences  font  aufli  entr’eux  comme  leurs 
rayons. 

Nota.  On  ne  pourroir  concevoir  ceci , fi  l’on  difoit  comme 
Euclide , que  les  lignes  n’ont  point  de  largeur  ; mais  dès  lors  que 
nous  leurs  en  donnons  une , quelque  petite  qu’elle  foit,  on  s’ap- 
perçoit  que  les  points  des  lignes  menées  de  tous  les  points  de 
la  grande  circonférence  au  centre,  anticipent  fur  les  points  des 
lignes  voifines  de  plus  en  plus  à mefure  qu’elles  approchent  du 
centre,  ôc  que  par  conféquent  eu  égard  à ces  anticipations,  les 
points  dans  lcfquels  une  petite  circonférence  eft  coupée,  feront 
plus  petits. 

28p.  Corollaire  II.  Les  fegmens  donc  les  arcs  comprennent  un 
même  nombre  de  degrés  de  leurs  circonférences  font femblables  entr’eux, 
er  il  faut  dire  la  meme  chofe  des  fe  fleur  s. 

Soient  les  fegmens  A BC , abc  ( Fig.  178.)  dont  le  centre  com- 
mun eft  au  point  O.  Il  eft  clair  que  les  arcs  ABC , Referont 
entr’eux  comme  leurs  circonférences  ou  comme  leurs  rayons, 
( N.  287.)  puifqu’ils  contiennent  un  même  nombre  de  degrés  de 
leurs  circonférences.  Or , les  triangles  ACO  , acO  ayant  l’angle 
O commun  ôc  les  bafes  paralclles  font  femblables , ôc  donnent 
AC , ac  : : AO , aO  ; donc  les  cordes  AC , ac  font  enrr’elles  com- 
me les  arcs  ABC  ,abc,  ôc  par  conféquent  les  lignes  qui  com- 
prennent les  fegmens  font  proportionnelles;  il  ne  refte  donc 
plus  qu’à  faire  voir  que  les  angles  faits  par  ces  lignes  , c’eft-à- 
clire  les  angles  mixtilignes  faits  par  les  cordes  avec  les  arcs,  font 
égaux.  Et  pour  cela  : 

Concevons  que  l’arc  ABC  foit  divifé  en  une  infinité  de  petits 
arcs  tous  égaux,  ôc  que  des  points  de  divifion  foient  menés  au 
centre  des  rayons  qui  diviferont  l’arc  abc  en  un  même  nombre 
d’arcs  égaux , qui  vaudront  chacun  autant  par  rapport  à leurs  cir- 
conférences , que  chaque  petit  arc  de  l’arc  ABC  par  rapport  à 
la  fienne.  Concevons  encore  que  des  points  A,  a foient  menés 
des  droites  AH  , AR  , AB,  ôco.  ah,  ar , ab,  Ôte.  tous  les  angles 
que  ces  lignes  feront  entr’elles,  ôc  qui  auront  leurs  fommets  aux 
circonférences  aux  points  A , a , feront  égaux  , puifqu’ils  embraf- 
fent  des  arcs  de  même  valeur.  Ainfi,  tous  les  angles  CAH, 
HAR,  ôcc.  compris  dans  le  fegment  ABC,  feront  égaux  à tous 
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Ici  angles  cah , bar , ôcc.  compris  dans  le  fegment  abc  ; mais  tous 
les  angles  CAH , HAR,  &c.  compofcnt  enfemble  l’angle  mixti- 
ligne  CAB,  ôc  tous  les  angles  cah,  har  , ôcc.  compofent  l’angle 
mixtiligne  cab-,  donc  l’angle  mixtiligne  CAB,  eft  égal  à l’angle 
mixtiÜgne  cab  ; ôc  on  prouvera  la  même  chofe  des  autres  angles 
mixtilignes  ACB,  acb  ; d’où  il  fuit  que  les  fegmens  ABC,  abc  , 
ayant  les  côtés  proportionnels  & les  angles  égaux  font  fembla- 
bles. 

Dans  les  triangles  femblables  AOC  , aOc  l’angle  OAC  eft 
égal  à l’angle  Oac , ajoutant  donc  l’angle  OAC  à l’angle  mixtili- 
gne CAB  , ôc  l’angle  Oac  à l’angle  mixtiligne  cab , l’angle  mix- 
tiligne OAB  du  fedeur  OAC  fera  égal  à l’angle  mixtiligne  Oab 
du  fedeur  Oac,  Ôc  par  la  même  raifon  l’autre  angle  OCB  mixti- 
ligne eft  égal  à l’angle  mixtiligne  Ocb  ; or,  les  arcs  ôc  les  rayons 
de  ces  fedeurs  font  proportionnels.  Donc  ces  fedeurs  font  fera- 
blables.  . » 

290.  Corollaire  IV.  Si  on  mené  deux  tangentes  MN,  mn  J 
deux  cercles  inégaux  (Fig.  179.  ),  les  angles  mixtilignes  NAB,nab 
faits  par  les  tangentes , & les  circonférences  font  égaux. 

Je  mene  des  points  d'attouchement  A,  a , les  diamètres  AB, 
ab  ; les  angles  BAN , ban  font  droits  {N.  240.) , ôc  partant  égaux. 
Or,  les  demi -cercles  ATB,  atb  étant  des  fegmens  femblables 
(N.  289.) , les  angles  mixtilignes  BAT,  bat  font  égaux  ; donc 
retranchant  de  l’angle  BAN  l’angle  BAT , ôc  de  l’angle  ban , 
l’angle  bat , il  refte  l’angle  NAT  égal  à l’angle  nat. 

29  t.  Corollaire  V.  Donc  Ji  plusieurs  cercles  inégaux  touchent 
une  même  ligne  MN  ( Fig.  1 80.  ) en  un  point  A , tous  les  angles  mix- 
tilignes  faits  par  .cette  tangente  avec  les  circonférences  , font  égaux 
entr  eux. 

Puifque  les  cercles  touchent  la  même  ligne  AIN  au  point  A,' 
la  même  perpendiculaire  AS  élevée  fur  le  point  A,palTerapar 
tous  les  centres  ( N.  242.),  ôc  coupera  tous  les  cercles  en  deux 
parties  égales.  Ainfi  on  démontrera  la  même  chofé  que  dans  le 
Corollaire  précédent. 

Nota.  Ceci  feroit  impoflible  fi  les  cercles  touchoient  la  droite 
MN  dans  une  égale  partie.  Mais  comme  les  points  des  plus  grands 
cercles  font  plus  grands  que  les  points  des  petits  ; il  arrive  que 
les  circonférences  des  grands  cercles  n’abandcnnenr  pas  fi  vite 
la  droite  MN  que  les  petites  , ôc  que  par  conféqu.nt  les  angles 
mixtilignes  qu’elles  font  avec  la  tangente , font  un  peu  à côté  les 
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uns  des  autres,  ce  qui  eft  aifé  de  concevoir  par  la  feule  infpcc- 
tion  de  la  Figure  181  , qui  repréfente  plufteurs  polygones  régu- 
liers femblables  mais  inégaux, qui  touchent  une  mêine  droite. 

Et  il  ne  faut  pas  dire  qu’il  s’enfuivra  delà  qu’un  cercle  peut 
toucher  une  ligne  droite  en  plus  d’un  point,  car  quoiqu’un  plus 
grand  cercle  touche  une  ligne  droite  en  une  partie  plus  grande 
que  ne  fait  un  petit  cercle,  cependant  ce  grand  cercle  ne  tou- 
che que  par  un  de  fes  points  , de  même  que  le  petit  ne  touche 
que  par  un  des  fiens. 

On  peut  encore  expliquer  ceci  de  cette  façon  : Concevons 
que  plufieurs  polygones  réguliers  femblables  mais  inégaux , ayent 
tous  un  même  angle  commun  ( Fig.  1 82.  ) , & qu’à  l’extrémité 
de  la  ligne  AB  qui  divife  cet  angle  en  deux  également,  ôc  qui 
pafTe  par  leurs  centres , on  éleve  une  perpendiculaire  MN , il 
eft  vifiblc  que  cette  perpendiculaire  touchera  tous  les  polygones, , 
& que  les  angles  qu’elle  fera  avec  eux  feront  tous  égaux  ; or  , 
cela  arrivera  à l’égard  de  tous  les  polygones  femblables , quel- 
que grand  ou  petit  que  foit  leur  nombre  de  côtés  ; donc  cela 
doit  arriver  aulfi  à l’égard  des  cercles. 

Et  cette  fécondé  explication  refout  facilement  une  difficulté 
qu’on  pourroit  former  , car  puifque  tous  les  angles  mixtilignes 
intérieurs  des  demi- cercles , qui  touchent  en  A la  droite  MN 
( Fig.  1 80.)  font  égaux  ; il  s’enfuit  nécelTairement , dira  t-on , que 
les  angles  curvilignes  que  les  circonférences  font  en  A,  doivent 
être  nuis,  ôc  cela  eft  vrai  ; car  on  voit  dans  la  Figure  182  , que 
les  circuits  des  polygones  ne  font  point  d'angles  entr’eux  au  point 
A,  quoiqu’ils  en  falfent  après,  à caufe  que  les  jambes  de  l’angle 
fait  en  A , changent  enfuite  de  direction , ôc  il  en  eft  de  même  à 
l’égard  des  cercles. 

L’angle  mixtiligne  fait  par  la  tangente  & les  circonférences , 
eft  nul  au  point  A ( Fig.  180.),  car  tous  les  petits  côtes  par  lef- 
quels  les  cercles  touchent  la  droite  MN , tombent  les  uns  fut 
les  autres  au  point  A , ôc  ne  font  enfuite  d’angles  que  parce  qu’ils 
viennent  à changer  de  direction  , la  Figure  18 1 , fait  voir  cela 
clairement.  D’ailleurs , on  peut  confirmer  cette  vérité  par  le  rai- 
fonnement  fuivant.  Entre  la  perpendiculaire  AS  ôc  la  tangente  , 
on  ne  peut  mener  de  ligne  droite  du  point  A qui  ne  coupe  tou- 
tes les  circonférences  , car  autrement  du  même  point  A , on 
pourroit  mener  deux  tangentes,  ce  qui  eft  impoftible  ( N.  241.). 
Or,  on  peur  pourtant  faire  au  point  A avec  AN  une  infinité d an» 
"iome  I.  T t 
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gles  de  plus  petits  en  plus  petits  à l’infini , jufqu’à  faire  évanouir 
totalement  l'angle,  ôc  il  eft  clair  que  le  plus  petit  de  ces  angles 
feroit  encore  plus  grand  que  l’angle  mixtiligne  , puifqu’il  coupe- 
roit  les  circonférences  ; donc  l’angle  mixtiligne  en  A doit  être 
plus  petit  que  tout  ce  qu’il  y a de  plus  petit,  6c  par  conféquent  il 
doit  être  nul. 

Propriétés  du  Cercle  , utiles  pour  l’intelligence  des  Se  fiions 

Coniques. 

292.  Proposition  LXXIII.  Deux  tangentes  AB,  AC  (Fig. 183.) 
étant  menées  d’un  même-point  extérieur  A , avec  la  fecante  AD  qui 
paffe par  le  centre  O , & la  droite  CB  qui  joint  les  points  d'attouche- 
ment 3 je  dis  qu’on  aura  toujours  OR.  OS  : : OS.  OA , c’eft-à-dire 
la  diftance  du  centre  O au  point  R , ou  la  droite  CB  coupe  la  fecante 
AD  , eft  au  rayon , comme  le  rayon  eft  à la  diftance  OA  du  centre  O 
au  point  extérieur  A. 

Du  centre  O au  point  d’attouchement , je  mene  le  rayon  OB  ; 
l’angle  OBA  étant  droit  ( N.  240.  ) , le  triangle  OB  A eft  reâan- 
gle , 6c  à caufe  que  BC , coupe  la  fecante  AD  perpendiculaire- 
ment ( N.  270.  ) , la  droite  BR  eft  une  perpendiculaire  menée 
du  Commet  A de  l’angle  droit  fur  l’hypothenufe  AO  ; donc  le  côté 
OB  du  triangle  re&angle  OBA , eft  moyen  proportionnel  entre 
le  petit  fegment  RO,  6c  l’hypothenufe  entieref  ( N.  1 70.  ) ; ôc  par 
conféquent  nous  avons  OR.  OB  ::  OB.  OA  ; mais  le  rayon 
OB  eft  égal  au  rayon  OS,  donc  OR.  OS  : : OS.  OA. 

293.  R e m a rqu  e.  Commeia  perpendiculaire  menée  du 
point  d’attouchement  fur  la  fecante  AD  qui  pafle  par  le  centre, 

f)a(Te  par  l’autre  point  d’attouchement  C de  l’autre  tangente  ; dans 
a fuite,  je  ne  mettrai  qu’une  tangente  dans  les  Figures  , Ôc  au 
lieu  de  dire  deux  tangentes  étant  menées  avec  la  fecante , &c.  & la 
ligne  qui  joint  les  points  d’attouchement , je  dirai]  pour  abréger  ta  tan- 
gente AB,  la  fecante  AD  qui  pajjê  par  le  centre , cr  ta  perpendicu- 
laire BR  étant  données  j ôcc. 

294.  Proposition  LXXIV.  Latangeme  AB,  la  fecante  AD 
qui  paffe  par  le  centre  & la  perpendiculaire  BR  étant  données , on 
aura  toujours  AS.  AR  ::  AO.  AD. 

Je  mene  le  rayon  OB , 6c  à caufe  que  dans  le  triangle  reflan- 
gle  OBA  la  droite  BR  menée  de  l’angle  droit,  eft  perpendicu- 
laire fur  l’hypothénufe  AO;  le  côté  AB  eft  moyen  proportionnel 
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entre  le  fegment  AR  de  l’hypothénufe,  ôc  l’hypothénufe  entière 

AO;  ainfiAR.  AB  ::  AB.  AO,  ce  qui  donne  AB  = ARxAO; 

mais  par  b propriété  de  la  fecante  nous  avons  AB  = AS  x AD  ; 
(JV.  2 71.)  donc  ASxAD  = AR  x AO;  ce  qui  donne  AS.  AR 
::  AO.  AD. 

2<?y.  Proposition  LXXV.  Suppofant  toujours  la  tangente  AB 
(Fig.  184.  ),  la  fecante  AD  qui pajfepar  le  centre , & laperpendi- 
(ulaire  B R données ; je  dis,  i°.  Que  fi  aux  extrémités  S , D & au 
centre  O du  diamètre , on  éleve  trois  perpendiculaires  SH , OM , DN 
qui  fe  terminent  fur  la  tangente  AB  prolongée  aux  points  H , M , N , 
les  quatre  lignes  SH,  RB,  OM,  DN  font  en  proportion.  20.  Que 
le  reSlangle  des  deux  perpendiculaires  ou  tangentes  SH , DN  eft  égal 
au  quarré  du  rayon.  % 

Les  quatre  lignes  SH,  RB,  OM,  DN  étant  perpendiculaires 
fur  la  fecante  AD  font  paralellcs  entr’elles , & pat  conféquent  les 
triangles  ASH , ARB  , AOM  , ADN  qui  ont  l’angle  A com- 
mun & les  bafes  paralelles  , font  femblables  entr’eux , & leurs 
bafes  font  entr’elles  comme  leurs  côtés  AS,  AR,  AO,  AD; 
mais  par  la  propofition  précédente  nous  avons  AS.  AR  : : AO. 
AD;  donc  SH.  RB  ::  OM.  DN  : ce  qu’il  falloh , i°.  démontrer. 

Du  point  B , j’abaiffe  BP  perpendiculaire  fur  MO  que  je  pro- 
longe de  l’autre  côté  en  V.  La  droite  MV  eft  une  fecante  qui 
pâlie  par  le  centre  ; la  droite  MB  eft  une  tangenre  menée  du 
même  point  M , fit  la  droite  BP  eft  une  perpendiculaire  menée 
du  point  d’attouchement  ; donc  nous  avons  OP.  OE  : : OE.  OM  ; 
mais  à caufe  des  paralelles  nous  avons  OP  = RB  ; donc  RB. 

OE  ::  OE.  OM,  ôc  partantRB  xOM  = OE;  mais  nous  venons 
de  trouver  SH.  RB  : : OM.  DN , ce  qui  donne  RB  x OM  = SH 

xDNdonc;  SHxDN  = OE. 

296.  Proposition  LXXVI.  Suppofant  encore  la  tangente  AB 
(Fig.  1 8 y . 18  6.)  la fecante  AD  qui  pajfe  par  le  centre  & la  perpen- 
diculaire BR  données  ; je  dis  que  ta  fecante  AD  <èr  toutes  les  autres 
fêtantes  quon  peut  mener  du  même  point  A , font  toutes  divifees  har- 
moniquement en  trois  parties  par  la  circonférence  & la  droite  BR  ,* 
c'eft  -à-  dire  que  dans  chaque  fecante , la  partie  extérieure  e(i  à fa 
petite  partie  intérieure , comme  la  fecante  entière  eft  à [autre  partie 
intérieure. 

Des  extrémités  S , D du  diamètre , je  mene  des  tangentes  SH , 
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DN (Fig.  186.)  qui  fe  terminent  lur  la  tangente  AB  prolongée 
en  N ; ainfi,  à caufe  que  ces  tangentes  font  paralelles  entr’elles, 
puifqu’elles  font  perpendiculaires  fur  le  diamètre  ; les  triangles 
ASH , ADN  font  femblables , & donnent  AH.  SH::  AN. 
DN  ; mais  les  tangentes  SH,  HB , étant  menées  d’un  même 
point,  font  égales  de  même  que  les  tangentes  DN , BN  ; menant 
donc  dans  la  proportion  que  .nous  venons  de  trouver,  la  droite 
HB  au  lieu  de  fon  égale  SH , ôc  la  droite  BN  au  lieu  de  fon 
égale  DN,  nous  aurons  AH.  HB  ::  AN.  BN  : or,  à caufe  des* 

{>aralelles  SH,  RB,  DN,  la  droite  AD  cft  divifée  par  cespara- 
elles  en  même  raifon  que  la  droite  AD  ; donc  AS.  SR  ::  AD. 
RDj  ce  qu’il  falloit,  i°.  démontrer. 

Maintenant,  prenons  une  fecante  AV  (Fig.  1 8 y.)  qui  ne  parte  pas 
par  le  centre , cette  fecante  fera  coupée  en  quelque  point  L parla 
perpendiculaire  BRH,  6c  il  s’agit  de  prouver  que  AP.  PL::  AV. 
JLV  , 6c  que  par  conféquent  AV  cft  coupée  en  trois  parties  har- 
moniquement, 6c  pour  cela  je  décris  fur  la  partie  intérieure  VP 
prife  pour  diamètre,  un  cercle  VTPQ;  du  point  L je  meneune 
corde  TQ  perpendiculaire  fur  ce  diamètre , 6c  du  point  T je 
mene  au  point  A la  droite  TA  » fi  je  fais  voir  que  TA  eft  tan- 
gente du  cercle  TPQV  , il  eft  clair  que  la  droite  AV  étant  une 
fecante  qui  partie  par  le  centre  de  ce  cercle,  6c  la  droite  TL  étant 
perpendiculaire  menée  du  point  d’attouchement  T,  nous  aurons, 
comme  nous  venons  de  voir  dans  le  premier  cas  AP,  PL,  AV. 
LV  : venons  donc  à la  démonftration. 

Dans  le  triangle  re&angle  ALR  nous  avons  AL  = AR-»-LR 

(AA  71.),  6c  le  triangle  reélangle  ATL  donne  AT  = AL 

•+-  TL  mettant  donc  dans  cette  derniere  équation  la  valeur  de  A L 

nous  aurons  AT=AR-4-LRh-TL  ; or,  à caufe  que  TL  eft 

perpendiculaire  fur  le  diamètre  VP,  nous  avons  TL  = VLx  LP 
(A/.  :8j.),  6c  parce  que  VP,  H B font  deux  cordes  du  grand  cercle 
SBD  6c  qui  fe  coupent  en  L , nous  avons  VLx  LP  = HLxLB> 

(AA  277.)  doncTL=HLxLB  6c  mettant  cette  valeurdeTL  dans 

AT=AR-+-LR-|-TL,  nous  aurons  AT=AR-+-LR-+-HLxLB; 
mais  à caufe  que  la  ligne  HB  eft  divifée  en  deux  également  en  R , 

& en  deux  inégalement  en  L , nous  avons  HL  x LB-P-LR  = HR 
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ou  RB;  donc  AT  = AR-t-RB;  or,  dans  le  triangle  ARB,  nous 

avons  AB  = AR-+-RB  ; donc  AT  = AB;  ôc  comme  par  la  pro- 
priété de  la  tangente  AB  & des  fecantes  , nous  avons  AP  x AV 

= AB , nous  aurons  auflî  AP  x AV=  AT,  c’eft-à-dire  que  dans  le 
cercle  VTPQ  le  rectangle  de  la  partie  extérieure  AP  de  la  fecante 
AV  , par  cette  fecante , eft  égal  au  quarré  de  la  droite  AT  menée 
du  même  point  A à la  circonférence  de  ce  cercle;  mais  dans  ce 
même  cercle  le  re&angle  APx  AV  eft  égal  au  quarré  de  la  tan- 
gente menée  du  point  A du  côté  du  point  T ; donc  le  quarré  de 

cette  tangente  eft  égal  au  quarré  AT , ôc  partant  la  tangente  ôc  la 
droite  AT  font  égales  ; or,  du  même  point  A on  ne  peut  mener 
à la  circonférence  VTPQ  du  même  côté  deux  différentes  lignes 
qui  foient  égales  ; ( N.  2 3 y.  237.  ) donc  AT  eft  la  tangente  qu’on 
mcneroit  du  point  A à la  circonférence  VTPQ. 

297.  Corollaire.  Si  deux  ou  pjufieurs  fecantes  AV , &c. 
(Fig.  1 87.)  menées  d'un  même  point  A , font  coupées  harmoniquement 
par  la  circonférence , & par  une  droite  BH  perpendiculaire  fur  ta  fe- 
cante qui  pajje  par  le  centre , la  tangente  menée  à f une  ou  F autre  des 
extrémités  de  la  corde  BH pajjera  par  le  point  A. 

Si  l’on  prétend  que  la  tangente  menée  du  point  B ne  paffe 
pas  par  le  point  A ; je  mene  de  ce  point  A une  tangente  qui  tou- 
chera par  conféquent  le  cercle  en  un  point  P différent  du  point  B, 
à caufe  que  deux  tangentes  ne  peuvent  toucher  le  cercle  en  un 
même  point  ; (M  241.)  du  point  P,  je  mene  PQ  perpendiculaire 
fur  la  fecante  AD  qui  paffe  par  le  centre  & qui  coupe  la  fecante 
AV  en  N ; ainfi  par  la  propolition  précédente , la  fecante  AV  fera 
coupée  harmoniquement  par  la  circonférence  ôc  par  la  droite 
PQ,  ôc  fes  trois  parties  feront  AF,  FN,  NV  ; mais  par  la  fup- 

Î)ofition , la  même  fecante  AV  eft  coupée  harmoniquement  p^r 
a circonférçnce  ôc  la  droite  BH,  ôc  fes  trois  parties  font  AF,  FL, 
LV , ôc  la  première  AF  de  ces  trois-ci , eft  la  même  que  la  pre- 
mière AF  des  trois  précédentes;  donc  les  deux  dernières  FL,  L V 
doivent  être  égales  aux  deux  dernieres  FN  , NV  chacune  à cha- 
cune , (N.  20 6.)  ôc  partant  FL,  doit  être  égal  à FN  , ôc  le  point 
d’attouchement  P , doit  tomber  fur  le  point  d’attouchement  B, 
298.  Proposition  LXXVII.  Pofant  encore  que  A B (Fig.  188.) 
la  fecante  Aï)  qui  paffe  par  le  centre  & la  perpendiculaire  BR  H foient 
données  3 fi  d'un  point  quelconque  M pris  fur  la  circonférence  3 on  mtne 
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une.  corde  MN  qui  pajfe  par  le  point  R où  la  perpendiculaire  BR  coupe- 
la  fecame  A D , & qu' après  avoir  mené  des  extrémités  M , N de  cette 
corde,  deux  cordes  MT , NV  paralelles  à BR , on  mené  Us  droites 
VM,  NT  par  les  extrémités  des  cordes  ; je  dis  que  les  droites  VM  , 
NT  prolongées  au-delà  du  cercle , feront  deuxjecantes  égaUs  qui  paf- 
feront  par  le  point  A <ir  qui  feront  divifées  harmoniquement  par  la 
circonférence  & la  perpendiculaire  BH. 

A caufc  des  coracs  paralelles  MT , Vft  , les  arcs  compris 
MV,  TV  font  égaux,  (N.  263.)  & ajoutantà  chacun  d’eux  l’arc 
MT,  les  deux  arcs  VMT,  MTN  font  égaux,  & les  angles  à 
la  circonférence  MVN,  TNV  qui  embraflent  ces  arcs,  font  aulïï 
égaux;  or,  à caufe  que  la  corde  MN  ne  paffe  pas  parie  centre 
O du  cercle  , & qu’elle  coupe,  par  conféquent,  la  circonféren- 
ce en  deux  parties  inégales , l’arc  MTN  du  petit  fegment , vaut 
moins  qu’une  demi  circonférence  , & l’angle  MVN  qui  en  vaut 
la  moitié,  eft  aigu , de  même  que  fon  égal  TNV  ; ainfi,  puifque 
les  deux  lignes  MV,  TN  font  fur  la  droite  VN  les  angles  inter- 
nes oppofés , moindres  enfemble  que  deux  droits;  ces  lignes  ne 
font  pas  paralelles,  (M  72.)  & venant  à être  prolongées  du  côté 
de  A,  elles  doivent  former  avec  la  bafe  VN , un  triangle  ifofeele 
dont  le  fommet  fera  fur  quelque  point  de  la  perpendiculaire  AQ 
qui  coupe  la  bafe  VN  en  deux  également  (N.  107.). 

Maintenant,  comme  nous  ne  fçavons  pas  encore  fi  le  point 
où  les  droites  MV , NT,  prolongées,  coupent  la  perpendicu- 
laire AQ  , eft  le  même  que  le  point  A ; nommons  ce  point  =x 
quelque  part  où  il  foir.  Le  triangle  MNV  étant  coupé  parla  droite 
BH  paralelle  à fa  bafe , donne  MR.  RN  : : ML.  LV,(Af.  1 j8.)& 
dans  les  triangles  femblables  MdR,  NQR,  nous  avons  MR.  RN. 
Ma.  NQou  VQ,  donc  ML.  LV  ::  Ma.  VQ;  mais  les  triangles 
femblables  xMA , xVQ,  donnent  Ma.  VQ;:  xM.  xV  ; donc 
xM.  xV  : : ML.  LV  ou  xM.  ML  : : xV.  LV , & partant  la  droite 
xV  eft  divifé  harmoniquement  par  la  circonférence  & la  droite 
BH,  & il  eft  vifible  qu’à  caufe  des  paralelles  MT,  HB,  VN, 
l’autre  côté  xN  du  triangle  ifofeele  MxN  eft  anftî  divifé  harmo- 
niquement par  la  circonférence  & la  droite  HB  ; ainfi  les  deux 
lignes  V* , Nx  étant  deux  fècantes  qui  partent  d’un  même  point 
x , 6c  qui  font  divifées  harmoniquement  par  la  circonférence  6c  la 
droite  HB  perpendiculaire  fur  la  fecame  AD  qui  paffe  par  le  cen- 
tre ; la  tangente  menée  du  point  B , doit  paffer  par  le  point  x , 
(IV.  297.)  ôc  ce  point  n’eft  pas  différent  du  point  A , puifque  la 


Digitized  by  Google 


DES  MATHEMATIQUES.  33? 
tangente  BA  qui  coupe  AD  en  A , ne  peut  la  couper  en  un  autre 
point. 

2j>p.  Corollaire  Ier.  Si  dans  le  trapezoide  MTNV  (Fig.  1 88.) 
fait  far  les  quatre  cordes  MT,  TN,  VN.  MV,  on  mene  f autre  dia- 
gonale VT,  cette  diagonale  paffera  aujfi  par  le  pointé.  Car  les  angles 
MNV,  TVN  étant  égaux  à caufe  des  arcs  égaux  MV,  TN,  les 
deux  diagonales  en  le  coupant,  font  un  triangle  ifofcele,  dont 
le  fommet  doit  être  fur  la  perpendiculaire  AR  qui  coupe  la  bafe 
VN  en  deux  également;  or , la  diagonale  MN  paffe  par  le  point 
R de  cette  perpendiculaire,  ôc  ne  la  coupe  qu’en  ce  point;  donc 
la  diagonale  VT  doit  pafier  par  le  même  point. 

300.  Corollaire  II.  Si  d'unmfme  point  A (Fig.  188.)  d'où 
partent  la  tangente  AB , la  fecante  AD , ôcc.  on  mene  deux  fecantes 
égales  AV,  AN,  & qu'on  joigne  par  des  diagonales  MN,  VT,  les 
quatre  points  où  elles  coupent  la  circonférence  ; ces  deux  diagonales  fè 
couperont  au  point  R de  la  perpendiculaire  BH. 

Les  fecantes  AV,  AN  donnent  AV  x AM  = AN  x AT i mais 
par  la  fuppofition  AV  = AN,  donc,  fi  d’une  part  l’on  divife  par 
AV,  6c  de  l’autre,  par  AN,  nous  aurons  AM  = AT>  d’où  il 
fuit  que  les  droites  VN  , MT  menées  par  les  extrémités  des  fe- 
cantes AV,  AN  ôc  de  leurs  parties  extérieures,  font  perpendi- 
culaires fur  AD  , ( N.  236.  238.)  6c  par  conféqucnt  paralellesà 
BH  ; ainfi  les  arcs  VM , TN  compris  entre  les  paralelles  MT  , 
VN  étant  égaux , (N.  2 63.) les  angles  à la  circonférence  MNV, 
TVN  qui  s’appuyent  fur  ces  arcs , font  aufli  égaux  ; c’eft  pourquoi 
le  triangle  que  les  diagonales  MN  , TV  forment  du  côté  de 
VN  en  fe  coupant,  eft  ifofcele,  6c  Ton  fommet  doit  être  fur  la 
perpendiculaire  AD  qui  coupe  la  bafe  VN  en  deux  également 
«(A'.  107.).  . 

Or,  comme  nous  ne  fçavons  pas  encore  fi  le  point  où  ces  deux 
diagonales  fe  coupent  fur  AD  eft  le  point  R;  nommons  ce  point 
2,  quelque  part  où  il  foit  ; les  triangles  femblables  MAc,  NQz 
donnent  Mz.  zN  ::  Ma.  NQ  ou  QV,  ôc  à caufe  des  triangles 
femblables  MAa,VAQ,nous  aurons  M<j.  QV  ::MA.VA;donc 
Mz.  zN  : : MA.  VA  5 or  , à caufe  que  la  fecante  AV  eft  coupée 
harmoniquement  par  la  circonférence  6c  la  droite  BH,  nous  avons 
MA.  ML  ::  AV.  LV  ou  MA.  VA  : : ML.  LV  i donc  Mz.  zN 
::  ML , LV  : ainfi  dans  le  triangle  MNV  les  côtés  MV  , MN 
étant  coupés  proportionnellement  aux  point  L , z , la  droire  Lz 
menée  par  ces  deux  points,  eft  paralclle  à la  bafe  VN  ; (A'.  1 5 8.) 
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mais LR ou  HB  eft  aurti  paralelle  à la  bafe  VN,  ôc  du  point  L 
on  ne  peut  mener  qu’une  feule  paralelle  à une  même  ligne  VN  ; 
donc  la  paralelle  LR  ôc  la  paralelle  Lz  ne  font  qu’une  feule  6c 
même  ligne  , 6c  le  point  z eft  le  même  que  le  point  R. 

joi.  Corollaire  III.  Donc,  fi  deux  fccantes  égales  AV, 
AN  ( Fig.  188.  ) font  menées  d’un  même  point,  ôc  qu’après  avoir 
mené  les  diagonales  MN , TV,  on  mene  par  le  point  R où  elles 
fe  coupent,  une  droite  HB  paralelle  à la  droite  VN  qui  parte  par 
les  extrémités  des  fecantes;  les  points  H,  B de  la  droite  HB  fe- 
ront les  points  d’attouchement  des  deux  tangenres  égales  qu’on 

fieut  mener  du  point  As  car  on  prouvera  comme  ci-devant  que 
es  deux  fecantes  AV,  AN  font  coupées  harmoniquement  par 
le  cercle  6c  la  droite  HB,  ôcc. 

302.  Proposition  LXX  VIII.  Suppofant  toujours  la  tangente  AB 
(Fig.  1 89.  ) la  fecante  AD  qui  paffe  par  le  centre  & la  perpendicu- 
laire BRI  ! données  ; fi  du  point  A on  mene  une  droite  indefinie  XZ 
\paralelle  à la  perpendiculaire  BRH,  C T que  d'un  point  quelconque  C 
pris  fur  cette  paralelle  on  mene  une  fecante  CN  qui  paffe  par  le  point 
R,  cette  droite  CN  fera  coupée  harmoniquement  par  la  circonférence  & 
la  droite  BH. 

Des  points  M,  N je  mene  les  droites  MT,  NV  paralelles,  6c 
par  les  points  M,  V,  N,  T les  droites  VA,  NA  qui  feront  deux 
fecantes  égales  qui  pafTcront  par  le  point  A , ôc  qui  feront  divi- 
fc'es  harmoniquentpar  la  circonférence  ôc  la  perpendiculaire  HB 
(N.  298.)  ou,  ce  qui  revient  au  même  parles  droites  AIT.  HB; 
ainfi  dans  l’efpace  paralelle  XZVN,  la  fecante  AV  étant  divifée 
harmoniquement  par  les  droites  MT,  H B paralelles  aux  paralel- 
les XZ , VN,  la  droite  CN  comprife  dans  ce  même  efpace 
doit  être  coupé  en  même  raifon  par  les  mêmes  paralelles  AIT, 
HB,  (Ar.  iJ3*)  & par  conféquent  nous  avons  CAI.  AIR  ::  CN. 
RN. 

303.  Corollaire.  Si  d'un  point, quelconque  C du  la  droite  XZ 
( Fig.  190.)  paralelle  à BR , on  mene  deux  tangentes  CP , CQ  & 
la  droite  PQ  qui  joint  leurs  points  (T attouchement  ; cette  droite  PQ 
paffe  par  le  point  R. 

Car  menant  la  fecante  CN  qui  paffe  par  le  point  R,  cette  droite 
eft  coupée  harmoniquement  en  M , R,  N ; (W.302)  6c  fes  trois 
parties  CM,  MR,  RN  ; or,  fi  on  veut  que  la  droite  PQ  ne  parte 
pas  par  le  même  point  R,  cette  droite  coupera  donc  la  fecante 
CN  en  un  autre  point  quelconque  x,  6c  comme  PQ  eft  la  même 

que 
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que  la  perpendiculaire  qu’on  meneroit  du  point  d’attouchement 
P fur  la  fecante  qui  partant  du  point  C,  paderoit  par  le  centre , 
(N.  293.  ) la  droite  feroit  aufti  divifée  harmoniquement  aux  points 
C , x , N , ôc  fes  trois  parties  feroient  CM , Al* , xN  ; mais  la 
première  partie  CM  de  ces  trois,  eft  la  même  que  la  première 
partie  CAI  des  trois  précédentes  ; donc  les  deux  autres  Alx , xN 
doivent  être  égales  chacune  à chacune  aux  deux  autres  A1R,  RN , 
& par  conféquent  le  point  R & le  point  x ne  peuvent  être  diffé- 
rens  & la  droite  PQ  doit  palier  par  le  point  R. 

Nota.  On"peut  prouver  avec  la  même  facilité  l’inverfe  de  cette 
Propofition  , c’eft-à-dire  que  fi  par  le  point  R on  mene  une  corde 
quelconque  QP , & que  de  fes  extrémités  P,  Q on  mene  deux  tangen- 
tes QC , PC , ces  tangentes  fe  couperont  en  un  point  C de  la  ligne 
XZ.  Car  fi  elles  fe  coupoient  en  un  point  a en  deçà  ou  en  delà 
de  RZ  ; la  fecante  aN  menée  du  point  a par  le  point  R , feroit 
coupée  harmoniquement  par  la  circonférence  6c  la  droite  PQ 
qui  joint  les  points  d’attouchement  P,  Q,  ôc  fes  trois  parties  fe- 
roient aM , MR , RN.  Or  comme  cette  même  fecante  aN  cou- 
peroitXZ  en  quelque  points  C,  ôc  que  la  ligne  CN  feroit  aulïï 
coupée  en  trois  parties  harmoniquement  CM,  MR,  RN,  nous 
aurions  deux  lignes  aN  , CN  coupées  toutes  les  deux  harmoni- 
quement, ôc  qui  auroient  deux  parties  MR , RN  communes,  ôc 
dont  cependant  les  deux  troifiémes  aM , CAI  ne  feroient  pas  éga- 
les ; ce  qui  eft  impofliblc  : (N.  207.)  donc , afin  que  aN  foit  divi- 
fée harmoniquement, en  forte  que  AIR,  RN  foient  deux  de  fes  par- 
ties ; il  faut  néceflairement  que  aM  foit  égal  à CM  , ôc  que  les 
points  a,  C,  ne  foient  qu’un  même  point  de  la  ligne  XZ. 

304.  Proposition  LXXIX.  Suppojant  encore  la  tangente  AB  , 
(Fig.  19 1 . ) la  fecante  A D qui  pajfe  par  le  centre  & la  perpendicu- 
laire BRH  données  ; fi  l on  mene  deux  fecantes  inégales  AV,  AN , & 
qu’on  joigne  leurs  points  de  divifions  par  des  droites  T AI,  EL,  NV,* 
ces  droites  étant  prolongées  fe  couperont  en  un  même  point  fur  la  per- 
pendiculaire BH  prolongée  de  part  èr  d’autre. 

Les  lignesTM , EL , NV  ne  font  pas  paralelles  entr’elles  ; car 
les  deux  TM,  NV  feroient  perpendiculaires  fur  la  droite  AD  qui 
paflTe  par  le  centre,  à caufe  que  EL  eft  perpendiculaire  fur  AD; 
d’où  il  fuivroit  que  TM,  NV  feroient  divifées  chacune  égale- 
ment par  AD  de  même  que  leurs  arcs;  ôc  que  par  conféquent 
les  fecantes  AV , AN  feroient  égales  ; (N.  236.  ) ce  qui  eft  con- 
tre la  fuppofition  ; cela  pofé. 

Tome  I.  V v 
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Puifque  les  fecantes  AN,  AV  font  divifées  harmoniquement 
par  la  circonférence  & la  droite  BH , & qu’elles  ont  un  point 
commun  A,  les  droites  TM,  EL,  NV  qui  joignent  leurs  au- 
tres points  de  divifion , font  paralelles  cntr’elles  ou  doivent  fe 
couper  toutes  en  un  même  point  lorfqu’on  viendraàles  prolon- 
ger; (N.  21 1.)  or  nous  venons  de  voir  qu’elles  ne  font  pas  pa- 
ralelles ; donc  elles  fe  coupent  en  même  point  ; mais  cela  ne  peut 
fe  faire  à moins  que  les  deux  TM,  NV  prolongées,  ne  coupent 
en  un  même  point  la  ligne  EL  prolongée  ; donc , ôcc. 

30J.  Proposition  LXXX.  Pofam  toujours  que  la  tangente  AB 
(Fig.  192.) , la  fecante  AD  qui  pajje par  le  centre  & la  perpendicu- 
laire BH  /oient  données  ; ft  ton  prolonge  BH  de  part  & d’autre , dr 
que  d un  point  quelconque  I de  fis  prolongemens , on  mené  deux  tan- 
gentes IM,  IV,  la  ligne  VM  qui  joint  lès  points  d'attouchement  étant 
prolongée , pajfera  par  le  point  A. 

Je  mene  du  point  A une  autre  fecante  APQ  ; du  point  I,  par 
le  point  P,  où  cette  fecante  coupe  le  cercle  , je  mene  la  droite 
IPT  qui  eft  auffi  une  fecante  ; enfin  du  point  A , par  le  point  T, 
je  mene  une  fecante  ATN.  Les  deux  fecantes  AQ , AN  font 
divifées  harmoniquement  par  le  cercle  fie  parla  droite  BH,  fie 
comme  elles  ont  un  point  commun  A , fie  que  les  deux  lignes 
TP,  BH,  qui  joignent  quatre  de  leurs  points  de  divifion  fe  cou- 
pent en  un  point  1 ; la  ligne  droite  NQ  qui  joint  leurs  extrémités 
N , Q , doit  palfer  par  le  même  point  I , cela  pofé.  Les  fecantes 
IT , IN , font  coupées  harmoniquement  par  le  cercle  fit  par  la 
droite  MV  qui  joint  les  points  d’attouchement  des  tangentes  IM, 
IV  qui  partent  du  même  point  1 1 ( A'.  3 1 6.  ) fie  les  droites  PQ , 
NT  qui  paflent  par  quatre  de  leurs  points,  fe  coupent  au  point 
A ; donc  la  droite  VM  qui  pafle  par  tes  points  V,  M,  paffe  aufli 
par  le  point  A. 

Nota.  On  peut  prouver  très-facilement  l’inverfe  de  cette  pro- 

Sofirion  ; c’eft-à-dire  que  fi  des  points  M , V de  la  partie  intérieure 
IV  dune  fecante  VA  qui  pajje  par  le  point  A,  on  mene  deux  tangen- 
tes , ces  tangentes  fi  couperont  fur  la  perpendiculaire  BH  prolongée. 
Car,  fuppofons  pour  un  moment  que  le  point  I où  les  tangentes 
VI,  MI  fe  coupent,  ne  foit  point  fur  le  prolongement  de  BH  , 
je  mene  parce  point  I une  fecante  IPT  qui  coupe  le  cercle  en 
P fit  T , & qui  cil  coupée  harmoniquement  par  la  circonférence 
& par  la  droite  VM  qui  joint  les  points  d’attouchement  V,  M. 
Du  point  A , par  les  points  P 6c  T,  je  mène  deux  autres  fecantes 
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AQ,  AN,  & par  l’extrémité  N de  la  derniere  AN,  je  mene  la 
droite  NI;  les  deux  fecantes  IT,  IN  font  coupées  harmonique- 
ment par  le  cercle  fit  la  droite  VMAqui  joint  les  points  d’attou- 
chement V,  M des  tangentes  IM  , IV  menées  du  même  point 
I;  fit  comme  les  droites  VMA,  NTA  qui  joignent  quatre  points 
de  divifion  de  ces  deux  fecantes  IT,  IN , palTent  par  le  point  A , 
la  ligne  QP  qui  joint  les  points  Q,  P,  palTe  auiïi  par  le  même 
point  A;  ( N.  ai  i.  ) ainfi  les  droites  APQ  , ATN  étant  deux 
fecantes  qui  partent  du  point  A,  font  divifées  harmoniquement 

Îar  la  circonférence  & la  droite  BR  ; fit  à caufe  que  les  lignes 
P , NQ  qui  joignent  quatre  de  leurs  points , palTent  par  le  point 
I,  la  ligne  BH  qui  joint  deux  autres  de  leurs  points  doit  palTer 
aulfi  par  le  point  I , & par  conféquent  le  point  I où  les  deux  tan- 
gentes MI,  VI  fe  coupent,  ne  peut  pas  être  hors  de  la  droite 
BH  prolongé,  comme  on  le  fuppoferoit. 

30 6.  Proposition  LXXXI.  Suppofant  encore  la  tangente  AB 
(Fig.  193.  194.)  la fecante  AD  qui  pajfe par  le  centre  & la  per- 
pendiculaire BH  données  ; fi  d’un  point  quelconque  M de  la  partie 
extérieure  AS  de  la fecante  prolongée,  fi  t on  veut  au-delà  du  point  A , 
on  mene  une  droite  MP  paralelle  à la  tangente  AB , <èr  qui  fe  termine 
fur  la  droite  BH , prolongée  s'il  le  faut  au-delà  du  point  B y le  quarré 
de  cette  droite  PM  fera  toujours  plus  grand  que  te  reÜ angle  de  la  fecante 
AID  quelle  coupe  par  fà  partie  extérieure  MS. 

Du  point  B , je  mene  aux  extrémités  du  diamètre  SD,  les  droi- 
tes BS , BD  fie  du  point  P,  les  droites  PV , PN  paralelles  à BS, 
BD  ; je  prolonge  AB , en  Z fit  MP  en  X. 

Les  triangles  femblables  ABD , MPN  donnent  AB.  AD  : : MP. 
MN  ; fit  à caufe  des  triangles  femblables  ABS,  MPV , nous  avons 
AB.  AS  ::  MP.  MV,  multipliant  donc  les  termes  de  cette  pro- 
portion par  ceux  de  la  précédente,  nous  aurons  AB.  ADx  AS  :: 

MP.  MN  x MV  ; mais  AB  = AD  x AS  ( N.  27 1.  ) ; donc  MP 
= MN  x MV.  Ainfi , il  ne  s’agit  plus  que  de  faire  voir  que 
MN  x MV  cft  plus  grand  que  MD  x MS , fit  premièrement  dans 
la  Figure  193. 

L’angle  du  fegment  ABS  vaut  la  moitié  de  Tare  BS  {N.  2$  3.) 
fie  l’angle  à la  circonférence  SBH  vaut  la  moitié  de  l’arc  BH 
(N.  2J2.)  égal  à Tare  SB,  à caufe  du  diamètre  SD  perpendicu- 
laire fur  la  corde  (N.  224.  ) ; donc  ces  deux  angles  font  égaux  ; 
i or,  l’angle  ABQ  eft  égal  à fon  alterne  BQP  s donc  les  angles 

V v ij 
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QBP,  BQP  font  égaux,  ôc  dans  le  triangle  ifofceleBQP,  nous 
avons  BP  = QP.  De  même  l’angle,  du  fegment  ZBD  eft  égal  à 
l’angle  à la  circonférence  HBD , ôc  à caufe  que  l’angle  ZBD  eft 
égal  à fon  alterne  BXP,  le  triangle  BXP  eftifofcele,  ôc  donne 
BP=  XP,  done  XP=  QP  ;ainfi  les  trois  lignes  MQ,MP,  MX 
étant  en  progreflion  Arithmétique1,  à caufe  que  leurs  différences 
XP,  QP  font  égales,  la  première  eft  plus  petite  par  rapport  à la 
fécondé  , que  la  fécondé  par  rapport  à la  troifiéme  {N.  216.)  t 
c’eft-à-dire , MQ  , MP  < MP,  MX  ; mais  les  triangles  fembla- 
bles  MQS , MPV , donnent  MQ.  MP  : : MS.  MV , ôc  dans  les 
triangles  femblablcs  MPN,  MXD,  nous  avons  MP  , MX  ::  MN, 
MD,  mettant  donc  dans  MQ,  MP  <!  MP , MX,  la  raifon  MS, 
MV , au  lieu  de  fon  égale  MQ , MP,  6c  la  raifon  MN , MD , 
au  lieu  de  fon  égale  MP,  MX,  nous  aurons  MS,  MV  <1  MN,  MD; 
or,  fi  ces  quatre  termes  étoient  en  proportion,  le  produit  des  ex- 
trêmes feroit  égal  au  produit  des  moyens  ; donc  puifque  MS  eft 
plus  petit  qu’il  ne  faut  pour  faire  qu’il  y ait  proportion  , le  pro- 
duit MS  x MD  des  extrêmes  , eft  plus  petit  que  le  produit 
MN  x MV  des  moyens , c’eft-à-dire  , plus  petit  que  le  quarré  de 
MP. 

Dans  la  Figure  1 94 , menant  les  droites  BS , BD  , PV , PN , 
comme  ei-devant , nous  trouverons  par  les  mêmes  raifonnemens 

PM  = MV  x MN  , ôc  il  ne  s’agira  plus  que  de  prouver  que 
MV  x VN  eft  plus  grand  que  MS  x MD.  Ce  qu’on  fera  en  pro- 
longeant SB  en  X,  6c  DB  en  Q , car  les  angles  aBD  , HBD 
étant  égaux , comme  on  vient  de  voir , leurs  oppofés  aux  fommets 
QBA  , QBP  font  aufti  égaux , 6c  à caufe  que  QBA  eft  égal  a foiv 
alterne  BQP , le  triangle  BQP  eft  ifofcele  , ôc  donne  PB  = PQ. 
De  même  les  angles  ABS  , SBH  étant  égaux  , leurs  oppofés  au 
fommet  aBX,  XBP  le  font  aufti , ôc  à caufe  de  l’angle  aBX  égal 
à fon  alterne  BXP,  le  triangle  BXP  eft  ifofcele,  ôc  donne  rB 
= PX  ; donc  PQ=PX,  ôc  les  trois  lignes  MQ,  MP,  MX, 
font  en  progreftion  Arithmétique,  ce  qui  donne  MQ,  MP  < MP , 
MX , ôc  le  refte  de  la  Démonftration  s’achèvera  comme  aupara- 
vant. 


•** 
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CHAPITRE  VII. 

De  flnfcription  des  Polygones  réguliers  dans  un  Cercle, 
& de  leur  Circonfcription  autour  du  Cercle. 

'307.  T T N Polygone  régulier  eft  infait  dans  un  cercle,  lorfque 
tous  fes  angles  font  à la  circonférence  de  ce  cercle  ; 
& il  eft  circonfcrit , lorfque  tous  fes^côtés  touchent  la  circonfé- 
rence. 

308.  Problème.  Infcrire  un  triangle  équilatéral  dans  un  cercle 

(Fig.  t py.) 

Je  mené  un  diamètre  BD  , dont  je  coupe  la  moitié  OD  en 
deux  également  en  R ; par  le  point  R , je  mene  une  corde  AC 
perpendiculaire  fur  le  diamètre,  & des  extrémités  A,  C de  cette 
corde  yje  mene  à l’extrémité  la  plus  éloignée  du  diamètre  les 
droites  ÀB , BB  , ce  qui  donne  le  triangle  équilatéral  ABC  de- 
mandé. 

Pour  leprouver , je  mene  la  corde  DC  ; l’angle  à la  circonfé- 
rence BCD  étant  droit  ( N.  232.)  le  triangle  BCD  eft  reétangle; 
& à caufe  de  la  perpendiculaire  CR,  nous  avons  RD.  DC  ::DC. 
DB  (N.  1 70.  ) ; or , RD  = i DB  par  la  conftru&ion , donc  -J  DB. 

DC  ::  DC.  DB  , d’où  l’on  tire  ± DB=  DC , & tirant  la  racine 
quarrée,  nous  aurons  ^DB  = DC  , c’eft-à-dire  , DC  eft  double 
de  RD  ; mais  les  triangles  femblables  DRC  , BKC  donnent 
DR.  DC  : : RC.  BC.  Donc  BC  eft  double  de  RG,  de  même 
que  CD  eft  double  de  RD  j or,  AC  elr  auili  double  de  RC 
(N.  224.) , donc  BC  = AC,  maisBC  = BA  à caufe  de  BD  per- 
pendiculaire fur  le  milieu  de  AC  (N.  56.  ) ; donc  les  trois  cotés 
AB , BC , AC  du  triangle  ABC  font  égaux. 

30  s>.  Corollaire.  Le  côté  de  PExagone  ni  frit  dans  un  cercle  eji 
égal  au  rayon.  L’arc  ADC  eft  coupé  en  deux  également  parle 
diamètre  BD  perpendiculaire  fur  le  coté  AG  du  triangle  équila- 
téral ABC  infcr'nau  cercle  ; ainli  l’atc  DC  eft  la  fixi.’tne  partie 
de  la  circonférence , & la  corde  DC  de,  cet  arc  eft  le  côté  de 
l’exagone  qui  feroit  inferit  au  cercle.  Or,  nous  venons  de  trou- 
ver DC  = -jD!B  = OD.  Donc.ôcc. 
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310.  Corollaire.  Autour  d'un  cercle  donné  ABC  (Fig.  ipiî.J 
circonscrire  un  triangle  équilatéral. 

Je  mené  le  diamètre  que  je  prolonge  de  part  & d’autre,  fai- 
fant  RM  = RO  & AN  = AO  du  point  O , & avec  le  rayon 
ON  , je  décris  un  cercle  N QMP  i du  point  A , je  mene  la  corde 
PQ  perpendiculaire  fur  MN , & des  points  P,  Q je  mene  les  droi- 
tes PM , QM  qui  forment  avec  PQ  le  triangle  demandé. 

Car  à caufe  de  OA  = NA,  on  démontrera  comme  ci-deflus 
( 308.  ) , que  le  triangle  PQM  cft  équilatéral  & inferit  au  cer- 

cle PNQM;  ainfi  les  cordes  PQ,  QM,  MP  étant  égales,  les 
perpendiculaires  OA,OB,  OC  menées  du  centre  O fur  ces 
cordes  feront  égales  ; or,  la  perpendiculaire  OA  eft  le  rayon  du 
cercle  donné  ABC , donc  la  circonférence  de  ce  cercle  pafle 
par  les  autres  points  B,  C,  & les  trois  côtés  PQ,  QM,  MP  da 
triangle  , touchent  ce  cercle  aux  trois  points  A , B , C. 

3 r 1.  PROBLEME.  Infcrire  un  quarté  dans  un  cercle  & le  circonf-, 
crire  autour  du  cercle  ( Fig.  197.  ). 

Je  mene  deux  diamètres  AC,  BD  qui  fe  coupent  Sangles 
droits,  & je  joins  leurs  extrémités  par  les  droites  AB,  BC, 
CD , DA,  qui  forment  le  quarré  inferit  demandé  ; car  ces  qua- 
tre droires  Soutenant  des  arcs  égaux  font  égales  , & les  angles 
ABC,  BCD,  &c.  font  chacun  droits  à caufe  qu’ils  embraflent 
chacun  une  demi-circonférence. 

Par  les  extrémités  A , B , C , D des  deux  diamètres , je  mene 
des  tangentes,  qui  en  s’entrecoupant , forment  un  quarré  HMNR 
circonfcrit  au  cercle;  car  les  droites  HM,  RN  étant  perpendi- 
culaires fur  BD  font  paralelles  à AC , & à caufe  qu  elles  font 
comprifes  entre  les  droites  HR , MN  perpendiculaires  fur  AC , 
elles  font  égales  à AC;  par  la  même  raifon  les  droites  HR,  MN 
font  paralelles  & égales  à BD  ; ainfi  les  quatre  côtés  HM  , MN , 
&c.  de  la  figure  HMNR  étant  égaux  entr’eux,  & les  angles  qu’ils 
forment  étant  droits , cette  figure  eft  un  quarré. 

31a.  Problème.  Infcrire  un  exagone  dans  un  cercle , & lt  cir- 
conf rire  autour  d'un  cercle  (Fig.  158.  ). 

Je  porte  le  rayon  OA  fur  Ta  circonférence  de  A en  B , de  B 
en  C , &c.  & joignant  les  points  de  divifion  par  les  droites  AB , 
BC , &c.  J’ai  l’exagone  inferit  ABCDEF , ce  qui  eft  évident , 
après  ce  qui  a été  dit  ci-deflus  (A'’.  30p.). 

A tous  les  fommets  A,  B,C,  &c.  des  angles  de  l’exagone 
inferit,  je  mene  des  tangentes  au  cercle,  & ces  tangentes  en 


Digitized  by  Google 


DES  MATHEMATIQUES.  343 
s’entrecoupant  forment  l’exagone  circonfcrit  GHLMNR  ; car 
les  cordes  AB,  AF,  de  même  que  leurs  arcs  étant  égales  , les 
angles  de  fegment  HAB,  HBA , GAF,  GFA , font  tous  égaux 
entr’eux,  d’où  il  fuit  que  les  triangles  ifofceles  FGA , AHB  font 
parfaitement  égaux , ôc  par  la  même  raifon  les  autres  triangles 
ifofceles  BLC,  CMD,  DNE , ERF  font  égaux  entr  eux , ôt,aux 
deux  précédens  FGA,  AHB>  ainfi  les  côtés  de  la  figure  circonf- 
crite  étant  compofés  chacun  de  deux  côtés  égaux  de  ces  trian- 
gles ifofceles,  font  égaux  entr’eux  ; de  même  que  les  angles  qu’ils 
forment , fit  partant  la  figure  elt  un  exagone  circonfcrit. 

513.  Remarque.  Lorfqu’un  polygone  eft  infcrit  dans  un  cer- 
cle, on  peut  toujours  circonfcrire , à ce  même  cercle,  un  poly- 
gone femblable  de  la  façon  que  nous  venons  de  faire  pour  l’exa- 
gone.  C’eft  pourquoi  je  n’en  parlerai  plus. 

3 i4.  Proposition  LXXXII.  Le  quarré  du  cêtédu  pentagone 
infcrit  dans  un  cercle  cft  égal  à la  fmme  des  quarrés  du  cSté  de  f exa- 
gone y & du  côté  du  décagone  infcrit  s dans  le  même  cercle. 

Soit  AB  ( Fig.  ) le  côté  du  pentagone  ; je  divife  Ion  arc  en 
deux  également  en  C , ôc  les  cordes  AC  , CB , font  égales  cha- 
cune au  côté  du  décagone;  je  mene  les  rayons  AO , BO,  cha- 
cun defquels  cft  égal  au  côté  de  l’exagone  : du  centre  O , je 
mene  fur  AC  la  perpendiculaire  OR  qui  divife  l’arc  AC  , ôc  fa 
corde  en  deux  également  ( N.  224.  ) ; ainfi  menant  SC , le  trian- 
gle ASC  eft  ifofcele , ôc  femblable  au  triangle  ifofcele  ACB  à 
caufe  de  l’angle  CAB  commun;  donc  AS.  AC  : : AC.  AB.d’où 

je  tire  AS  x AB  = AC. 

L’angle  SOB  embrafle  les  trois  quarts  de  Tare  du  pentagone, 

& vaut  par  conféquent  y 4 degrés  ;car  l’arc  du  pentagone  en  vaut 

72;  or,  l’angle  ABO  étant  l’un  des  angles  fur  la  bafe  du  pentar  « 

gone , vaut  aufli  y 4 degrés  ; donc  le  triangle  SOB  eft  ifofcele  & 

femblable  au  triangle  O AB , à caufe  de  l’angle  commun  SBO  ; 

ainfi  SB.  BO  : : BO.  AB , d’où  je  tire  SB  x AB  = BO , Ôc  ajou- 
tant chaque  membre  de  cette  équation  à chaque  membre  de  la 

précédente  AS  x AB  = AC  , j’ai  AS  x AB  -+-  SB  x AB  ==  AC 

■+•  BO  ; or , AS  x AB  -4-  SB  x AB  = AB  x AS  -h  SB , ôc  AS 

r+-  SB  = AB  ; donc  AB  x AB  ou  AB  = AC  -4-  BO. 

31  y.  Proposition  LXXXIII.  Le  coté  AB  du  décagone  infcrit 
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dans  un  cercle  (Fig.  200.  ) eft  égal  à la  médiane  OR  du  rayon  OB 
divifé  en  moyenne  & extrême  raifon. 

Dans  le  décagone  l’arc  AB  eft  la  dixiéme  partie  de  la  circon- 
férence , & vaut  par  conféquent  36  degrés  > donc  des  extrémités 
A,  B menant  les  rayons  AO , BO , l’angle  AOB  vaut  3 6 degrés, 
ôc  les  deux  autres  angles  OAB,  OBA  du  triangle  ifofcele  OBA, 
valent  chacun  72  degrés,  ôc  font  doubles  de  l’angle  AOB  du 
fommet  ; or,  dans  tout  triangle  ifofcele  dont  chaque  angle  de  la 
bafe  eft  double  de  l’angle  du  fommet , la  bafe  AB  eft  égale  à la 
médiane  du  côté  OB  divifé  en  moyenne  ôc  extrême  raifon 
(N.  1 p6.).  Donc,  &c. 

31 6.  Problème.  Dans  un  cercle  donné , infcrire  un  décagone 
(Fig.  201;). 

Je  mené  un  diamètre  AB;  du  centre  O j’éleve  le  rayon  OC 
perpendiculaire  fur  AB  , je  coupe  le  rayon  AO  en  deux  égale- 
ment en  R ; du  point  R pris  pour  centre  , ôc  d’un  rayon  égal  à 
la  diftance  RC,  je  décris  l’arc  CH  qui  coupe  le  rayon  OB  en 
H,  & la  droite  OH  eft  le  côté  du  décagone  : ainfi  en  portant  ce 
côté  dix  fois  fur  la  circonférence , j’aurai  le  décagone. 

Car  par  la  conftru&ion,  fi  je  portois  OH  fur  le  rayon  CO,  de  O 
en  S , ce  rayon  feroit  coupé  en  S en  moyenne  ôc  extrême  raifon, 
ôc  la  droite  SO  feroit  fa  médiane  (N.  ipo. ),  donc  SO  ou  OH 
étant  la  médiane  du  rayon  coupé  en  moyenne  ôc  extrême  raifon, 
doit  être  le  côté  du  décagone  ( N.  3 1 y.  ). 

317.  Corollaire.  Toute  ligne  AH  compope  du  coté  AO  de 
f exagone , & du  coté  OH  du  décagone , efl  coupée  en  moyenne  & ex- 
trême raifon  en  O. 

Si  je  portois  OH  fur  AO  le  rayon  AO  feroit  coupé  en  moyen- 
ne ôc  extrême  raifon  , ôc  OH  feroit  fa  médiane  ; donc  fi  à ce 
rayon  AO  , j’ajoute  fa  médiane  la  ligne  entière  AH  eft  encore 
coupée  en  moyenne  ôc  extrême  raifon  (N.  ipi.). 

318.  Problème.  Dans  un  cercle  donné , infcrire  un  pentagone 
(Fig.  201.). 

Je  fais  la  même  conftru&ion  que  j’ai  faite  dans  le  Problème 
précédent  pour  le  décagone  ; ôc  du  point  C au  point  H , je  me- 
né la  droite  CH  qui  eft  le  côté  du  pentagone  demandé. 

Car  le  triangle  reétangle  COH  donne  CH  = CO  -+-  OH 
(A/.  1 7 1 . ) ; mais  CO  eft  le  côté  de  l’exagone  , ôc  OH  eft  le  côté 
du  décagone  -,  donc  CH  doit  être  le  côté  du  pentagone  ( A'. 3 1 4.). 

31p. 
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31p.  Problème.  Dans  un  cercle  donné , infcrire  un  pentadécago- 
ne , c efi-à-dire  une  figure  de  1 y cotés  ( Fig.  202.  ). 

J’infcris  d’abord  un  pentagone  ABCDE , enfuite  j’infcris  dans 
le  même  cercle  un  triangle  équilatéral  LDH  ; donc  le  fommet 
D de  l’un  des  angles  foit  le  même  que  le  fommet  D de  l’un  des 
angles  du  pentagone,  6c  la  corde  AL  eft  le  côté  du  pentadéca- 
gone  demandé  ; ce  que  je  démontre  ainfi  : 

Du  point  D,  je  mene  le  diamètre  DM  qui  coupe  le  cercle  , 
ôc  les  deux  polygones  chacun  en  deux  également  ; ainfi  le  côté 
AB  du  pentagone  , ôc  le  côté  LH  du  triangle  étant  coupés  cha- 
cun en  deux  également  par  DM,  font  perpendiculaires  fur  DM, 
ôc  paralelles  entr’eux  ; donc  AL=  BH  ( N.  263.  ) ; or  l’arc  AB 
du  pentagone  étant  de  72  degrés , fa  moitié  AM  ell  de  36  ; de 
même  l’arc  LMH  du  triangle  étant  de  1 20  degrés , fa  moitié 
LM  eft  de  6 o,  retranchant  donc  de  l’arc  LM,  l’arc  AM,  lerefte 
AL  fera  de  24  degrés  ; ainfi  divifant  la  valeur  360  de  la  circon- 
férence entière  par  24  , le  quotient  1 y fera  voir  que  l’arc  AL  eft 
contenu  ty  fois  dans  la  circonférence.  Donc,  ôcc. 

320.  Remarque.  Si  l’on  coupe  en  deux  parties  égales  les  arcs 
des  polygones  qu’on  vient  de  trouver  , on  aura  des  polygones 
qui  auront  un  nombre  de  côtés  doubles.  Par  exemple,  le  quarré 
donnera  l’oétogone  ; l’o&ogone  donnera  le  polygone  de  1 6 côtés  ; 
celui-ci  donnera  le  polygone  de  32  côtés,  ôc  ainfi  des  autres. 
Mais  quant  aux  polygones  de  7 côtés,  de  p,  de  11,  ôcc.  il  faut 
néceflairement  avoir  recours  à la  Géométrie  conapofée,  ôc  ce 
que  cette  Géométrie  nous  enfeigne,  n’eft  guéres  facile  à mettre 
en  pratique.  A la  vérité  quelques  Auteurs  nous  donnent  des  Mé- 
thodes faciles  qui  ne  font  que  des  approximations  ; ôc  d’autres 
nous  apprennent  à conftruire  des  courbes  nommées  Ouadratri- 
ces , par  le  moyen  defquelles,  il  femble  qu’on  peut  aifement  inf- 
crire tel  polygone  que  l’on  voudra  : Cependant , fi  l’on  y prend 
garde  de  près,  tout  cela  n’avance  de  rien, les  approximations  font 
toujours  imparfaites , ôc  les  quadratrices  ne  pouvant  être  décrites 
que  par  plufieurs  points,  font  toujours  peu  exaétes,  à caufe  qu’il 
n’eft  pas  poffible  de  trouver  abfolument  tous  leurs  points.  Ainfi, 
ce  que  je  vois  de  plus  fur  dans  ces  occafions , c’eft  de  tâtonner 
jufqu’à  ce  qu’on  ait  trouvé  exaûement  le  polygone  qu’on  deman- 
de , ou  de  fe  fervir  du  compas  de  proportion , ainfi  que  nous 
l’enfeignerons  dans  la  fuite,  ce  qui  vaut  encore  mieux. 


CHAPITRE  VIII- 

De  la  Trigonométrie , de  la  Longimétrie  & du  JSivellement. 

32  t.  T A Trigonométrie  eft  la  fcience  de  connoître  tous  les  cô- 

| , tés  & les  angles  d’un  triangle  par  la  connoiflance  de 

quelques-unes  de  ces  chofes. 

322.  Il  faut  obferver  que  parmi  les  chofes  connues,  il  doit  y 
avoir  tout  au  moins  un  côté,  car  j’ai  démontré  (N.  101.)  que 
deux  ou  plufieurs  triangles  peuvent  avoir  les  angles  égaux  char 
cun  à chacun  fans  avoir  les  côtés  égaux. 

3 2 j.  Un  angle  aigu  ABC  étant  donné  (Fig.  203  ),  fon  angle 
de  fuite  ABE  , fe  nomme  Complément  à deux  droits  de  l’angle 
A BC , <3c  l’angle  DBA  qui  manque  à l’angle  ABC  pour  valoir  un 
droit,  fe  nomme  Complément  à l’angle  ABC.  Il  faut  prendre  gar- 
de de  ne  pas  confondre  ces  deux  fortes  de  complemens. 

324.  Le  fommet  B de  l’angle  ABC  étant  au  centre  d’un  cer- 
cle, la  perpendiculaire  AS  tirée  de  l’extrémité  A de  l’une  de  fes 
jambes  fur  l’autre  BC,  fe  nomme  Sinus  droit , ou  fimplement 
Sinus  de  l’angle  ABC  ou  de  l’arc  AC,  la  partie  SC  , que  cette 
perpendiculaire  coupe  du  côté  de  la  circonférence , eft  le  Sinus 
ver/e  ; le  côté  BA  ou  BC , eft  le  Sinus  total,  ou  le  rayon  , la  per- 
pendiculaire RC  élevée  à l’extrémité  C du  rayon  BC,  jufqu’à  la 
rencontre  du  rayon  BA  prolongé  , fe  nomme  la  Tangente , ôc  la 
droite  BR  eft  la  Secante. 

3 2 y.  Il  faut  donc  diftinguer  la  Secante  qu’on  employé  dans  la 
Trigonométrie,  d’avec  celle  dont  nous  avons  parlé  dans  le  Cha- 
pitre du  Cercle  ; car  l’une  s’arrête  au  centre  du  cercle , & l’autre 
coupe  la  circonférence  en  deux  points. 

326.  Si  l’on  prolonge  le  finus  AS  d’un  angle  ABC,  jufqu’à 
ce  qu’il  coupe  la  circonférence  en  T,  la  corde  AT  fera  double 
du  (inus  AS,  à caufe  que  la  perpendiculaire  BC  menée  du  centre , 
la  coupe  en  deux  également,  ôc  fon  arc  ACT  fera  double  de 
l’arc  AC  ; ainfi  l’on  doit  dire  que  le  finus  AS  d un  angle  ABC , efi 
la  moitié  de  la  corde  AT  qui  foutient  un  arc  double. 

327.  De-là  il  fuit  i°.  que  le  finus  de  l’angle  ABE  complément 
a deux  droits  de  l’angle  ABC  eft  le  même  que  le  fiaus  de  l’angle 
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ABC , car  la  corde  AT  foutient  l’arc  AET  double  de  l’arc  AE« 
de  l’angle  & par  conféquent  la  moitié  AS  de  certe  cor- 

de eft  le  finus  de  l’angle  ABE.  a°.  Que  le  finus  de  l’angle  droit 
DBG  eft  le  rayon  DB  ; car  ce  finus  étant  prolongé  foutiendroit  la 
demi-circonférence,  laquelle  eft  double  de  l’arc  DC , que  l’angle 
droit  embrafle. 

328.  Le  finus  de  l’angle  ABD  complément  à un  droit  de  l’an- 
gle ABC  étant  la  perpendiculaire  AN  ( N.  324.  ),  laquelle  eft  pa- 
ralelle  & égale  à BS,  il  eft  clair  que  fi  du  rayon  BC  on  retran- 
che le  finus  verfe  SC  de.  l’angle  ABC,  le  refte  BS  ou  AN  fera 
le  finus  du  complément  de  l’angle  ABC.  « 

32p.  On  a calculé  les  finus  , tangentes  & fecantes  de  tous  les 
degrés  du  quart  de  cercle , ôc  de  leurs  minutes  par  des  voyes 
affez  (impies  & faciles  qu’on  trouve  à la  tête  de  toutes  les  Tri- 
gonométries,  ôc  dont  il  feroit  inutile  de  parler  ici.  Or,  comme 
on  ne  pouvoir  faire  ces  calculs  fans  employer  la  Régie  de  Trois 
qui  donne  fouvcnt  desfra&ions,  ou l’extraÛion  delà  racine qua- 
rée  qui  ne  peur  pas  toujours  fe  faire  exaâemcnt,  on  a fuppofé  le 
rayon  divifé  en  dix  millions  de  parties,  afin  de  pouvoir  négliger 
les  fractions  ou  les  reftes  , lefquels  étant  au-defTous  de  l’unité,  ne 
peuvent  jamais  valoir  la  dixiéme  millionième  partie  du  rayon  , 
ce  qui  peut  être  compté  pour  rien  : Ces  calculs  faits , on  a difpofé 
en  colonnes  d’une  parr  les  finus , tangentes  fit  fecantes  , depuis 
un  degré  jufqu’à  quarante-cinq , en  y joignant  les  finus , tangen- 
tes ôc  fecantes  des  minutes  de  chacun  de  ces  degrés , ôc  de  l’au- 
tre, on  a mis  auffi  en  colonnes  les  finus  tangentes  ôc  fecantes 
des  complemens  des  degrés,  depuis  un  jufqu’à  quarante-cinq,  en 
y joignant  auffi  les  finus  tangentes  ôc  fecantes  de  leurs  minutes , 
ce  qui  eft  d'une  grande  utilité  à caufe  qu’on  a fouvenr  befoin  des 
complemens. 

Or,  il  faut  obfervcr  que  quoique  les  Mefures  dont  nous  nous 
fervons  pour  mefurer  un  rayon,  un  finus,  ôcc.  foient  différentes 
de  celles  qu’on  a employé  en  calculant  les  Tables  des  finus  , tatv 
gentes  ôc  fecantes,  cela  n’altére  en  rien  leur  rapport.  Suppofons 
par  exemple  , que  le  rayon  étant  divifé  en  cent  millions  de  par- 
ties , il  fe  trouve  une  tangente  qui  n’en  contienne  que  cinquante 
millions , ôc  qui  par  conféquent  no  foit  que  la  moitié  du  rayon  , 
il  eft  clair  que  fi  je  divifé  le  rayon  ôc  la  tangente  en  pieds  ou  en 
pouces , le  nombre  de  pieds  que  1»  tangente  contiendra  ne  fera 
que  la  moitié  du  nombre  de  pieds  contenus  dans  le  rayon.  Ainfi 
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quand  les  Tables  nous  auront  fait  connoître  le  rapport  de  deux 
lignes  , fi  nous  connoifions  la  valeur  de  l’une  deflpux  en  tpifes, 
pieds  ou  pouces  ; nous  trouverons  aifément  la  Wieur  de  J’autre 
en  toifes,  pieds  ou  pouces,  par  le  moyen  d’une  (impie  réglé  de 
Trois.  Par  exemple,  fi  la  Table  nous  donne  pour  la  tangente  cinq 
millions  , ôc  que  le  rayon  foit  de  dix  toifes  ; je  dirai  comme  dix 
millions  valeur  du  rayon , félon  les  Tables  , eft  à cinq  millions 
Valeur  de  la  tangente  , félon  les  mêmes  Tables,  ainfi  10  toifes 
valeur  du  rayon  en  toifes , eft  à un  quatrième  terme  qui  fera  la 
valeur  de  la  tangente  en  toifes4  & ce  quatrième  ternae  fera  cinq 
toifes  , 6c  ainfi  dos  autres. 

330.Proposition  LXXXIV.Daw  tout  triangle  ABC(Fig.204.) 
les  côtés  font  emr'eux  comme  tes  finus  des  angles  oppofis  à ces  côtés. 

L’angle  ABC  étant  à la  circonférence , vaut  la  moitié  de  l’arc 
ARC  qu’il  embrafle  ; or,  le  côté  AC  oppofé  à l’angle  ABC  fou- 
tient  l’arc  entier  ARC  , ou  le  double  de  l’arc  qui  mefure  l’angle 
ABC,  donc  la  moitié  du  côté  AC  eft  le  finus  de  l’angle  ABC. 
Par  la  même  raifon  la  moitié  du  côté  BC  eft  le  finus  de  l’angle 
oppofé  A , 6c  la  moitié  du  côté  AB  , eft  le  finus  de  l’angle  oppofé 
C;  or,  les  côtés  AC,  AB,  BC  font  entr’eux  comme  leurs  moi- 
tiés ; donc  ils  font  entr’eux  comme  les  finus  des  angles  qui  leurs 
font  oppofés. 

331.  Proposition  LXXXV.  Dans  tout  triangle  fcalene  ABC 
( Fig.  aoy.  ) la  fomme  de  deux  côtés  AB,  BC  eft  à leur  différence,  contf 
me  la  tangente  de  la  moitié  de  la  fomme  des  deux  angles  BAC,  BC  A 
fa.ts  fur  le  troiftéme  côté  AC , eft  à la  tangente  de  la  moitié  de  la  dif- 
férence de  ces  mêmes  angles. 

Du  fommet  B pris  pour  centre , 6c  avec  un  rayon  égal  au  côté 
BC , qui  eft  le  plus  grand  des  deux  côtés  AB , BC  ; je  décris  un 
cercle  , je  prolonge  le  petit  côté  AB  de  part  ÔC  d’autre  jufqu’à  la 
circonférence,  ce  qui  donne  AD  égal  à la  fomme  AB  plus  BC 
des  côtés  AB,  BC,  6c  AE  égal  à la  différence  de  ces  mêmes 
côtés  -,  l’angle  DBC  externe  au  triangle  ABC  eft  égal  à la  fomme 
des  deux  angles  internes  oppofés  BAC,BCA,  ôc  l’angle  à la 
circonférence  DEC,  étant  la  moitié  de  l’angle  au  centre  DBC, 
vaut  par  conféquent  la  moitié  delà  fomme  des  angles  BAC, 
BCA  ; or,  l’angle  BAC  externe  au  triangle  ACE  , vaut  les  deux 
internes  oppofés  AEC,  ACE,  donc  la  différence  de  l’angle  BAC 
à l’angle  AEC  eft  le  périt  angle  ACE  ; mais  dans  le  triangle 
ifofcele  BBC  , L’angle  BEC  étant  égal  à l’angle  BCE  , la  diffe- 
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rence  de  l’angle  BEC  à l’angle  BCA  eft  encore  le  petit  angle 
ACE;  donc  puifque  l’angle  BAC  furpafle  l’angle  AEC  du  petit 
angle  ACE,  6c  que  l’angle  AEC  furpafie  l’angle  BCA  encore 
duperit  angle  ACE  ; il  s’enfuit  que  la  différence  des  angles  BAC, 
BCA  eft  double  de  l’angle  ACE , & que  par  conféquent  la  moi- 
tié de  cette  différence  eft  l’angle  ACE. 

Du  point  E pris  pour  centre  , ôt  avec  la  droite  EC  piife  pour 
rayon , je  décris  un  arc  CN,  & je  mené  la  tangente  DC  qui  va 
aboutir  à l’extrémité  de  la  droite  ED , à caufe  que  l’angle  droit 
ECD  doit  embrafifer  une  demi- circonférence  ; du  point  C pris 
pour  centre , & avec  la  même  droite  EC  prile  pour  rayon , je  dé- 
cris l’arc  El , 6c  je  mene  fa  tangente  EF  ; ainfi  en  prenant  EC 

Eour  rayon  , l’arc  NC  eft  la  mefure  de  l’angle  DEC , & la  droite 
>C  eft  fa  tangente  s de  même  l’arc  El  eft  la  mefure  de  l’angle 
ECI , 6c  la  droite  EF  eft  fa  tangente  ; or > les  tangentes  DC , 
EF  étant  paralelles  entr’elles  à caufe  qu’elles  font  perpendiculai- 
res fur  EC,  l’angle  FED  eft  égal  à fon  alterne  EDC,  mais  l’an- 
gle FAE  eft  égal  à l’angle  DAC  qui  lui  eft  oppofé  ; donc  les 
deux  triangles  DAC,  FAE  font  fcmblables,  & nous  avons  DA. 
AE  : : DC.  EF  , c’eft-à-dire,  la  fomme  des  côtés  AB  , BC  eft  à 
leur  différence  AE  comme  la  tangente  DC  de  la  moitié  de  la 
fomme  des  angles  BAC,  BCA  eft  à la  tangente  EF  de  la  moi- 
tié de  la  différence  de  ces  deux  angles. 

3 32.  Proposition  LXXXVI.  Dans  tout  triangle fcaUnt  ABC 
(Fig.  2C  6.)  le  plus  grand  coté  AC  eft  à la  fomme  AB  -+-  BC  des 
deux  autres , comme  la  dijjerence  de  ces  cotés  eft  à la  différence  desfeg- 
mens  AR,  RC  du  grand  côté  AC  faits  par  la  perpendiculaire  BR  , 
menée  de  F angle  oppofé. 

Du  point  B pris  pour  centre,  6t  avec  le  rayon  BC,  je  décris 
le  cercle  CDSE,  6c  je  prolonge  le  côté  AB  jufqu’à  la  circonfé- 
rence en  D;  ainfi  j'ai  BD  = BC  = BS,  Ôc  partant  AB  — SB 
ou  AS  eft  la  différence  des  côtés  AB , BC , ôc  AB-t-  BD  ou  AD 
en  eft  la  fomme  ; de  même  à caufe  de  la  corde  EC  divifée  en 
deux  également  par  la  perpendiculaire  BR , j’ai  ER  = RC,  6c 
par  conféquent  AR  — ER  ou  AE  eft  la  différence  des  fcgmetw 
AR,RCî  or , les  fecantes  AC,  AD  donnent  AC.  AD  ::  AS. 
AE  ( JV.  273.  ) ; donc  le  grand  côté  AC  eft  à la  fomme  AD  des 
deux  autres,  comme  leur  différence  AS  eft  à la  différence  AE, 
des  fegmens  AR , RC.  • 
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De  la  Résolution  des  Triangles  Rett  angles. 

333.  Problème.  Conmijfant  F hypothenufè  AB  de  6)6  toifes , & 
le  côté  BC  de  3 85  , trouver  les  angles  ( Fig.  207.  ). 

L’angle  ACB  oppofe'  à l’hypothenufe  étant  droit,  fon  finus  eft 
égal  au  rayon  ôc  vaut , felcn  les  Tables  10000000  ; or,  l’hyporhe- 
nufe  AB  eft  au  côté  BC  , comme  le  finus  de  Pangle  droit  ACB 
oppofé  à Phypothenufe  eft  au-  finus  de  l’angle  CAB  oppofé  au 
côté  CB  (N.  330.)  ; je  dis  donc,  par  réglé  de  Trois  ; 6)6  eftà 
3 86,  comme  10000000  eft  à un  quatrième  terme  , lequel  en  fa:-  . 
fant  la  régie  eft  60691)  s , ôc  cherchant  ce  nombre  dans  la  co- 
lonne des  finus  marquée  dans  les  Tables  ; je  trouve  qu’il  appar- 
tient à l’angle  de  37  degrés  22  minutes  ; ainfi  l’angle  CAB  eft  de 
37  degrés  22  minutes;  or,  cet  angle  joint  à Pangle  CBA  vaut  un 
droit  ou  90  degrés.  Retranchant  donc  de  90  degrés,  37  degrés 
22  minutes,  le  relie  J2  degrés  28  minutes,  eft  la  valeur  de  l’an- 
gle CBA. 

334.  Remarque.  Pour  abréger  le  calcul,  on  retranche  du 
rayon , des  finus , des  tangentes  ôc  des  fecantes , deux  caractères 
à droites  en  obfervant  que  fi  les  deux  caractères  qu’on  retranche 
valent  plus  de  yo,  on  ajôute  1 au  dernier  carafiérc  reliant;  ôc 
en  voici  la  raifon. 

Soit  le  finus  3786486;  fuppofons  d’abord  qu’il  foit  3786400, 
tandis  que  fon  rayon  eft  i ocoooco,  il  eft  clair  qu’en  retranchant 
deux  zéros  de  part  Ôc  d’autre  , c’eft  comme  fi  j’avois  divifé  l’un 
6c  l’autre  par  1 00 , ôc  par  conféqucnt  le  rapport  du  finus  au  rayon 
eft  le  môme  après  la  aivifion  qu’il  l’étoit  avant  la  divifion.  Mais 
fi  le  finus  eft  3786486,  ôc  que  je  divife  le  finus  ôc  le  rayon  par 
joo,  le  quotient  du  finus  fera  37864  avec  un  relie  , qui  n’eft 
pas  bien  éloigné  de  valoir  1.  Ainfi , fi  je  néglige  ce  relie  , je  né- 
glige près  d’une  unité,  ôc  comme  le,rayon  divifé  par  100  eft 
1 00000 , l’unité  négligée  eft  un  cent  millième  du  rayon , ôc  quoi- 

3ue  ce  cent  millième  foit  peu  de  chofe  ; cependanr  pour  plus 
’exa&itudc  , on  fait  fort  bien  d’ajouter  une  unité  au  relie  du  fi- 
nus,  ôc  de  dire  que  ce  finus  eft  378 6y  , plutôt  que  37864;  au  con- 
traire, fi  les  deux  derniers  caractères  qu’on  retranche  du  finus  , 
font  au-deflous  de  cinquante  , alors  ces  deux  caractères  valent 
moins  qu’une  demi -unité  du  rayon  ou  la  moitié  d’un  cent  mil- 
lième , ôc  par  conféquent  on  peut  négliger  cette  valeur  fans  crain- 
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dre  que  le  rapport  du  rayon  au  finus  en  foit  fenfiblement 
altéré. 

3 3 y.  PROBLEME.  ConnoiJJant  le  côté  AC  de  45  5 toifes , dr 
t angle  oppofé  B de  33  degrés  48  minutes  , trouver  F hypothenufe  AB 
( Fig.  208.). 

Je  dis,  comme  le  finus  de  l’angle  B qui  cft  dans  les  Tables 
53^30  en  retranchant  deux  cara&éres  eft  au  Jinus  de  l’angle  droit 
C , qui  eft  100000  en  retranchant  aufii  deux  caraûéres  , ainfi  le 
côté  AC  de  4j 5 toifes , eft  à un  quatrième  terme , qui  eft  l’hypo- 
thenufe,  & la  régie  faite,  je  trouve  que  cette  hypothenufe  vaut 
820  toifes. 

335.  PROBLEME.  ConnoiJJant  le  côté  AC  de  4 y5  toifes  }&f  an- 
gle Jl  AC  de  55  degrés  12  minutes , trouver  le  coté  BC  oppofé  à cet 
angle  (Fig.  20p.). 

Du  point  A pris  pour  centre,  & avec  un  intervalle  égal  au 
côté  AC,  je  décris  l’arc  CD , ainfi  prenant  AC  pour  rayon  , le 
côté  CB  eft  la  tangente  de  l’angle  A ; c’eft  pourquoi  prenant  dans 
les  Tables  la  valeur  149378  de  la  tangente  de  l’angle  A:  je  dis, 
le  rayon  AC  de  1 00000  , félon  les  Tables , eft  à la  tangente  CB 
de  149378,  félonies  mêmes  Tables,  comme  le  môme  rayon 
AC  de  455  toifes,  eft  à un  quatrième  terme  qui  fera  la  valeur 
en  toifes  de  la  tangente  CB , ôc  la  réglé  faite,  je  trouve  58 1 pour 
la  valeur  de  CB. 

337.  PROBLEME.  Connoijfant  les  côtés  AC , CB , cormoltre  les 
angles  ( Fig.  210.). 

Je  décris  l’arc  CD  , ôc  par  conféquent  CB  cft  la  tangente  de 
l’angle  A ôc  AC  eft  le  rayon  » je  dis  donc , comme  le  rayon  AC 
en  toifes  eft  à la  tangente  CB  aufii  en  toifes,  ainfi  le  rayon  AC 
de  100000,  félon  les  Tables,  eft  à un  quatrième  terme  qui  fera 
la  tangente  CB  exprimée  en  parties  égales  à celles  du  rayon  , ôc 
cherchant  dans  les  Tables  cette  tangente , je  trouverai  à quel 
angle  elle  appartient. 

338.  Problème.  Lescôtés  AC,  CB  étant  connus  yconmître  F hy- 
pothenufe  ( Fig.  2 1 1 . 

Je  cherche  d’abord  l’angle  A par  le  Problème  précédent , 
après  quoi , je  trouverai  l’hypothenufe  AB  , comme  ci  - defius 
(^.333.). 


3P 


ELEMENS 


De  la  Réjoluiion  des  Triangles  Obliquanglcs  , on  qui  ne  font 
pas  Reblangles. 

33p.  Problème.  Connoffant  deux  angles  C , B ( Fig. 312.  ) 

& le  côté  AB  oppojé  à f un  des  angles  connus  C , trouver  les  deux 
autres  côtés.  • 

Je  cherche  dans  les  Tables  les  finus  des  angles  C & B , & je  « 
dis , comme  le  finus  de  l’angle  C oppofé  au  côté  connu  AB  , 
eh  au  (mus  de  l’angle  B oppofé  au  côté  inconnu  AC  ; ainfi  le 
côté  AB  eh  au  côté  AC,  ôc  faifant  la  régie,  je  trouve  la  valeur 
de  AC. 

Les  angles  C ôc  B étant  connus , le  troifiéme  eh  aufïï  connu , 
puifqu’il  eft  le  complément  à deux  droits  de  la  fomme  des  angles 
C ôc  B ; ainfi  je  dis , le  finus  de  l’angle  C oppofé  au  côté  connu 
AB  eft  au  finus  de  l’angle  A oppofé  au  côté  inconnu  BC,  com- 
me le  côté  AB  eft  au  côté  cherché  BC , ôte. 

340.  Problème.  Connoiffant  le  côté  AB  (Fig.  ai  3.)  de  4 5p  toifes, 
le  côté  BC  de  y 84 , & f angle  compris  B de  58  degrés , trouver  les  au- 
tres angles  & le  côté  AC. 

Par  la  propofition  8 y (N.  331.),  la  fomme  des  côtés*AB  , BC 
eft  à leur  différence,  comme  la  tangente  de  la  moitié  de  la  fom- 
me des  angles  A,  C eft  à la  tangente  de  la  moitié  de  leur  diffé- 
rence. J’ajoute  donc  les  deux  côtés  4<Sp  ôc  384,  ôc  la  fomme 
eft  1033  , je  retranche  le  petit  du  plus  grand  , ôc  la  différence 
eft  1 1 j.  Or,  les  trois  angles  pris  enfemble  étant  de  180  degrés, 
fi  j’en  retranche  l’angle  B=^=  68,  le  refte  112  eft  la  fomme  des 
deux  angles  ; j’en  prens  la  moitié  y 6 , ôc  je  trouve  dans  les  Tables 
que  la  tangente  de  y 5 degrés  eft  148235  ; je  dis  donc  , la  fom- 
me 1033  des  côtés  AB,  ÉC  eft  à leur  différence  1 1 y , comme  la 
tangente  148235  de  la  moitié  de  la  fomme  des  angles  A,  C eft  à 
un  quatrième  terme,  ôc  la  régie  me  donne  i5ip5,  qui  eft  la  tan- 
gente de  p degrés  1 2 minutes  ; ainfi  j’ai  la  tangente  de  la  moitié 
de  la  différence  des  angles  A,  C ; or,  je  fijais  que  la  moitié  de 
la  fomme  de  deux  grandeurs  inégales , plus  la  moitié  de  leur  dif- 
férence eft  égale  à la  grande,  ôc  que  la  moitié  de  la  fomme  moins 
la  moitié  de  la  différence  eft  égale  à la  petite  (Livre  premier, 

N.  200.);  ajoutant  donc  à y 5 degrés,  p degrés  12  minutes,  la 
fomme  5y  degrés  12  minutes , fera  la  valeur  de  l’angle  A oppofé 
au  plus  grand  des  deux  côtés  BC  , ôc  retranchant  p degrés '12 

minutes 
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minutes  de  y6,  le  relie  4 6 degrés  48  minutes , fera  la  valeur  de 
l’angle  C oppofé  à l’autre  côte  AB. 

Les  angles  étant  ainfi  trouvés.  Je  dis  : le  finus  de  l’angle  A eft 
au  coté  CB  qui  lui  eft  oppofé,  comme  le  finus  de  l’angle  B eft 
au  côté  oppofé  AC. 

341.  Problème.  CcnnoiJJ'ant  le  côté  AC  ( Fig. 2 1 3. ) de  348 
toifes , le  coté  AB  de  236 , & le  coté  BC  de  3 1 4 , connoitre  les  angles. 

Par  la  propofition  85  ( N.  3 3 2.  ) , le  plus  grand  côté  AC  cil  à 
la  fornme  des  deux  autres  AB,  BC  , comme  la  différence  de  ces 
côtés  eft  à la  différence  des  fegmens  AE,EC  coupés  par  la 

[>erpendiculaire  menée  de  l’angle  B fur  le  grand  côté  AC  ; or  , 
a fornme  des  côtés  AB,  BC  eft  yyo,  ôc  leur  différence  eft  78.  Je 
dis  donc  : le  côté  AC  = 348  eft  à la  fornme  AB  -f-BC  = y yo  , 
comme  la  différence  78  eft  à un  quatrième  terme , ôc  la  régie  me 
donne  123  pour  la  différence  des  fegmens  AE  , EC,  mais  la 
fornme  des  fegmens  eft  348  , ajoutant  donc  la  moitié  de  cette 
fornme  à la  moitié  de  la  différence  1 2 3 , la  fomme  2 3 y \ fera  le 
grand  fegment  EC,  ôc  retranchant  de  la  moitié  de  la  fomme  la 
moitié  de  la  différence  , le  refte  1127  fera  le  petit  fegment. 

Cela  fait , j’ai  deux  triangles  reôlangles  ABE , BEC  dans  cha- 
cun defquels,  je  connois  l’hypothenufe  ôc  un  côté  ; ainfi  je  trou- 
verai les  angles  de  ces  deux  triangles,  de  même  que  ci-dcffus 
(M  333.). 

342.  Remarque.  Je  n’entrerai  pas  dans  un  plus  grand  détail 
pour  laifferaux  Commcn<;ans  le  plailir  de  refoudre  eux- mêmes 
les  autres  cas  qui  peuvent  fe  prefenter , mais  je  ferai  obferver 
que  fi  au  lieu  des  finus,  des  tangentes,  ôcc.  ôc  des  grandeurs 
exprimées  en  toifes , on  met  leurs  logarithmes , on  abrégera 
beaucoup  le  calcul,  ôc  la  difficulté  des  opérations.  En  voici  un 
exemple  : 

Soit  le  triangle  reûangle  ABC  ( Fig.  210)  dont  je  connois  l’an- 
gle BAC  de  y 6 degrés  12  minutes,  ôc  le  côté  AC  de  4y6  toi- 
fes > fi  je  veux  trouver  l’autre  côté , je  dois  faire  cette  proportion  / 
(JV.33 6.)  t le  rayon  AC  de  100000 , félon  les  Tables,  eft  à la  tan- 
gente CB  de  149378 , félon  les  mêmes  Tables  , comme  le  mê- 
me rayon  de  4y6  toifes  eft  à un  quatrième  terme  , ôc  la  régie  nie 
donne  68 1 toifes  pour  la  valeur  de  CB.  Or , pour  faire  cette 
régie  , il  faut  que  je  multiplie  149348  par  4y6,  ôc  que  je  divife 
le  produit  par  100000,  ce  qui  ne  laiffepas  que  de  faire  des  opé- 
Tome  1.  Y y 
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ration*  un  peu  longues , & qui  quelquefois  deviennent  fort  en- 
nuyantes. 

Pour  évitée  donc  cet  embarras  , je  cherche  le  logarithme  du 
rayon  qui  eft  toooooooo,  & celui  de  la  tangente  149378,  qui 
eft  101742873;  ces  logarithmes , dans  les  Tables  de  M.  Oza- 
nam , fe  trouvent  à côté  de  leurs  (inus , ôc  de  leurs  tangentes , ce 
qui  eft  d’une  grande  commodité.  Je  cherche  auflï  dans  la  Table 
des  logarithmes  des  nombres , laquelle  fe  trouve  à la  fuite  des 
Tables  des  (inus,  le  logarithme  25389648  de  436  ;or,  lorfqu’on 
opère  par  les  logarithmes,  il  faut  faire  par  l’addition  ôc  la  fouftrac- 
tion,  ce  qu’on  leroit  obligé  de  faire  par  la  mulriplication  ôc  la  di- 
vilion  ( Livre  premier , N.  344.)  ; c’eft  pourquoi,  j’ajoute  enfem- 
ble  les  deux  derniers  logarithmes  que  je  viens  de  trouver , ôc  leut 
fommeeft  128332321 , j’en  retranche  le  logarithme  100000000, 
ôcle  refte  eft  le  logarithme  2833232 1 , lequel  étant  cherché  dans 
les  Tables  des  logarithmes,  appartient  au  nombre  681 , ôc  par 
conféquent  le  côté  cherché  BC  eft  de  681  toifes  , ôc  ainfi  des 
autres. 

De  la  Longimétric. 

343.  La  Lonpimêtric  eft  la  fcience  de  mefurer  fur  le  terrein  les 
longueurs , les  hauteurs  ôc  les  profondeurs  acceflibles  ou  inacccf- 
fibles;  on  employé  pour  cela  les  triangles  , ôc  on  en  mefure  les 
angles  par  le  moyen  du  Graphométre  , qui  eft  un  demi-cercle , 
fur  lequel  tous  les  degrés  font  marqués , ôc  au  centre  duquel  eft 
une  régie  tournante , armée  à fes  extrémités  de  deux  Pinules  ou 
plaques  de  cuivre  fendues  par  le  milieu , afin  de  pouvoir  vifer 
plus  furement  un.objet  ; cet  inftrument  eft  fi  commun  qu’il  feroit 
inutile  d’en  faire  une  plus  ample  deferiprion. 

344.  Comme  on  ne  mefure  ordinairement  les  longueurs  furie 
terrein  que  pour  les  rapporter  fur  le  papier  , ôc  que  le  papier  eft 
toujours  beaucoup  plus  petit  que  le  terrein  qu’on  veut  reprefen- 
ter  ; il  faut  néceflairement  fe  fervir  d’une  mefure  qui  foit  à pro- 
portion plus  petite  que  celle  que  l’on  a employé  pour  mefurer, 
ôc  c’eft  ce  qu’on  fait  par  le  moyen  d’une  b chelle  ou  d’une  ligne 
droite  que  l’on  div  fe  ôc  foudivife  proportionnellement  aux  divi- 
sions ôc.foudivilions  de  la  mefure  dont  on  s’eft  fervi.  Quand  l’é- 
tendue que  l’on  veut  reprefenter , eft  extrêmement  grande  com- 
me feroit  une  grande  campagne,  on  fe  contente  de  divifer  une 
ligne  en  grand  nombre  de  parties  égales  qui  reprefentent  des  toi- 


Digitized  by  GooglJ 


DES  MATHEMATIQUES.  3;y 
Tes,  & l’on  néglige  les  pieds , les  pouces  ôc  les  lignes,  parce  que 
ces  foudivifions  ne  fçauroient  être  fenfibles  fur  le  papier  ; mais 
fi  ce  qu’on  veut  reprefenter  n’eft  pas  d’une  grande  étendue,  com- 
me feroit  le  plan  d’une  maifon,  d’un  jardin  , ôcc.  alors  il  ne  faut 
point  négliger  les  pieds , ni  les  pouces  , &c.  ôc  pour  une  plus 
grande  exactitude,  on  fera  l’échelle  ainfi  qu’on  va  voir  dans  le 
Problème  fuivanr. 

3 4 J.  Problème.  Conjlruire  une  Echelle  qui  reprefente  des  toifes  , 
pieds , pouces  & lignes  ( Fig.  214.). 

Je  prens  une  ligne  AB  que  je  divife  en  parties  égales , pat 
exemple , en  4,  qui  reprefentent  quatre  toifes  ; je  divife  la  qua- 
trième IIIB  en  6 parties  égaies,  qui  reprefentent  des  pieds  , car 
la  toife  contient  6 pieds  ; je  conftruis  fur  AB  un  rectangle  ABEH, 
en  lui  donnant  une  hauteur  AH  à volonté.  De  tous  les  points  de 
divifion  de  la  ligne  AB , je  mene  des  paralelles  à la  ligne  AH , 6c 
par  cette  conftruêtion  il  fe  trouve  fur  la  quatrième  toife  IIIB  fix 
petits  reêta'ngles  tous  égaux.  Je  mene  la  diagonale  IIIR  du  pre- 
mier de  ces  reêtangles  , 6c  divifant  fa  hauteur  IIIN  en  douze 
parties  égales , je  mene  parles  points  de  divifions  des  paralelles 
à AB,  ainfi  le  triangle  IIINR  étant  coupé  par  12  bafes  paralel- 
les, c’eft  comme  fi  l’on  avoit  douze  triangles  femblables  qui  au- 
roient  leurs  fommets  au  point  III , 6c  qui  par  conféquent  au- 
roient  leurs  bafes  proportionnelles  à leurs  hauteurs  ; or,  les  hau- 
teurs font  1.  2.  3.  4,  ôcc.  jufqu’à  12  , donc  la  première  bafe  du 
côté  du  fommet  eft  1 ; la  fécondé  eft  2 , la  troifiéme  eft  3 , ôc 
ainfi  de  fuite , jufqu’à  la  derniere  NR  qui  eft  douze  ; or , NR  vaut 
un  pied , 6c  par  conféquent  douze  pouces , donc  la  première  bafe 
du  côté  du  fommet  vaut  un  pouce  , la  fécondé  en  vaut  deux , la 
troifiéme  en  vaut  trois , ôcc.  Que  fi  je  veux  repréfenter  des  li- 
gnes , je  prolonge  HE  en  S jufqu’à  ce  que  ES  foit  de  la  gran- 
deur d’un  pouce , c’eft-à-dire  de  la  grandeur  de  la  première  bafe 
des  douze  triangles  précédens , 6c  du  point  S menant  la  droite 
SB , j’ai  un  autre  triangle  ESB  , lequel  en  prolongeant  les  para- 
lelles à AB  fe  trouvera  coupé  par  1 2 autres  bafes  paralelles  , ôc 
comme  un  pouce  vaut  1 2 lignes  ; on  prouvera , comme  ci-deflus, 
que  la  première  des  bafes  du  côté  du  fommet  B vaut  une  ligne, 
que  la  fécondé  en  vaut  deux , ôcc. 

Cette  Echelle  étant  conftruite  , fi  je  veux  prendre  , par  exem- 
ple, 2 toifes  trois  pieds  , quatre  pouces.  Je  mets  la  pointe  du 
compas  fur  le  point  I de  la  droite  AB,  6c  je  l’ouvre  jufqu’à  ce 
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que  l’autre  pointe  tombe  fur  le  point  9 marqué  fur  la  quatrième 
roife  IIIB  ; ainfi  j’ai  2 toifes  9 pieds  ; je  porte  le  compas  ainfi  ou- 
vert , de  forte  que  l’une  de  fes  pointes  tombe  fur  le  nombre  4 
marqué  fur  la  ligne  IIIN  , 6c  que  l’autre  tombe  fur  quelque  point 
V de  la  ligne  4V,  ôc  fixant  la  pointe  en  V , j’ouvre  le  compas 
jufqu  a ce  que  l’autre  pointe  tombe  en  X , ôc  j’ai  la  grandeur  VX 
qui  vaut  2 toifes  9 pieds  4 pouces  , ôc  ainfi  des  autres. 

945.  Corollaire.  Il  eftaiféde  voir  que  par  le  moyen  d’une 
Echelle  on  peut  repréfenter  fur  le  papier  telle  longueur,  ôc  telle 
étendue  de  terrein  que  l’on  voudra  , ce  qui  fe  fait  en  réduifant 
cette  étendue  en  triangles , ôc  tranfportant  enfuite  ces  triangles 
fur  le  papier.  Car  fuppofons  que  les  cotés  d’un  triangle  que  j’ai 
mefuré  lur  le  terrein  foient  l’un  de  deux  toifes  , l’autre  de  9 , ôc 
le  troifiéme  de  4 , fi  je  prens  fur  mon  Echelle  trois  grandeurs , 
dont  l’une  vaille  2 parties  ou  toifes  de  cette  Echelle  , l’autre  9 , 
ôc  la  troifiéme  4 , ôc  qu’avec  ces  trois  côtés , je  décrive  un  trian- 
gle, ce  triangle  fera  femblable  à celui  du  terrein , puifque  les 
côtés  du  triangle  mefuré  furie  terrein  feront  entr’eux  comme  les 
côtés  du  triangle  deffiné  fur  le  papier,  ôc  ainfi  des  autres. 

947.  Problème.  Mefurcrune  longueur  qui  nejl  accejfible  que  par 
l'une  de  fes  extrémités. 

Soit  la  muraille  ABCD  ( Fig.  2 1 j.)  dont  on  ne  peut  approcher 
que  du  côté  de  A , je  prens  fur  le  terrein  deux  points  , dont  l’un 
R foit  en  ligne  droite  avec  les  points  A , B de  la  muraille , ôc 
l’autre  S foit  hors  de  l’alignement  ôc  aflez  écarté  de  R ; je  pofe 
mon  Graphométre  en  S , enforte  que  le  plan  de  l’inftrument  foie 
horizontal  ; je  vife  en  R,  où  je  fais  mettre  un  piquer,  ôc  vifant 
enfuite  à l’extrémité  de  la  muraille  en  M , j’écris  le  nombre  de 
degrés  que  ces  deux  rayons  vifucls  embralTent.  Je  metranfporte 
en  R , en  mefuranr  la  diftance  SR  , ôc  pofant  le  Graphométre  en 
R , je  vife  en  S ôc  en  M , ôc  j’écris  le  nombre  de  degrés  compris 
par  les  deux  rayons  vifucls.  J’ai  donc  un  triangle  , dans  lequel 
je  connois  la  bafe  RS,  ôc  les  deux  angles  fur  la  baie,  donc  l’an- 
gle au  fornmet  eft  auffi  connu  , à caufe  qu’il  eft  le  complément 
des  deux  angles  fur  la  bafe , ôc  par  conféquent  je  n’ai  qu’à  dire: 
le  finus  de  l’angle  B efi  au  finus  de  l’angle  S,  comme  la  bafe  RS 
efl  au  côté  RB,  ôc  ce  côté  étant  connu  , fi  j’en  retranche  la  dif- 
tance  RA  , le  refte  AB  fera  la  longueur  cherchée'de  la  mu- 
raille. 

Si  je  ne  veux  point  employer  la  Trigonométrie  , je  fais  une 


Digitized  by  Googleï 


DES  MATHEMATIQUES.  3Î7 
Echelle,  6c  par  fon  moyen , je  tranfporte  fur  le  papier  la  bafe  RS  ; 
enfuite  avec  un  Rapporteur  ou  petit  demi-cercle  gradué,  je  fais 
en  R 6c  en  S les  angles  que  j’ai  trouvé  fur  le  terrein  , ce  qui  me 
donne  le  petit  triangle  rbs  femblable  au  triangle  RBS,  je  retran- 
che de  rb  la  valeur  ra  de  RA , 6c  portant  le  refte  ab  fur  mon 
Echelle,  je  trouve  la  valeur  de  la  longueur  de  la  muraille. 

Si  je  n’ai  point  de  Graphométre , ou  que  je  veuille  m’en  palTcr. 
Je  prens  fur  l’alignement  RS , une  partie  RZ  de  quatre  toifcs 
ou  de  cinq  , ôcc.  6c  une  partie  SV  égale  à RZ  ; de  même  fur  RB, 
je  prens  RX  = RZ,  6c  fur  SB  je  prens  ST  = SV  ; je  mefure 
X2,  6c  VT,  ôc  par  conféquent  je  connois  les  côtés  des  deux 
triangles  ZRX  , VST  ; je  tranfporte  fur  le  papier  la  bafe  RS  par 
le  moyen  de  mon  Echelle,  je  prens  fur  rs  la  partie  rz  ôc  la  partie 
su , chacune  de  quatre  toifes  de  mon  échelle  ; enfuite  avec  rz  , 
6c  deux  autres  lignes  rx,  zx  qui  contiennent  chacune  autant  de 
toifes  de  mon  Echelle  que  les  droites  RX , ZX  en  contiennent 
fur  le  terrein  , je  conftruis  le  triangle  rzx  qui  fe  trouve  fembla- 
ble au  triangle  RZX  ; je  fais  de  la  même  façon  le  triangle  ust , 
femblable  au  triangle  VST,  6c  prolongeant  les  côtés  r.v,  st  juf- 
qu’à  ce  qu’ils  fe  coupent  en  b } le  triangle  ritell  femblable  au 
triangle  RBS,  puifque  les  angles  r,  s font  égaux  chacun  à chacun 
aux  angles  R,  S , ainfi  retranchant  de  rb  la  droite  ra  d’un  même 
nombre  de  toifes  que  RA,  le  rcflc  ab  porté  fur  mon  Echelle  don- 
ne le  nombre  de  toifes  de  la  muraille  AB. 

Cette  derniere  méthode  me  paroît  la  plus  commode , non- 
feulement  parce  qu’elle  difpenfe  d'avoir  des  inftrumens  ; mais 
encore,  parce  qu’on  n’eft  point  obligé  de  mefurer  les  angles  qu’il 
n’ert  pas  toujours  aifé  de  prendre  avec  la  derniere  exaêlitude. 

jqjS.JÎEAMKgt/E.  J’ai  dit  qu’il  falloir  que  le  plan  du  Graphometre 
fût  horizontal , car  comme  cet  inftrument  eft  toujours  élevé  fur 
un  piquet  au-deflus  du  terrein;  il  eft  vifible  que  fi  l’on  vifoit  au 
pied  de  la  muraille,  les  rayons  vifuels  feroient  plus  longs  que  les 
diftances  SB  , RB , ôc  que  les  angles  changeroient  ; c’cft  pour- 
voi s’il  falloir  vifer  néceflairement  en  B,  comme  lorfqu’il  s’agit 
de  mefurer  une  longueur  fans  hauteur,  on  feroit  mettre  fur  l’ali- 
gnement du  rayon  vifuel , quelques  piquets;  après  quoi  remettant 
l’inftrument  dans  fa  pofition  horizontale  , on  viferoit  félon  cet 
alignement , ôc  félon  l’alignement  RS  pour  mefurer  l’angle  fait 
en  S,  6c  il  faudroit  faire  la  même  chofe  en  R.  On  fe  peut  trom- 
per fouvent  faute  de  faire  attention  à ceci. 

Yy  iij 
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549.  PROBLEME.  Mefurer  une  longueur  AB  inaccejfible  de  toutes 
parts  ( Fig.  2 1 6.). 

Je  prens  une  bafe  RS  fur  le  terrein;  du  point  S je  vife  en  R, 
en  A , en  B , ôc  je  mefure  les  angles  RSA , ASB  ; du  point  R je 
vife  en  S , en  B & en  A , & je  mefure  les  angles  SRB , BR  A ; 
ainfi  dans  le  triangle  RAS  , la  bafe  RS  ôc  les  angles  fur  la  bafe , 
étant  connus , la  Trigonométrie  me  fera  connoitre  aifément  les 
côtés  RA,  AS,  ôc  je  connoîtrai  de  la  même  façon  les  côtés  RB, 
SB  du  triangle  RBS,  Ôc  par  conféquent  dans  le  triangle  ARB, 
les  côtés  AR,  RB  étant  connus  de  même  que  l’angle  compris 
ARB  , il  fera  facile  de  connoitre  la  bafe  AB  (M  340.). 

Sans  trigonométrie,  je  tranfporte  la  bafe  RS  fur  le  papier  , ôc 
les  angles  ARS , BRS , BSR , ASB  ; ce  qui  me  donne  les  trian- 
gles A RS , BRS  femblables  à ceux  du  terrain , après  quoi , me- 
nant la  ligne  AB , je  connois  par  mon  échelle  la  valeur  de  cette 
ligne. 

Sans  inftrument , je  fais  fur  RS  tranfporté  fur  le  papier , des 
triangles  ARS , BRS  femblables  aux  triangles  qui  font  fur  le  ter- 
rain en  employant  la  troifiéme  méthode  ci-deflus  , (N.  347.  ) Ôc 
je  trouve  AB  de  même  qu’auparavant. 

3 y o.  Problème.  Mefurer  une  hauteur  acceffible  ou  inaccejfible 
(Fig.  217.). 

J e prens  un  point  R dans  la  campagne , ôc  mettant  le  Grapho- 
metre  dans  une  fituation  perpendiculaire  à l’horifon,  en  forte  que 
fon  diamètre  foit  horizontal  ; je  vife  par  le  diamètre  au  point  M, 
ôc  tournant  la  réglé,  je  vife  au  foriimet  B,  ôc  je  mefure  l’angle 
BHM.  Suppôfant  donc  que  je  puiffe  approcher  de  la  hauteur  AB, 
j’ai  un  triangle  HMB  dans  lequel  je  connois  le  côté  HM  ôc  l’an- 
gle aigu  BHM , ôc  par  conféquent  l’autre  angle  HBM  m’ell  aulfi 
connu  d’où  je  connoîtrai  aifément  le  côté  BM,  (N.  336.)  ôc 
ajoutant  à ce  côté  la  hauteur  HR  ou  MA  de  l’inftrument,  j’aurai 
la  valeur  de  BA. 

Si  je  dois  agir  fans  Graphomerre,  je  plante  un  piquet  TS  entre 
R ôc  A à trois  ou  quatre  toifes  de  diftance , ôc  vifant  horizon*- 
lement  en  M , ôc  enfuite  en  B,  j’obferve  les  points  N,  S ou  les 
rayons  vifuels  coupent  le  piquet  TS,  ôc  je  mefure  NS;  je  porte 
HM  fur  un  papier,  par  le  moyen  de  mon  échelle  ; je  prens  fur  cette 
ligne  une  partie  égale  à la  diflance  RT  ou  HN  , ôc  j éleve  en  N la 
perpendiculaire  NS  égale  à la  valeur  que  j’ai  trouvée  fur  le  piquet, 
après  quoi  je  mene  HSB  qui  coupe  la  perpendiculaire  MB  en  B , 
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& portant  MB  fur  l’échelle,  je  trouve  fa  valeur,  à laquelle  ajou- 
tant la  valeur  de  MA,  j’ai  la  hauteur  entière  AB. 

Si  le  pied  de  la  hauteur  AB  n’eft  pas  accelTible , je  prens  un 
autre  point  Z qui  foit  en  ligne  droite  avec  les  points  A , R , ôc 
après  avoir  fait  en  R les  opérations  qu’on  vient  de  dire,  je  porte 
le  graphometre  en  Z , & vifant  en  M , puis  en  B , je  mefure  l’an- 
gle BFM  & la  bafe  FH  ; or  l’angle  FHB  étant  le  complément  à 
deux  droits  de  l’angle  BHM , eft  aulli  connu  ; donc , dans  le  trian- 
gle BFH  dont  la  bafe  & les  deux  angles  fur  la  bafe  font  donnés  , 
je  puis  aifément  connoître  le  côté  BH,  ôc  par  le  moyen  de  ce 
côté  BH  ôc  de  l’angle  aigu  BHM  ; je  puis  cônnoître  aulli  le 
côté  BM,  «ce. 

On  peut  aifément  fe  fervir  de  la  troifiéme  méthode  ci-deflus  , 
pour  ce  cas  ci,  de  même  que  pour  les  précédents. 

3 y i . Problème.  Mener  une  ligne  paralelle  à une  ligne  AB  inac- 
cejfible  (Fig.  218.). 

Je  cherche  la  longueur  AB  ainft  que  ci-delfus,  ( N . 34p.)  ôc 
ôc  faifant  en  R l’angle  VRO  égal  à l’angle  RAB  que  j’ai  connu 
• par  le  moyen  du  triangle  RAB  » la  ligne  RO  eft  la  paralelle  de- 
mandée, à caufe  que  les  angles  VRO,  RAB  du  même  côté  font 
égaux. 

Si  je  ne  me  fers  point  d inftrument,  je  tranfporte  fur  le  papier, 
la  bafe  RS  ôc  les  triangles  RAS,  RBS;  je  mené  enfuire  la  droite 
AB,  ôc  du  point  R la  droite  RO  paralelle  à AB;  je  prens  fur  RO 
ôc  RS  les  parties  RY,  RT  égales  entr’elles , ôc  de  quatre  ou  cinq 
toifes  chacune,  ôc  je  mefure  par  le  moyen  de  mon  échelle  , la 
droite  TY ; je  prens  fur  le  terrain  la  partie  RT  de  quatre  toifes  , 
ôc  mettant  un  piquet  en  R ôc  un  autre  en  T aufquels  j’attache  des 
cordeaux;  je  fais  le  cordeau  R Y de  quatre  toifes , ôc  le  cordeau 
TY  égal  au  nombre  de  toifes  que  j’ai  trouvé  pourla  valeurdeTY; 
je  tens  les  deux  cordeaux  jufqu’à  ce  que  leurs  extrémités  fc  tou- 
chent en  Y , ôc  le  triangle  RYT  eft  femblable  au  triangle  RYT, 
fur  le  papier;  ainft  R Y furie  papier  étant  paralelle  à AB  , la 
même  RY  fur  le  terrain  fera  auffi  paralelle  à AB. 

3 y 2.  Problème.  Lever  le  plan  d’une  grande  Campagne 
(Fig.  219.). 

Je  prens  une  bafe  AB,  d’où  j’obfervepluficurs  points  tels  que 
C,  D,  E,  H,  ôcc.  aufquels  je  vife  par  les  extrémités  AB  de  ma 
bafe;  ainft  je  puis  connoître  aifément  les  diftances  CD,  DE, 
HG,  GF  de  tous  les  points  qui  font  à gauche  ou  à droite  de  ma 
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bafe , ôc  leurs  diftances  aux  extrémités  de  la  bafe  ; c’eft  pourquoi 
j'aurai  les  polirions  de  tous  ces  points.  Quand  au  point  L qui  eft 
en  ligne  droite  avec  la  bafe  AB , je  prens  une  autre  bafe  AM , 6c 
de  fes  extrémités  A,  M,  je  vife  aux  points  C,  L,  & parconfé- 
quent  je  connoîtrai  comme  ci-deflusla  droite  LC,  la  droite  LM, 
ôcc.  ce  qui  ine  donnera  la  pofition  du  point_L  ; ôc  je  ferois  la 
même  cliofe  s’il  fc  trouvoit  du  côté  de  B un  point  qui  fût  en 
ligne  droite  avec  AB  ; tout  ceci  eft  fi  facile  qu’il  fuiiit  d’en  indiquer 
les  voyes. 

333.  Problème.  Lever  le  plan  d'un  endroit  fermé  dans  lequel  on 
ne  fauroit  entrer  { Fig.  220.  ). 

J e mefure  le  côté  AB , & le  prolongeant  enfuite  en  R , je  me- 
fure l’angle  extérieur  RBC,  ôc  le  côté  BC  ; ce  qui  me  donne 
la  pofition  des  deux  côtés  AB , BC  ; je  prolonge  BC  en  S , & je 
mefure  l’angle  SCD  ôc  le  côté  CD  ; ce  qui  me  donne  la  pofition 
CD  , ôc  j’acheve  le  refte  de  la  même  façon. 

Comme  la  muraille  BC  pourroit  empêcher  de  prendre  l’angle 
RBC  avec  le  graphometre  , il  faut,  fur  le  prolongement  BRN, 
prendre  un  point  R , d’où  l’on  mènera  une  droite  RH  paralelle 
à BC,  & l’on  mefurcra  l’angle  NRH  qui  eft  égal  à l’angle  RBC, 
ôc  ainii  des  autres. 

Si  je  veux  agir  fans  infiniment,  je  prens  fur  le  prolongement 
BR  ôc  fur  le  côté  BC  les  parties  BP , BM  de  la  valeur  d’environ 
quatre  ou  cinq  toifes;  je  mefure  la  droite  MP,  & tranfportantle 
tout  fur  le  papier,  par  le  moyen  de  mon  échelle;  j’ai  la  pofition 
des  deux  côtés  AB,  BC,  ôc  je  fais  la  même  chofe  à l’égard  des 
autres  côtés. 

334.  Problème.  Lever  le  plan  d’un  lieu  hors  duquel  on  ne  peut 
for  tir  y & dans  le  milieu  duquel  on  ne  f aurait  pénétrer  ( Fig.  221.). 

Je  mefure  les  côtés  EA,  AB  ôc  l’angle  compris  A,  ôc  le  tout 
étant  tranfporté  fur  le  papier,  j’ai  la  pofition  des  deux  côtés  EA, 
AB,  ôc  ainfi  des  autres. 

Du  Nivellement . 

3 y y.  Une  ligne  droite  eft  dite  de  Niveau , lorfque  tous  fes 
points  font  également  éloignés  du  centre  de  la  terre;  ôc  com- 
me la  figure  de  la  Terre  approche  beaucoup  de  la  figure 
Sphérique  ; il  s’enfuit  qu’une  ligne  de  niveau  eft  une  ligne  circu- 
laire. 

3ytf.  Si 
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jytf.  Si  l’on  plante  à plomb  fur  la  furface  de  la  terre,  un  pi- 
quet AO  ( Fig.  222.)  à l’extrémité  duquel  on  ait  mis  une  lunette 
ou  une  réglé  i,  y,  qui  lui  foit  perpendiculaire  , & qu’on  vienne 
à travers  la  lunette  ou  par  les  pinules  mifcs  aux  extrémités  de 
la  réglé , un  objet  éloigné  D ; le  rayon  vifuel  AD  fera  tangente 
de  la  ligne  de  niveau  AC,  Ôc  s’en  écartera  d’autant  plus  qu'il  fera 
plus  long  ; cependant  comme  cette  ligne  AD  nous  paroît  hori- 
zontale , on  la  nomme  ligne  de  Niveau  apparent , & on  la  prend 
même  pour  la  ligne  de  vrai  niveau  AB,  lorfque  fa  longueur  AD 
n’eft  pas  au-defTus  de  roo  ou  de  i io , parce  que  la  circonférence 
de  la  terre  étant  extrêmement  grande  à l’égard  de  io'o  ou  no 
toifes,  le  hauflement  BD  du  point  D du  niveau  apparent  au-def- 
fus  de  B n’eft  pas  fenfible  ; mais  lorfque  AD  devient  plus  longue, 
la  différence  BD  commencera  à fe  faire  fentir,  & l’on  doit  nd- 
ceffairement  la  corriger  comme  on  verra  bien-tôt. 

ÎJ7*  Le  niveau  dont  onfe  fert  le  plus  communément,  lorf- 
qu’il  ne  s’agit  que  d’une  diftance  de  ioo  ou  110  toifes,  eft  le 
niveau  d’eau  ; il  eft  compofé  d’un  tuyau  de  fer  blanc  ABCD 
(Fig.  22 j.)  recourbé  à fes  extrémités,  à chacune  dcfquelles  on 
met  un  autre  petit  tuyau  de  verre.  Au  milieu  O , eft  un  autre 
tuyau  de  fer  blanc  qui  lui  eft  perpendiculaire  ôc  dans  lequel  on 
enchaffe  un  piquet  qu’on  plante  à plomb  fur  le  tcrrein.  Quand 
on  veut  fe  fervir  de  cet  infiniment,  on  le  remplit  d’eau , & alors 
la  furface  d’eau  RS  qui  paroît  à travers  le  tuyau  de  verre  mis  en 
A,  fe  met  de  niveau  avec  la  furface  d’eau  TX  qui  paroit  en  D; 
l’expérience  nous  apprend  que  les  liquides  qui  agiffent  librement, 
fe  mettent  toujours  de  niveau  ; ainfi , fi  l’on  vife  de  R en  X,  le 
rayon  vifuel  R aura  fes  extrémités  R , X de  niveau , 6c  fl  l’on 
vile  en  Z , la  ligne  RZ  fera  une  ligne  de  niveau  apparent. 

3 y 8.  Les  autres  niveaux  dont  on  fe  fert  pour  les  diftances  plus 
grandes  que  100  ou  no,  ne  différent  prefquc  de  celui-ci , qu’en 
ce  qu’on  employé  des  verres  de  lunette  au  lieu  d’eau , pour  voir 

f>lus  diftinâement  les  objets  ; on  en  trouve  les  deferiprions  dans 
e Traité  de  Nivellement  de  Mr.  Picard  mis  au  jour  par  Mr.  delà 
Hire , ôc  dans  celui  de  Bullet. 

3yp.  Le  Nivellement  fe  nomme  Ample  lorfqu’il  peut  fe  faire 
d’un  feul  coup  de  niveau , 6c  on  le  nomme  compofé  lorfqu’il  eft 
néceffaire  de  donner  plufleurs  coups  de  niveau  pour  parvenir  à ce 
qu’on  cherche. 

j5o.  PROBLEME.  Deux  points  A,  B (Fig.  224.)  étant  donnés  fur 
Tome  1.  Z z 
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le  terrain , trouver  ft  ces  deux  points  font  de  niveau , ou  lequel  des 
deux  ejl  plus  éloigné  du  centre  de  la  terre,  & de  combien . 

Suppofons  d'abord  que  la  diftance  AB  ne  foit  pas  au-deffus  de 
100  ou  i io  toifes  , je  mets  le  niveau  en  A , & j’envoye  en  B un 
homme  à qui  je  donne  une  double  toife  qu’il  doit  mettre  à plomb 
en  B,  ôc  un  carton  fur  lequel  eft  une  grande  ligne  noire,  & je 
lui  ordonne  de  faire  glifier  ce  carton  le  long  de  la  double  toife, 
enforte  que  la  ligne  noire  foit  toujours  perpendiculaire  fur  la  toife. 
Je  vife  par  les  furfaces  R,  S de  l’eau,  ôc  lorfque  je  m’apperçois 
que  la  ligne  noire  du  carton  palTe  par  l’extrémité  T du  rayon  vi- 
fuel  RST , je  fais  ligne  à mon  aide  de  s’arrêter,  afin  qu’il  mefùre 
la  hauteur  TB  , ôc  je  mefure  en  même  tems  la  hauteur  VA  du 
rayon  vifuel.  J’ordonne- a mon  Aide  de  revenir,  6c  fila  hauteur 
TB  qu’il  a trouvée  fe  trouve  égal  à la  mienne  AV,  les  deux  points 
A,  B font  de  niveau;  car  les  points  V,  T étant  également  éloi- 
gnés du  centre  de  la  terre  ; fi  de  ces  diftances  égales  je  retranche 
les  parties  égales  VA,  TB,  les  points  AB  feront  aulfi  également 
éloignés  du  même  centre;  que  fi  la  hauteur  TB  eft  moindre  que 
la  hauteur  VA,  je  retranche  TB  de  VA,  6c  le  refte  HA  fait  voir 
que  le  point  À eft  plus  proche  du  centre  de  la  terre  que  le  point 
R de  la  quantité  HA  ; ôc  il  eft  aifé  de  voir  ce  qu’il  faudroit  faire 
fi  TB  étoit  plus  grand  que  VA.  * 

Si  la  diftance  AB  ( Fig.  225.)  eft  au-deffus  de  100  toifes,  fans 
être  au-deffus  de  200  ; je  coupe  cette  diftance  en  deux  parties 
égales  AC , CB , ôc  mettant  le  niveau  en  C ; je  vife  d’abord  du 

1>oint  R par  le  point  S au  point  T ; enfuite  je  vife  du  point  S par 
e point  H , ôc  li  je  trouve  que  les  deux  hauteurs  AH , BT  foient 
égales,  les  points  AB  feront  de  niveau;  mais  fi  l’une  eft  plus 
grande  que  l’autre,  je  retranche  la  moindre  de  la  plus  grande, 
ôc  le  refte  me  fait  voir  de  combien  l’un  des  points  eft  plus  éle- 
vé que  l’autre,  ou  de  combien  il  eft  plus  éloigné  du  centre  de  la 
terre. 


Que  fi  la  diftance  AM  eft  au-deffus  de  200  toifes , je  la  coupe 
en  parties  égales,  dont  chacune  ne  foit  pas  au-deffus  de  ico  : 
par  exemple  , en  trois  AC,  CB,  BM,  puis  mettant  mon  niveau 
en  C , je  nivelle  les  deux  points  A , B , après  quoi  mettant  le  ni- 
veau en  B , j’éleve  les  points  B , M 6c  ainfi  des  autres. 

361.  Remarque.  Cette  méthode  eft  excellente  pour  fc  paffer 
du  calcul  qu’il  faut  néceffairement  faire  lorfqu’il  eft  queftion  de 
corriger  l’erreur  des  coups  de  niveau  trop  étendus  ; mais  comme 
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elle  oblige  à multiplier  les  opérations  ; nous  allons  voir  de  quelle 
maniéré  fe  doivent  faire  les  corrections  dont  nous  venons  de 
parler. 

352.  PROBLEME.  Corriger  les  erreurs  du  Niveau  apparent. 

Suppofons  que  le  cercle  ADI  (Fig.  22 6.  ) repréfente  la  furface 
delà  terre,  & que  la  diftance  AD  des  deux  points  A,  D qu’on 
veut  niveler,  foit  de  yoo  toifes,  le  niveau  apparent  AB  fera  la 
tangente  , ôt  la  droite  BOI  menée  par  le  centre , fera  la  fecante; 
ainfi  nous  aurons  BD.  BA  ::  BA.  BI  j (N.  271.)  or,  la  partie 
DB  de  la  fecante  étant  extrêmement  petite , à l’égard  du  diamé- 
tre  DI  de  la  terre,  on  ne  peut  la  négliger;  ôt  par  conféquent 

DB.  B A ::  BA.  DI,  d’où  je  tire  DB  xDI  = BA  ôt  DB  =^. 
c’eft-à-dire  que  fiondivife  le  quarré  de  lajdiftanceABparle  diamè- 
tre de  la  terre , le  quotient  fera  le  hauffement  du  niveau  apparent 
audeflfus  du  vrai. 

Or,  félon  Meilleurs  Picard  ôt  de  la  Hire , le  diamètre  de  la 
Terre  eft  de  6j38p4  toifes  ; faifant  donc  le  quarré  230000  de  la 
dillance  BA  = joo  toifes,  & ledivifantpar  6338514,  je  trouve  2 
pouces  p lignes  pour  le  hautement  BD  , ainft  après  avoir  nivelé 
a l’ordinaire  , je  dois  retrancher  2 pouces  p lignes  de  la  hauteur 
que  je  trouve  du  côté  de  B lorfque  je  vile  de  A en  B. 

363  Remarque.  Quoique  cette  méthode  ne  paroiffe  pas  de 
la  derniere  exactitude,  cependant  elle  eft  extrêmement  jufte  ; car 
fi  au  quarré  de  AB  on  ajoute  le  quarré  de  AO,  ces  deux  quarrés 
enfemble  feront  égaux  au  quarré  de  l’hypothénufe  BO,  ôc  tirant 
la  racine  quarrée,  on  aura  la  valeur  de  BO,  de  laquelle  retranchant 
DO  = AO,  on  trouvera  que  la  valeur  de  BD  eft  effectivement 
a pouces  p lignes,  comme  ci-deffus. 

364.  Corollaire.  Les  hauffemens  BD , EH  &c.  de  différents 
points  B,  E,  ôte.  du  Niveau  apparent , font  comme  les  ejuurrés  de 

leurs  dijlances  AB,  AE  ôte.  au  point  A où  fefait  le  nivellement. 

— » 

Nous  avons  BD=^  (N.  362.)  ôt  par  la  même  raifon  EH 

— 1 — » — * 

=^-.  donc  nous  avons  BD.  EH  ::  * -gj^.  or,  les  deux  der- 

niers termes  étant  divifés  par  la  même  grandeur  DI , font  entre 
eux  comme  s’ils  n’étoient  pas  divifés;  donc  BD.  EH  ::  AB. 

âi: 

Zzij 
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i6f.  COROLLAIRE  II.  ConnoiJJdnt  donc  le  hautement  BD  d'un 
point  B de  niveau  apparent , on  peut  connoître  les  haujjemens  de  tous 
les  autres  points  E , ôcc.  de  ce  niveau  dont  on  connaît  les  diftances 
AE , ôcc. 

Car  je  n’ai  qua  dire  par  réglé  de  Trois,  comme  le  quarré 
de  AB  eft  au  quarré  de  AE  ; ainfi  le  hauflemeut  connu  BD  eft  à un 
quatrième  terme  qui  fera  le  hautement  cherché  EH  ; fie  ainfi  des 
autres. 

C’eft  de  cette  maniéré  que  Mr.  Picard  a calculé  les  hauflemens 
des  points  de  niveau  apparent  au-deflus  du  vrai  niveau  , depuis  la 
diftancede  yotoifes,  jufqu’à  celle  de  4000. 

Table  des  Haujfemens  du  Niveau  apparent. 


5 66.  Problème.  Niveler  deux  termes  dont  on  ne  connoît  pas  la 
dijlance. 

Je  mets  le  niveau  en  A (Fig.  227.)  6c  je  vife  en  B;  je  tranfporte 
le  niveau  en  B ôt  je  vife  en  A.  Je  mefure  les  hauteurs  CA , SB  ; 
j’en  retranche  de  part  8c  d’autre  la  hauteur  AR  ou  BT  de  l’inf- 
trument,  8c  fi  les  refies  CR,  ST  font  égaux,  je  dis  que  les  points 
A , B font  de  niveau  ; car  le  hauflement  du  niveau  apparent , lorf- 
que  je  vife  de  A en  B , eft  le  même  que  le  haufTement  lorfque  je 
vife  de  B en  Ai  donc  les  points  C , S doivent  être  égale- 
ment éloignés  du  centre  de  la  terre  ; 8c  par  conféquent  à caufe 
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deCA  = SB,  les  points  A,  Ben  doivent  être  aufli  également 
éloignés. 

Si  les  reftes  ST,  CR  (Fig.  228.)  font  inégaux,  je  retranche  le 
moindre  CR  du  plus  grand  ST,  ôc  la  moitié  du  refte  marque  do 
de  combien  le  point  A eft  au-deflus  du  niveau  du  point  B;  car 
fuppofons  que  le  point  A fe  trouvât  en  un  point  F qui  fut  de  ni- 
veau avec  le  point  B ; le  niveau  au  lieu  d’être  en  R , fcroit  en  X , 
& les  hauteurs  LT , CX  feroient  égales  ; or,  le  point  A venant 
à s’élever , le  niveau  s’élève  aufli  de  X en  R ; ce  qui  fait  augmen- 
ter la  hauteur  LT  de  la  quantité  LS;  ôc  de  l’autre  côté,  la  hau- 
teur CX  diminue  d’une  quantité  égale  à LS;  ainfi  CR  = LT 
• — LS  ; retranchant  donc  de  la  hauteur  ST  , la  hauteur  CR  ou 
LT — LS,  le  refte  ST — LT  -+-  LS  eft  égal  à 2LS  ou  à deux  fois 
la  hauteur  SL  ou  AF  du  point  A au)-  demis  du  point  F s donc  la 
moitié  de  ce  refte  eft  la  hauteur  AF. 

Et  il  ne  faut  pas  dire  que  la  hauteur  AF  ou  RX  n’eft  pas  égale 
à la  hauteur  SL,  à caufe  que  les  lignes  RF , SB  ne  font  pas  pa- 
ralelles  , puifqu’elles  vont  aboutir  au  centre  de  la  terre  ; la  dis- 
tance des  points  F,  B au  centre  de  la  terre  étant  extrêmement 
grande  à l’égard  des  lignes  RF,  SB  ôc  de  leur  diflance  FB  qui 
eft  auffi  très-petite  par  rapport  à la  circonférence  de  la  terre  ; les 
deux  lignes  FR,  SB  peuvent  paffer  pourparalelles;  ce  qui  rend 
les  parties  RX,  SL  fenfiblement  égales. 

Enfin,  fi  je  trouve  d’une  part  la  hauteur  SB  ( Fig.  22p.)  plus 
grande  que  la  hauteur  BT,  ôc  de  l’autre,  la  hauteur  AX  moin- 
dre que  la  hauteur  AR  du  même  niveau  ; j’ajoute  l’excédent  ST 
au  défaut  RX , & la  moitié  de  la  fomme  eft  la  hauteur  du  point  A 
au-deflus  de  niveau  du  point  B ; car  fuppofons  que  le  point  A 
s’abbaifTe  en  F où  il  foit  du  niveau  avec  le  point  B,  le  niveau  au 
lieu  d’être  en  R,  defeendraen  V,  ôc  les  hauteurs  HT,  XV  feront 
égales.  Or,  le  niveau  montant  en  R,  la  hauteur  H T augmente 
d’une  partie  SH  égale  à AF , ôc  le  point  X au  lieu  d’être  au-deflus 
du  niveau,  comme  il  étoit  auparavant , fe  trouve  au-deflous,  en 
forte  que  la  partie  XV  dont  il  furpafloit  le  niveau  jointe  à la  par- 
tie RX  dont  il  en  eftfurpaflé,  fontenfemble  égales  à SFI;  donc 
RX  = SH — HT  5 ôcpar  conféquent  ajoutant  ST  ou  SH -4- HT 
avec  RX  ou  SH  — HT,  la  fomme  2 SH  eft  le  double  de  SH  ou 
de  la  hauteur  AF  du  point  A au-deflus  du  point  B. 

Cette  méthode  eft  excellente  pour  niveler  des  termes  dont  il 
fcroit  trop  embaraffant  de  trouver  la  diflance. 

Z iij 
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3 6 j.  Problème.  Niveler  deux  termes  A , R (Fig.  230.)  en» 
tre  lefejuels  il  fe  trouve  des  hauteurs  & des  defcentes. 

Je  donne  plufieurs  coups  de  niveau  en  montant  de  A enS, 
puis  en  defcendant  de  S en  X ; enfuire  en  remontant  de  X en 
Z , ôc  enfin  en  redescendant  de  Z en  R;  je  fais  une  colonne  de 
toutes  les  hauteurs  que  j’ai  trouvées  en  montant  de  A en  S 6c  de 
X en  Z , 6c  une  coloçnc  de  celles  que  j’ai  trouvées  en  defcendant 
de  S en  X 6c  de  Z en  R ; puis  faifant  les  fommes  de  chacune 
de  ces  colonnes , je  retranche  la  petite  de  la  grande , 6c  le  relie 
marque  la  hauteur  du  point  A au-deffus  du  point  R»  ce  qui  n’a 
pas  befoin  de  démonllration. 


CHAPITRE  IX 

Delà  Planimctrie  ou  Mefure  des  Surfaces  planes  , & de  leur 
rapport  entr’elles. 

3 6 8.  \|  Ous  nommerons  Elémens  d’une  furface  plane  les  lignes 
! \|  infiniment  proches  dont  on  conçoit  qu’elle  eft  corn- 
pofée;  toute  ligne  CR  (Fig.  231.)  qui  coupera  perpendiculai- 
rement tous  les  Eléments,  fera  la  ligne  qui  exprimera  leur  mul- 
titude ou  la  fomme  de  leur  épaifleur,  ou  leur  épaiffeur  totale. 

36p.  Proposition  LXXXVII.  Les  paralel/ogrammes  ABCD, 
EBCF  ( Fig.  232.  ) qui  ont  la  même  bafe  BC  & qui  font  entre  deux 
par  ale  lie  s AF , BH,  font  égaux  entr’eux. 

A caufe  des  paralellogrammcs,  nous  avons  AB=DC,BE 
= CF,  6c  AD  = EF  ; ajoutant  donc  à ces  deux  dernieres,  la 
partie  DE,  nous  aurons  AE  = DF»  donc  les  deux  triangles 
AEB  , DCF  ayant  les  trois  côtés  égaux  chacun  à chacun  , (ont 
parfaitement  égaux  ; (N.  100.)  je  retranche  de  part  6c  d’autre  le 
petit  triangle  DOE , 6c  j’ai  ADOB  = OEFC,  ôc  ajoutant  de 
part  6c  d’autre  le  petit  triangle  BOC,  je  trouve  ABCD  = EBCF; 
donc,  ôcc. 

370.  Corollaire  Ier.  Les jparalellogrammes  ABCD , EMHF 
qui  font  entre  deux  paralelles  Ar,BH  ,&  qui  ont  lesbafes  égales  BC, 
HM , font  égaux. 

Je  mène  les  droites  BE,  CF  ; j’ajoûte  aux  deux  droites  égales 
AD  , EF,  la  partie  commune  DE,  ôc  j’ai  AE  = DF,  6c  AB 
e=DC; or, l’angle  EAB=FDC;donc  les  triangles  EAB,FDC 
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ayant  les  côtés  EA , AB  égaux  chacun  à chacun  aux  côtés  ED  , 
DC , ôc  l’angle  compris  égal  à l’angle  compris , font  parfaite- 
ment égaux,  ôc  l’angle  AEB  eft  égal  à l’angle  DFC,  ainfi  les 
droites  BE  , CF  étant  égales  ôc  également  inclinées  entre 
les  paralelles  AF,  BH,  font  paralelles  entr’elles,  ôc  par  confé- 
quentEBCFeft  un  paralellogramme  ; or,  EBCF  = ABCD; 
{N.  369.)  Ôc  par  la  même  raifon  EBCF=EMHF  ; donc  ABCD 
— EMHF. 

371.  Corollaire  II.  Tout  paralellogramme  EBCF  ejl  égal 
au  produit  de  fa  bafe  BC  multipliée  par  fa  hauteur  ou  par  la  perpen- 
diculaire ER  menée  de fon  fommet  fur  fa  bafe.  Suppofons  que  le  pa« 
ralellogrammc  ABCD  foit  reûangle , le  produit  de  la  bafe  BC 
multipliée  par  la  hauteur  AB  fera  valeur  de  ce  reftanglc  ; or,  le 
paralellogramme  EBCF  eft  égal  au  reâangle;  donc  le  paralello- 
gramme EBCF  eû  aufll  le  produit  de  fa  bafe  BC  par  ER  ou  par 
fon  égale  AB. 

373. Corollaire  III.  Les  paralellogramme  s BEFC,  MEFH  qui 
ont  les  bafes  & les  hauteurs  égales , font  égaux.  Us  font  chacun  égaux 
à un  rectangle  BADC  qui  auroit  même  bafe  ôc  même  hauteur 
qu’eux,  ou  qui  ayant  la  bafe  égale  à la  bafe  feroit  entre  mêmes 
paralelles;  donc,  ôcc. 

373.  Corollaire  IV.  Les paralellogrammes  qui  ont  les  bafes 
inégales  & les  hauteurs  égales , font  entr eux  comme  les  bafes  ,*  ceux 

Îui  ont  les  hauteurs  inégales  & les  bafes  égales , font  entr  eux  comme 
•urs  hauteurs  , & ceux  qui  ont  les  hauteurs  réciproques  à leurs  bafes 
font  égaux  entr  eux. 

Suppofons  que  la  bafe  BC  du  paralellogramme  BADC  foit  plus 
grande  que  la  bafe  MH  du  paralellogramme  EMHF , ôc  que  les 
hauteurs  AB,  ER  foient  égales  ; le  paralellogramme  BADC  eft 
donc  le  produit  de  fa  bafe  BC  par  fa  hauteur  B A , ôc  le  paralello- 
gramme MEFH  eft  aufii  le  produit  de  fa  bafe  MH  par  fa  hauteur 
ER  ou  par  fon  égale  BA;  mais  nous  fçavons  que  fi  deüx  grandeurs 
inégales  BC,  MH  font  multipliées  par  une  même  grandeur  BA, 
les  produits  font  entr’eux  comme  les  grandeurs  inégales  BC  , 
MH  ; donc  les  deux  paralellogrammes  font  entr’eux  comme  leurs 
bafes  inégales  BC , MH. 

Si  l’on  fuppofe  que  les  bafes  BC,  MH  font  égales  ôc  leurs 
hauteurs  BA  , ER  inégales  , on  démontrera  de  la  même  fa- 
çon que  les  deux  paralellogrammes  font  entr’eux  comme  leurs 
hauteurs. 
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Enfin  , fi  les  hauteurs  font  réciproques  aux  bafes , on  démon- 
trera comme  ci-defTus  ( N.  1 84.  ) que  les  paralellogrammes  font 
égaux.  - 

374.  Corollaire  V.  Les  triangles  ABC,  AEC  (Fig.  233.) 
qui  ont  même  bafe  & qui  font  entre  deux  paralel/es  font  égaux. 

Je  mene  CR  paralelle  à AB , & CH  paralellc  à AE  , ce  qui 
me  donne  les  deux  paralellogrammes  égaux  ABRC,  AEHC; 
(N.  3 6p.)  mais  BC  étant  la  diagonale  du  paralellogramme  ABRC, 
le  triangle  ABC  eft  la  moitié  de  ce  paralellogramme,  & par  la 
même  raifon , le  triangle  AEC  eft  la  moitié  du  paralellogramme 
AEHC;  donc  ces  deux  triangles  font  égaux  à caufe  que  les  moi- 
tiés font  entr’elles  comme  leur  tout. 

37J.  Corollaire  VI.  Tout  triangle  ejl  égal  au  produit  de  fa 
bafe  multiplié  par  la  moitié  de  fa  hauteur.  Car  tout  triangle  eft  la 
moitié  d’un  paralellogramme  de  même  hauteur  & de  même  bafe; 
mais  le  paralellogramme  eft  le  produit  de  fa  bafe  par  fa  hauteur  ; 
donc  le  triangle  eft  le  produit  ae  la  bafe  par  la  moitié  de  fa  haur 
teur. 

37*.  Corollaire  VII.  Donc , i°.  Les  triangles  qui  ont  des  ba- 
fes égales  & qui  font  entre  mimes  paralel/es  ou  qui  ont  des  hauteurs 
égales , font  égaux  , 20.  Ceux  qui  ont  des  bafes  inégales  & des  hau- 
teurs égales,  font  entre  eux  comme  leurs  bafes,  30.  Ceux  qui  ont  des 
hauteurs  inégales , font  entreux  comme  leurs  hauteurs , 40.  Ceux  qui, 
ont  les  hauteurs  réciproques  aux  bafes  , font  égaux.  Tout  cela  eft 
évident,  par  la  raifon  que  les  triangles  font  moitiés  des  paralello- 
grammes de  même  bafe  & de  même  hauteur  qu’eux. 

377.  Corollaire  VIII.  Tout  polygone  régulier  EFCGH 
(Fig.  234.)  eft  égal  à un  triangle  ABC;  donc  la  bafe  BC  eft 
éjpale  au  circuit  du pblygone , & la  hauteur  AB  eft  égale  à l'apothème 

Suppofon6  que  le  polygone  foit  un  pentagone  » du  centre  O 
je  mene  des  rayons  à tous  les  angles,  ce  qui  le  divife  en  cinq  trian- 
gles de  même  hauteur  & de  même  bafe  ; or  le  triangle  OHG 
eft  égal  à fa  bafe  HG  multipliée  par  la  moitié  de  fa  hauteur  OR  ; 

( N 37J.)  donc  le  pentagone  eft  égal  à y HG  multiplié  par  | OR; 
mais  le  triangle  ABC  eft  égal  à BC  multiplié  par  | AB,  (A'.  37;.) 
& par  la  fuppofition,  nous  avons  BC  = yHG  , & AB=OR; 
donc  le  triangle  ABC  eft  égal  au  polygone. 

378.  Corollaire  IX.  Tout  cercle  eft  égal  à un  triangle  qui  au- 

rait 
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roit  pour  baze  une  ligne  égale  à la  circonférence , & pour  hauteur  une 
ligne  égale  au  rayon. 

Le  cercle  eft  un  polygone  d’une  infinité  de  côtés  dont  le  cir- 
cuit eft  la  circonférence,  ôc  dont  l’apothéme  n’eft  pas  différent  du 
rayon,  à caufe  que  les  côtés  font  infiniment  proches  de  la  circon- 
férence. Donc,  ôcc. 

Ceci  peut  fe  démontrer  encore  en  cette  forte  *:  foit  le  cercle 
BQM  (Fig.  23 y.  ) dont  le  rayon  eft  OB  ; je  conçois  que  du  mê- 
me centre  O , ôc  par  tous  les  points  infiniment  proches  du  rayon, 
foient  décrites  des  circonférences  CRS,  DHN , ôcc.  qui  feront  les 
élemens  du  cercle  , enforte  que  leur  fomme  ne  différera  pas  du 
cercle  même.  Du  point  B , j’éleve  la  perpendiculaire  BA  que  je 
conçois  égale  à la  circonférence  BQM.  Du  point  A,  je  mène 
au  centre  Ta  droite  AO;  ôc  de  tous  Tes  points  de  divifion  , je 
conçois  des  droites  CF,  DG,  ôc  paralelles  à la  droite  B A , 
ôc  qui  fe  terminent  fur  AO  ; les  cercles  BQM  , CRS  étant  fem- 
blables  (N.  287.  ) , nous  avons  BQM.  OIS  ::  OB.  OC  , ôc  à 
caufe  des  triangles  femblâbles  OBA  , OCF , nous  avons  aufli 
BA.  CF  : : OB.  OC  ; donc  BQM.  CRS  : : BA.  CF  ; mais  par  la 
fuppofition  BQM  = B A , donc  CRS  = CF  f ôc  on  prouvera  de 
même  que  la  circonférence  DHN  eft  égale  à la  droite  DG;  d’où 
il  fuit  que  tous  les  élemens  DG , CF , BA  du  triangle  OBA  font 
égaux  chacun  à chacun  à tous  les  élemens  du  cercle  BQM  , ôc 
que  par  conféquent  ce  cercle  eft  égal  au  triangle  OBA,  qui  a 

Ïiour  bafe  la  droite  BA  égale  à la  circonférence  , ôc  pour  hauteur 
e rayon  O B. 

379.  Corollaire  X.  Donc  tous  les  cercles  de  different  rayons , 
tels  que  BQM,  CRS,  DHN,  ôcc.  peuvent  fe  changer  en  triangles 
femblâbles  OBA , OCF  , ODG , ôcc. 

380.  Corollaire  XI.  Toute  couronne , c'cJl-à-dire,tout  efpace 
compris  entre  deux  circonférences  BQM,  CRS  concentriques  cr  iné- 
gales , efl  égale  à un  trapezoïde  BCFA,  dont  les  cotés  paralelles  & 
inégaux  BA , CF  font  égaux  chacun  à chacun  aux  deux  circonféren- 
ces , e?  dont  la  hauteur  CB  efl  la  déférence  des  rayons  OB , OC.  Car 
la  couronne  n’eft  autre  chofe  que  le  cercle  BQM  moins  le  cer- 
cle CRS;  or,  le  cercle  BQM  eft  égal  au  triangle  OBA,  ôc  le 
cercle  CRS  eft  égal  au  triangle  OCF' , donc  la  couronne  eft  égale 
au  triangle  OBA,  moins  le  triangle  OCF  c’eft-à-dirc  au  trape- 
zoïde BCFA. 

381.  Remarque.  De  tout  ce  que  nous  venons  de  dire , il  pa- 
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roit  s’enfuivre  qu’on  peut  trouver  la  quadrature  du  cercle,  c’eft- 
à-dire  une  figure  re&iligne  égale  au  cercle;  mais  la  difficulté  con- 
fille  à trouver  une  ligne  droite  égale  à la  circonférence , ôc  c’eft 
à quoi  il  n’y  a pas  d’apparence  qu’on  parvienne  fi-tô^. 

Comme  les  côtés  des  polygones  inlcrits  Ce  circonfcrits  au  cer- 
cle , approchent  d’autant  plus  de  la  circonférence  que  leur  nom- 
bre eft  plus  grand,  il  eft  fin  qu’à  force  d’inferire  6c  de  circonf- 
crire  des  polygones  femblables  , on  en  trouveroit  à la  fin  deux 
dont  les  côtés  le  confondroient  avec  la  circonférence , mais  parce 
qu’il  faudroit  pour  cela  faire  des  calculs  à l’infini , ce  qui  n’eft 
pas  poffible.  Archimède  n’a  pouffé  le  fien  que  jufqu’aux  polygones 
inferit  ôc  circonfcrit  de  96  côtés;  6c  il  a trouvé  que  le  diamètre 
étoit  au  circuit  du  polygone  circonfcrit , comme  1 eft  à 3 17 , ou 
comme  7 à 22  , 6c  que  le  môme  diamètre  étoit  au  circuit  du  po- 
. lygone  inferit , comme  1 à 3 J ® > ou  comme  7 à 2 1 T~  , de  forte 
qu’en  réduifant  le  diamètre  7,  6c  les  deux  circuits  22 , ôc  21 
au  môme  dénominateur  7 1 , ce  qui  donne  pour  le  diamètre , 
6c  ^ff1  pour  les  deux  circuits , la  différence  des  deux  cir- 
cuits eft  un  , c’eft-à-dire  , une  partie  du  diamètre  divifé  en  497 
parties  ou  du*  diamètre.  Or  , comme  la  circonférence  du 
cercle  approche  beaucoup  plus  du  circuit  du  polygone  circonf- 
crit, que  de  celui  de  l’infcrit,  il  eft  clair  que  la  différence  delà 
circonférence  du  cercle  au  circuit  du  polygone  circonfcrit  doit 
être  moindre  que  la  moitié  de  la  497e  partie  du  diamètre  , c’eft- 
à-dirc  moindre  que  la  994e  partie  du  diamètre  , 6c  c’eft  pourquoi 
on  fe  lert  plutôt  du  rapport  de  7 à 22 , pour  exprimer  le  rapport 
du  diamètre  du  cercle  à fa  circonférence  , que  du  rapport  de  7 à 
21  f-f  ; cependant  quoique  le  rapport  de  7 à 22  foit  affez  jufte 
dans  la  pratique  , les  Géomètres  qui  fe  piquent  de  grande  exac- 
titude, cmploycnt  ordinairement  des  nombres  plus  grands  pour 
diminuer  la  différence  ; celui  qui  me  paroit  le  plus  commode 

{iour  l’ufage , c’eft  le  rapport  de  1000  a 3141,  parce  que  dans 
es  Régies  de  Trois  qu’il  faut  faire  le  nombre  1000,  épargne 
quelquefois  une  multiplication,  6c  quelquefois  une  divifion. 

382.  Problème.  Trouver  l aire  d'un  cercle  dont  on  connaît  le  rayon 
O B ( Fig.  2 3 5.  ). 

Soit  le  rayon  OB  de  3 toifes  ; le  diamètre  en  contiendra 
• ainfi  je  n’ai  qu’à  dire  par  Régie  de  Trois  1000  eft  à 3 141 , comme 
6 eft  à un  quatrième  terme , ôc  ce  quatrième  terme  fera  la  cir- 
conférence , laquelle  étant  multipliée  par  la  moitié  du  rayon  don- 
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ocra  Faire  du  triangle  OBA , lequel  eft  égal  à la  furfàce  du 
cercle. 

383.  Corollaire.  Si  on  connoifloit  la  circonférence  du 
cercle,  & qu’on  cherchât  le  rayon  pour  trouver  enfuite  la  fur- 
face  du  cercle  ; on  diroit  par  Régie  de  Trois  : 3 14.1  eü  à 1000  , 
comme  la  circonférence  donnée  eft  à un  quatrième  terme  , qui 
feroit  le  diamètre  de  la  circonférence  donnée,  ôc  par  conléquent 
la  moitié  de  ce  diamètre  feroit  le  rayon  cherché. 

384.  Corollaire  II.  Toutfefleur  ABC  ( Fig.  236.)  efi  égal 
au  produit  de  fon  arc  AC  multiplié  par  la  moitié  du  rayon  AB.  Le 
cercla  ARC  étant  un  polygone  régulier  d’une  infinité  de  côtés 
eft  compofé  d’une  infinité  de  triangles  qui  ont  tous  pour  hau- 
teur le  rayon , & dont  la  fomme  des  bafes  eft  égale  à la  circon- 
férence , & par  la  même  raifon  le  fecteur  ABC  eft  compofé 
d’une  infinité  de  petits  triangles  qui  ont  aufli  pour  hauteur  le 
rayon  AB , & dont  la  fomme  des  bafes  eft  égale  a l’arc  RC  ; mais 
la  fomme  des  triangles  qui  compofent  le  cercle  eft  égale  à la 
fomme  totale  des  bafes  ou  à la  circonférence  multipliée  par  la 
moitié  du  rayon  s donc  la  fomme  des  triangles  qui  compofent  le 
feâeur , eft  égale  à la  fomme  totale  des  bafes , c’cft-à-dire  à l’arc 
AC  multiplié  par  la  moitié  du  rayon. 

38  j.  Corollaire  III.  L'aire  d’un  fegment  ASC  ejl  égale  au Jèc- 
teur  ABCS , moins  le  triangle  ABC.  Ce  qui  eft  évident. 

385.  Problème.  Mefurerun  Trapezoide  ABCD  (Fig.  237.). 

J’ajoute  enfemble  les  deux  bafes  AD,  BC,  ôc  multipliant  leur 

fomme  par  la  moitié  de  la  hauteur  ou  de  la  perpendiculaire  AB, 
menée  entre  les  deux  bafes,  le  produit  eft  la  valeur  du  trapezoï- 
de.  Ce  que  je  démontre  ainfi: 

Je  divife  l’un  des  côtés  non-paralelles  DC  en  deux  également 
en  O , ôc  du  point  A par  le  point  O , je  mene  la  droite  AR  qui 
coupe  BC  prolongé  en  R.  Les  triangles  ADO,  OCR  ayant 
l’angle  AOD  égal  a l’angle  COR  qui  lui  eft  oppofé  au  fommet , 
l’angle  ADO  égal  à fon  alterne  OCR , ôc  le  côté  DO  égal  au 
côté  OC,  font  parfaitement  égaux  (N.  100.),  ôc  le  côté  AD  eft 
égal  au  côté  CR  ; ajoutant  donc  de  part  ôc  d’autre  la  partie  com- 
mune AOCB,  nous  aurons  le  trapezoide  ADCBégal  au  trian- 
gle A BR  ; mais  le  triangle  ABR  eft  égal  au  produit  de  fa  bafe 
BR  ou  BC  -+-  AD  multipliée  par  -j  AB  (N.  375.  ) » donc  le  tra- 
pezoïde  eft  égal  au  même  produit. 

Ou  bien  je  coupe  les  côtés  non-paralelles  AB,  DC  (Tig.  238.) 
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chacun  en  deux  également  en  R,  S , 6c  menant  la  droite  RS  qui 
fera  paralelle  à AD  ou  BC , je  multiplie  cette  ligne  RS  par  la 
hauteur  AB,  ce  qui  donne  la  valeur  du  trapezoïde,  6c  pour  le 
prouver  : 

Du  point  S , je  mene  FE  perpendiculaire  fur  BC,  ôt  qui  ren- 
contre AD  prolongé  en  E ; les  triangles  DSE,  CSF  ayant  l’an- 
gle DSE  égal  à l’angle  CSF  qui  lui  eft  oppofé  au  fommet , l’an- 
gle EDS  égal  à fon  alterne  FCS , ôc  le  côté  DS  égal  au  côté  SC 
font  parfaitement  égaux.  Ajoutant  donc  à chacun  d’eux  la  partie 
commune  ADSFB,  nous  aurons  le  rectangle  AEBF  égal  au 
trapezoïde  ADCB  ; mais  le  rectangle  eft  égal  au  produit  de  BF 
ou  RS  par  la  hauteur  AB,  donc  le  trapezoïde  eft  égal  au  même 
produit. 

387.  Problème.  Mefurcr  une  bande  à retours  ABCDEFG 
(Fig.  239.). 

Je  coupe  les  droites  AH , BG,  CF,  DE  , chacune  en  deux 
également,  6c  par  les  points  de  divifion,  je  mené  la  ligne  ORST, 
laquelle  étant  multipliée  par  la  largeur  AH  de  la  bande , donne 
la  furface  de  cette  bande  ; car  le  trapezoïde  ABGH  eft  égal  au 
produit  de  OR  multiplié  par  A1I  ( A.  386.)  le  trapezoïde  BCFG 
eft  égal  à RSx  AH  , 6c  le  trapezoïde  CDEF  eft  égal  àSTxAH; 
mais  ces  trapezoïdes  compolènt  la  bande  > donc  cette  bande  eft 
égale  à OR  x AII -t- RSx  AH  -+-ST  x AH  ou  ORST  x AH. 

388.  Corollaire.  Une  couronne  ABCDEFGN  (Fiç.  240.) 
étint  égale  au  trapezoïde  EART,  dont  les  bafes  paralelles  AR, 
ET  font  égales  chacune  à chacune  aux  deux  circonférences  , 6c 
dont  la  hauteur  eft  la  différence  AE  des  deux  rayons  ; il  eft  clair 
que  fi  du  centre  O 6c  du  point  H qui  divife  AE  en  deux  egale- 
ment, on  décrit  une  circonférence,  la  couronne  fera  égale  à 
cette  circonférence  multipliée  par  AE,  car  cette  circonférence 
fera  égale  à la  droite  HS  qui  coupe  en  deux  également  les  côtés 
non-paralelles  AE,  RT  du  trapezoïde,  ôcc. 

389.  Problème.  Mefurer  une  figure  irrégulière  ABDEC  (Fig.  24 1.). 

De  1’  un  des  angles  C , je  mene  des  droites  aux  angles  oppofés , 
ce  qui  divife  la  figure  en  triangles:  je  raefure  chacun  de  ces  trian- 
gles, ôc  leur  fomme  me  donne  la  valeur  de  la  figure. 

390.  Proposition  LXXXVIII.  Les  Reftangles , les  Paralello- 
grammes  & les  Triangles , font  en  rai  fon  compofce  de  la  raijon  de  leurs 
hauteurs  , CT  de  celle  de  leurs  bafes. 

Soient  comme  dans  la  Figure  242  , deux  rectangles,  dont  la 
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hauteur  del’uneft  a,  la  bafe  £,  la  hauteur  de  l’autre  c , ôc  la  bafe  d ; 
je  compare  la  hauteur  du  premier  à la  hauteur  du  fécond  , ôc  la 
bafe  à la  bafe,  ce  qui  me  donne  les  deux  Raifons  a,  c \ b,  d,  je  fais 
la  raifon  compofée  de  ces  deux  rayons , & j’ai  ab , cd.  Or , le 
premier  terme  ab  de  cette  raifon  , étant  le  produit  de  la  hauteur 
du  premier  rcélangle  par  fa  bafe,  eft  égal  à ce  reâangle , ôc  par 
la  même  raifon  le  fécond  terme  cd  eft  égal  au  fécond  re&angle  ; 
donc  les  deux  reftangles  font  en  raifon  compofée  de  la  raifon  de 
leurs  hauteurs,  ôc  de  celle  de  leurs  bafes. 

Les  paralellogrammes  étant  égaux  aux  reftanglcs  de  même  bafe 
ôc  de  même  hauteur , font  donc  aufti  en  raifon  compofée  de  la 
raifon  de  leurs  hauteurs , ôc  de  celle  de  leurs  bafes  ; ôc  il  faut  dire 
la  même  chofe  des  triangles,  à caufe  qu’ils  font  moitiés  des  rec- 
tangles de  même  hauteur  êc  de  même  bafe. 

39 1.  Problème.  Sur  un  cote  donné  ab , conjlruire  une  Figure 
femblable  à une  Figure  donnée  ABCDE  (Fig.  243.). 

De  l’un  des  angles  A de  la  Figure  donnée,  je  mené  des  droi- 
tes AC,  AD  aux  angles  oppofés  ; aux  extrémités  a , b de  la  droite 
donnée  ab,  je  fais  les  angles  cab , cba  égaux  chacun  à chacun  aux 
angles  CAB,  CBA  , & par  conféquent  le  triangle  cab  eft  fem- 
blable au  triangle  CAB  ; je  fais  aux  extrémités  a,  c de  la  droite 
ac  les  angles  dac , dca , égaux  chacun  à chacun  aux  angles  DAC, 
DCA  , Ôc  le  triangle  dac  eft  aufti  femblable  au  triangle  DAC. 
Enfin,  je  fais  aux  extrémités  a,  d de  la  droite  ad  les  angles  ead , 
eda,  égaux  chacun  à chacun  aux  angles  EAD,  EDA,  6c  le  trian- 
gle ead  eft  femblable  au  triangle  EAD  ; ainfi  les  Figures  abede , 
ÂBCDE  étant  compofées  d’un  même  nombre  de  triangles  fem- 
blables  chacun  à chacun  , font  femblables  entr’elles  ( N.  1 6\.  ). 

392.  Proposition  LXXXIX.  Les  Figures  femblables  Jont  cn- 
tr  elles  comme  les  quarres  de  leurs  cotés  homologues  ou  des  lignes  fcm~ 
ùlablement  pofées. 

Soient  comme  dans  la  Figure  244,  deux  reélangles  fembla- 
bles , enforte  qu’on  ait  a.  b : : c.  d ',  je  fais  le  quarré  aa  de  la  hau- 
teur a du  premier , ôc  le  quarré  cc  de  la  hauteur  c du  fécond.  Or , 
le  quarré  aa  ayant  même  hauteur  que  le  premier  reûangle  ab  » 
ces  deux  Figures  font  entr’elles  comme  leurs  bafes  a, b (A. 3 73.); 
donc  aa.  ab  : : a.  b ; ôc  par  la  même  raifon , nous  avons  cc.  cd  : : 
c.  Ornais  les  raifons  a,  b;c,  d,  font  égales  à caufe  des  retbanglcs 
femblables  ab  , cd,  donc  les  raifons  aa,  ab  , Ôc  cc , cd  font  aufti 
égales,  ôc  partant  nous  avons  aa.  ab  : : cc.  «^ou  aa.  cc  ::  ab.  cd. 
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ce  qui  fait  voir  que  les  re&angles  ab , cd  font  entr’eux  comme  les 
quarrés  aa , cc  de  leurs  côtés  homologues  a 6c.  c. 

Or , à caufc  de  la  fimilirude  des  Figures  ab  ,cd , nous  avons 
a.  c : : b.  d , donc  aa.  ex  ::  bb.  dd , mais  les  deux  reâangles  font 
entr’eux  comme  les  quarrés  aa,  cc  de  leurs  hauteurs  ; donc  ils 
font  auflî  comme  les  quarrés  bb , dd  de  leurs  bafes,  Ôc  on  démon- 
trera de  la  même  façon  qu’ils  font  comme  les  quarrés  des  lignes 
femblablement  pofées , à caufe  que  ces  lignes  fontentr’elles  com- 
me les  bafes,  ou  comme  les  hauteurs  {N.  itfj.). 

Les  paralellogrammes'femblables  étant  égaux  aux  rectangles 
de  même  hauteur  ôc  de  même  bafe,  font  donc  aufli  entr'eux 
comme  les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues  , ou  des  lignes 
femblablement  pofées , ôc  il  faut  dire  la  même  chofe  des  trian- 
gles femblables , à caufe  qu’ils  font  moitiés  des  reCtangles  de  mê- 
me hauteur  ôc  de  même  bafe. 

Quant  aux  Polygones  femblables  réguliers  ou  irréguliers  ; il 
eft  clair  que  ces  Figures  étant  compofées  d’un  même  nombre 
de  triangles  femblables  chacun  à chacun  , tous  ces  triangles  fe- 
ront entr’eux  comme  les  quarrés  de  leurs  bafes , ôcc.  Par  exem- 
ple, dans  la  Figure  24?  les  triangles  ABC,  abc  feront  entfeux 
comme  les  quarrés  de  leurs  bafes  BC  ,bc,  de  même  les  trian- 
gles ACD , acd  feront  entr’eux  comme  les  quarrés  de  leurs  bafes 
CD , cd , ou  comme  les  quarrés  des  bafes  BC , bc  à caufe  de  BC. 
bc  : : CD.  cd,  ôc  ainfi  de  fuite  , ôc  par  conséquent  les  Figures 
feront  aufTi  entr’elles  comme  les  quarrés  de  BC , bc , ou  de  CD, 
cd,  ôcc. 

Enfin,  les  Cercles  étant  des  polygones,  font  entr’eux  comme 
les  quarrés  de  leurs  diamètres,  ôcc. 

jpj.  Proposition XC.  Si  trois  lignes  a,  b,  c,  (Fig.  245.) 
font  en  proportion  continue , le  quarré  de  la  première  eft  au  quarrè  de 
la  fécondé  , comme  la  première  eft  d la  troiftéme. 

Je  fais  le  reâangle  ab  de  la  première  par  la  feconde,  ôc  j’y 
ajoute  le  quarré  aa  de  la  première.  Je  fais  de  même  le  reâangle 
bc  de  la  feconde  par  la  troiftéme , Ôc  j’y  ajoute  le  quarré  bb  de  la 
feconde.  Le  quarré  aa  ôc  le  reâangle  ab  ayant  même  hauteur, 
font  entr’eux  comme  leurs  bafes  a ôc  b , donc  aa.  ab  ::  a.  b , ôc 
parla  même  raifon  bb.  bc::b.  c,  mais  lesraifons  a,  b,  ôc  b,c 
font  égales  par  la  fuppofition  ; donc  aa.  ab  : : bb.  bc , ou  aa.  bb  : : 
ab.  bc  ; ôc  les  reâangles  ab  ,bc , ayant  une  dimenfion  commu- 
ne b font  entr’eux  comme  leurs  dimenfions  inégales  a , c ; donc 
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ab.  bc  ::  a.  c , 6t  par  conféquent  aa.  bb  ::  a.  c,  ce  qui  fait  voir 
que  le  quarré  de  la  première  ligne  a eft  au  quarré  de  la  fécondé  , 
comme  la  première  eft  à la  troifiéme. 

394.  Remarque.  J’auroispû  démontrer  ces  propofitions  de  la 
même  façon  que  je  l’ai  fait  dans  l’Algebte  ; mais  j’ai  été  bien  aife 
de  faire  voir  qu’on  peut  tirer  les  vérités  Géométriques  des  prin- 
cipes les  plus  fimples  de  cette  fcience  d’une  maniéré  même  plus 
naturelle  qu’on  ne  le  feroit  par  l’Algebre. 

395".  Proposition  XCI.  Si  fur  les  trois  cStés  d’un  triangle  rec- 
tangle ABC  ( Fig.  24^.  ) on  conflruit  trois  Figures  femblables , la  Fi- 
gure AHLC  faite  fur  F kypothenufe  AC  eft  égale  aux  deux  autres 
ADEB,  BFGC  fatte  fur  les  deux  autres  cotés  AB , BC. 

Les  trois  Figures  étant  lemblables , font  entr’elles  comme  les 
quarrés  de  leurs  côtés  homologues  AC,  AB,  BC,  mais  le  quar- 
ré de  AC  eft  égal  aux  quarrés  des  deux  autres  côtés  AB,  BC 
{N.  171.),  donc  la  Figure  AHLC  eft  égale  aux  deux  autres. 

3 96.  Corollaire.  Si  fur  les  trois  côtés  AC , AB,  BC  (Fig.247.) 
du  triangle  reélangle  ABC,  on  décrit  des  demi-cercles  ÀEBRC,  AHB, 
BSC,  le  triangle  ABC  eft  égal  aux  deux  portions  de  cercles  AHBE  , 
BSRC  , qu'on  nomme  communément  Lunules. 

Les  demi-cercles  étant  femblables,  font  entr’eux  comme  les 
quarrés  de  leurs  diamètres  (N. 392.) , ôc  par  conféquent  le  demi- 
cercle  AEBRC  eft  égal  aux  deux  autres,  ôc  retranchant  de  part 
& d’autre  les  fegmens  communs  AEB , BRC , il  refte  le  trian- 
gle ABC  égal  aux  deux  Lunules. 

397.  Corollaire  II.  Si  le  triangle  rectangle  ABC  (Fig.  248.) 
eft  ifofcele , chaque  Lunule  eft  égale  à ta  moitié  du  triangle  ABC, 
c eft- à-dire  qu’en  abaijfant  du  fommet  B laperpendiculaire  BT , la  Lu- 
nule AHBE  eft  égale  au  triangle  ABT , & la  Lunule  BSCR  égale 
au  triangle  BTC.  Les  deux  demi  cercles  AHB  , BSC  font  égaux 
à caufe  des  diamètres  égaux  AB,  BC  , 6c  les  fegmens  AEB  , 
BRC  font  aufti  égaux  à caufe  des  cordes  égales  AB  , BC  ; retran- 
chant donc  des  deux  petits  demi-cercles  les  deux  fegmens  , les 
deux  Lunules  reliantes  feront  égales.  Or,  ces  deux  Lunules  font 
égales  au  triangle  ABC,  donc  chacune  d’elles  vaut  la  moitié  de 
ce  triangle. 

398.  ReiMARque.  Ce  n’eft  que  dans  le  cas  où  le  triangle  rec- 
tangle ABC  eft  ifofcele,  qu’on  peut  trouver  en  particulierla  va- 
leur de  chaque  Lunule  , ôc  alors  l’une  ou  l’autre  de  ces  Lunu- 
les fe  nomme  Lunule  d’ Hyposrate , fameux  Mathématicien,  qui 
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vivoit  du  tems  des  Grecs  , & qui  le  premier  en  a trouvé  la  qua- 
drature ; or,  dans  cette  Lunule,  il  faut  obferver  que  le  quart  de 
cercle  BTCR  eft  égal  au  demi-cercle  BSC , car  le  triangle  BTC 
étant  égal  à la  Lunule  BSCR  » fi  on  ajoute  de  part  ôc  d’autre  le 
fegment  BRC , on  aura  le  quart  de  cercle  BTCR  égal  au  demi- 
cercle  BSC.  Et  de-là,  U^ijlhon , célébré  Anglois,  a trouvé  le 
moyen  de  divifer  la  Lunule  d’Hypocrate  en  telles  parties  qu'on 
voudra , ainfi  qu’on  va  voir  dans  le  Problème  fuivant. 

3 pp.  Problème.  Divifer  la  Lunule  cf  Hypocrate  BSCR  en  tel 
nombre  de  parties  que  f on  voudra  (Fig.  249.). 

Du  centre  T du  quart  de  cercle  , je  mene  par  le  centre  O du 
demi-cercle  la  droite  TS  qui  divife  la  Lunule  en  deux  parties 
BSR , RSC  ; ainfi  fuppofé  qu’on  vetfille  la  divifer  en  quatre  par- 
ties égales , je  divife  le  diamètre  BC  en  quatre  parties  égales, 
ôc  des  points  de  divifion , j’éleve  des  perpendiculaires  MP,  ZY, 

{>uis  des  points  P , Y , menant  les  droites  PT , YT , qui  coupent 
a circonférence  du  quart  de  cercle  aux  points  H , V , je  dis  que 
les  parties  de  Lunule  SRHP,  SRVY  en  font  chacune  le  quart, 
ce  que  je  démontre  ainfi  : 

Je  mene  les  droites  OP,  TM , & à caufe  des  paralelles  PM  , 
ST , les  triangles  PMO , P MT  qui  ont  la  même  bafe  PM,  ôc 
qui  font  entre  deux  paralelles  font  égaux  ( N.  374.),  ôc  retran- 
chant de  part  ôc  d’autre  la  partie  commune  PXM , il  relie  le  trian- 
gle POX  égal  au  triangle  MXT. 

Dans  le  triangle  ifofcele  POT  , l’angle  extérieur  POS  étant 
égal  aux  deux  intérieurs  oppofés , eft  par  conféquent  double  de 
l’angle  OTP  ; or,  à caufe  que  le  quart  de  cercle  BTCR  eft  égal 
au  demi-cercle  BSC  , il  s’enfuit  que  le  cercle  entier  du  rayon 
BT  eft  double  du  cercle  entier  du  rayon  OB,  ôc  que  par  confé- 
quent le  fecteur  SOP  du  demi-cercle  eft  égal  au  feèleur  RTH 
du  quart  de  cercle , à caufe  de  l’angle  SOP  double  de  l’angle 
RTH.  Retranchant  donc  de  ces  deux  fe&eurs  la  partie  commu- 
ne ORL  , le  refte  SRLP  eft  égal  au  refte  LOTH  , ôc  ajoutant 
PLH  de  part  ôc  d’autre  , j’ai  SRHP  égal  au  triangle  POT  , ou 
aux  deux  triangles  POX,  OXT  , ôc  enfin  mettant  au  lieu  du 
triangle  POX , le  triangle  XMT  qui  lui  eft  égal  ; nous  avons 
SRHP  égal  au  triangle  OTM  ; mais  le  triangle  OMT  ayant  la 
même  hauteur  OT  que  le  triangle  BTC,  n’eft  que  le  quart  de 
ce  triangle,  à caufe  que  fa  bafe  OM  eft  le  quart  de  la  bafé  BC 
( N.  375.  ),  donc  la  partie  SRHP  eft  égale  au  quart  du  triangle 

PTC 
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PTC  j ou  au  quart  de  la  Lunule  BSCR,  laquelle  eft  égale  au 
triangle  BTC. 

400.  PROBLEME.  Trouver  un  quarré  égal  à plufieurs  quarrés 
donnés,  ou  une  Figure femb labié  & égale  à plujieurs  hgures  femblables 

(Fig.  2fO.). 

Suppofons  que  les  droites  AB , BC  foient  les  côtés  des  deux 
premiers  quarrés  donnés  ; je  leur  fais  faire  un  angle  droit  ABC  , 
ôc  menant  la  droite  AC  , j’ai  le  triangle  rectangle  ABC,  dans 
lequel  le  quarré  de  AC  eft  égal  aux  quarrés  des  deux  autres  côtés 
AB,  BC  (N.  17t.);  je  prens  le  côté  CD  du  troifiéme  quarté 
donné , ôc  lui  faifant  faire  un  angle  droit  ACD  avec  AC  : je  mene 
la  droite  AD , ce  qui  me  donne  un  autre  triangle  reCtangle  ACD , 
dans  lequel  le  quarré  de  AD  eft  égal  aux  quarrés  de  AC  & de 
DC,  mais  le  quarré  de  AC  eft  égal  aux  quarrés  de  AB , EC , donc 
le  quarré  de  ÀD  eft  égal  aux  trois  premiers  quarrés  donnés  , ôc 
continuant  de  la  même  façon , je  trouverai  le  quarré  de  AE  égal 
aux  quatre  premiers  quarrés  donnés  ; faifant  donc  le  quarré  de 
AE  , j’aurai  ce  qu’on  demande,  ôc  ainfi  des  autres. 

Et  fi  l’on  demandoit  une  Figure  femblable  ôc  égale  à plufieurs 
Fig  ures  femblables  , je  mettrois  au  lieu  des  droites  AB,  BC  , 
CD  , DE , ôc  les  côtés  homologues  de  ces  Figures  , après  quoi 
la  Figure  femblable  faite  fur  AE  feroit  égale  aux  quatre  Figures 
données , ôcc.  à caufe  que  les  Figures  femblables  font  entr’ellcs 
comme  les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues. 

401.  Proposition  XCII.  Si  ron  mene  dans  un  cercle  (T'ig.25  \.) 
deux  diamètres  AC  , B D qui  fajfent  entr  eux  un  angle  aigu , & que 
de  leurs  extrémités  A , B on  mene  des  tangentes  AV , BR,  qui fe  termi- 
nent aux  diamètres , er  qui  fe  coupent  en  H.  Je  dis  1 °.  que  les  trian- 
gles A VO  , BRO  faits  par  les  deux  diamètres , avec  chacune  des  tan- 
gentes font  égaux.  20.  Oue  les  triangles  AHR  , BH \ faits  par  les 
tangentes  avec  chaque  diamètre  font  aujji  égaux. 

A caufe  des  tangentes  perpendiculaires  fut  les  diamètres  aux 
points  A,  Blés  triangles  AVO,BRO  font  reélangles,  ôc  à caufe 
de  l’angle  aigu  O commun  , ôc  du  côté  AO  égal  au  côté  BO , 
ces  deux  triangles  font  égaux  (A/.  100.).  Ce  qu’il  falloit  i°.  dé- 
montrer. 

Retranchant  donc  des  deux  triangles  égaux  AVO,  BRO  le 
trapezoide  commun  AHBO,  le  refteVHB  eft  égal  au  refteRHA. 
Ce  qu’il  falloit  20.  démontrer. 

402.  Corollaire.  Si  des  extrémités  A , B des  diamètres , on  mene 
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des  perpendiculaires  AX,  BF  fur  les  diamètres  oppofés , le  triangle 
AV  X fait  entre  les  diamètres  par  f une  des  perpendiculaires  AX  , & 
la  tangente  AV  menée  du  même  point  A ej 1 égal  au  trapezoïde  AXBR 
fait  erurt  les  diamètres  par  la  mime  perpendiculaire  ÀX  , & F autre 
tangente  BR. 

Par  la  Proportion  précédente  , le  triangle  VHB  eft  égal  au 
triangle  AHR , ajoutant  donc  à chacun  de  ces  triangles  le  trape- 
zoïde  commun  AHBX , on  aura  A VX  = BRAX. 

%4oj.  Proposition  XCIII.  Pofant  que  les  deux  diamètres 
AC  , BD  ( Fig.  2 j 2.  ) foient  donnés  avec  leurs  tangentes  AV , BR  ; 
fi  d’un  point  quelconque  S pris  fur  la  circonférence , on  mene  entre  les 
diamètres  deux  droites  LZ , AIT  paralelles  aux  tangentes  AV , BR  ; 
le  triangle  LST  fait  par  ces  deux  paralelles  avec  F un  des  diamètres 
DB prolongé  en  V , eft  égal  au  trapezoïde  BRMT  fait  par  la  tangente 
BR  de  ce  diamètre  DBV  , & fa paralelle  MT  i dr  le  triangle  MSZ 


Du  point  A , je  mene  AX  perpendiculaire  fur  DB , ôc  j’ai 
AVX=BRAX  (A'.  402.  ).  Or,  à caufe  de  la  perpendiculaire 
AX  paralelle  à la  tangente  RB , & à fa  paralelle  MT , & de  LZ 
paralelle  à AV, les  triangles  VAX , LS  i font  femblables  ôc  font 
entr’eux  comme  les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues  [N.  392.)  ; 

donc  VAX.  LST  ::  AX.  ST.  Mais  par  b propriété  du  cercle, 

nous  avons  AX=BO  — XO  ( N.  284.  ),  ôc  ST  = BO  — TO; 

donc  VAX.  LST  : : BO — XO.  BO — TO  ; or , les  triangles 
BRO,  TMO,  XAO  étant  femblables  font  entr’eux  comme  les 

quarrés  BO,  TO , XO  de  leurs  côtés  homologues  BO , TO, 
XO  (N.  393.  ) ; mettant  donc  les  triangles  au  lieu  des  quarrés  , 
nous  aurons  VAX.  LST  ::  BRO  — XAO.  BRO  — TMO  ou 
VAX.  LST  ::BRAX.  BRMT; mais l’antecédent  VAX  eft  égal 
à l’antecédent  BRAX  , donc  le  conféquent  LST  eft  égal  au  con- 
féquent  BRMT  ; ôc  on  prouvera  la  même  chofe  toutes  les  fois 
que  la  paralelle  ST  coupera  le  diamètre  BD  entre  le  centre  O ôc 
le  point  B. 

Mais  fi  le  point  Q d’où  l’on  mene  les  droites  QL , QE  para- 
idles  aux  tangentes  AV , BR  eft  tellement  pofé  que  la  paralelle 


fait  par  tes  memes  paralelles  avec  Faune  diamètre  CAR  ejt  égal  au 
trapezoïde  AVLZ  fait  par  la  tangente  AV  de  ce  diamètre  & fa  pa- 
ralelle. 
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QE  coupe  le  diamètre  BD  en  deffous  de  O.  Je  mène  à l'extré- 
mité D la  tangente  DF  qui  coupe  RC  prolongé  en  F,  & com- 
me le  triangle  LQP  fait  par  les  deux  paralelles  avec  le  diamètre 
BD  eft  encore  femblable  au  triangle  VAX  ; j’ai  de  même  VAX. 

LQP  ::  AX.  QP  ::  BO — XO.  OD — OP , & au  lieu  desquar- 
rés  mettant  les  triangles  BRO , AXO  , ODF , OPE , qui  font 
entr’eux  comme  ces  quarrés , nous  aurons  VAX.  LQP  : : BRO 
— AXO.  ODF — OPE,  c’cft-à-dire  VAX.  LQP  ::  BRAX. 
DFEP, mais  VAX = BRAX,  donc  LQP  = DFEP  ; ainfi  le 
triangle  LQP  fait  avec  le  diamètre  BD  par  les  paralelles  QL  , 
QE  menées  du  point  Q,  eft  toujours  égal  au  trapezoïde  DFEP 
fait  par  ces  mêmes  paralelles  avec  la  tangente  DF,  ôc  ce  feroit 
encore  la  même  chofe  fi  le  point  d’où  l’on  mené  les  paralelles 
aux  tangentes,  étoit  pris  fut  la  demi -circonférence  BCD.  Ce 
qu’il  falloir  i°.  démontrer. 

Maintenant  pour  démontrer  que  le  triangle  MSZ  fait  avec 
l’autre  diamètre  AC  parles  paralelles  LZ,  MT  eft  égal  au  trape- 
zoïde AVLZ  fait  par  la  tangente  AV  de  ce  diamètre  ôc  fa  para- 
lclle  LZ.  Je  n’aurois  qu’à  mener  du  fommet  B de  l’autre  diamè- 
tre une  perpendiculaire  Bj  fur  AC  , 6c  achever  le  refte,  comme 
ci-deflùs  ; mais  comme  cette  démonftration  ne  réuftiroit  pas  par 
rapport  aux  Sedions  Coniques  que  ceci  concerne  ; voici  une 
autre  démonftration  qui  fera  commune  aux  Sedions  Coniques , 
& au  Cercle. 

Nous  avons  VAX  =*=  BRAX  (N.  402.),  6c  retranchant  de 
VAX  le  triangle  LST,  ôc  de  BRAX,  le  trapezoïde  BRMT 
égal  au  triangle  LST,  comme  on  vient  de  voir; (nous  aurons 
A VLSTX  = MTXA,  6c  retranchant  la  partie  commune  SI  X2 , 
nous  aurons  AVL2  = MS2A,  6c  ajoutant  de  parc  6c  d’autre  le 
triangle  A2Z , nous  aurons  enfin  AVLZ  = MSZ. 

Si  le  point  Q d’où  les  paralelles  QL,  QE  aux  tangentes  font 
menées,  eft  tellement  pofé  que  la  paralelle  foit  en-deflous  du 
centre  O , je  mene  du  point  D une  tangente  KDF  qui  coupe 
AC  prolongé  en  F , ôc  la  rangente  AV  prolongée  en  K ; les 
triangles  redangles  BRO , DOF  font  femblables  Ôc  égaux  à cau- 
fe  de  BO  = OD , 6c  des  angles  fur  BO  égaux  chacun  à chacun 
aux  angles  fur  DO.  Or,  le  triangle  BRO  eft  égal  au  trfenglc 
AVO  ( N.  401.)  ; donc  AVO  =F’OD  , ôc  ajoutant  de  part  6c 
d’autre  le  trapeze  AKDO,  nous  avons  VKD  — AK.F,  6c  rctran- 
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chant  de  VKD  le  triangle  LQP , & de  AKF  le  trapezoïde  PEFD 
égal  au  triangle  LQP  , comme  on  a vû  ci  - deflùs  ; il  refte 
VLQPDK=AEPDK  ; enfin  [retranchant  de  part  ôc  d’autre  la 
partie  commune  AKDPQZ,  nous  aurons  VAZL  — ZQJL,  c’eft- 
a-dire  le  triangle  ZQE  fait  par  les  paralclles  menées  du  point 
Q,  avec  le  diamètre  AC  égal  au  trapezoïde  AYLZ  fait  par  la 
tangente  AV  de  ce  diamètre  & fa  paralelle. 

Si  le  point  Q d’où  l’on  mene  des  paralelles  aux  tangentes  étoit 
fur  la  demi-circonférence  BCT  ( Fig.  2f  j.) , de  façon  que  la  pa- 
ralelle QT  coupât  le  diamètre  BD  en-defliis  de  O,  Iafimilitude 
des  triangles  QTL,  VAX,  feroit  conclure  comme  auparavant 
que  le  triangle  TLQ  fait  avec  le  diamètre  BD  eft  égal  au  rrape- 
zoïdeBRMT,  puis  menant  du  point  C la  tangente  CK  qui  coupe 
BD  en  r,  & MA  en  K,  on  trouveroit  aifément,  comme  on  vient 
de  voir , que  le  triangle  QME  fait  avec  l’autre  diamètre  eft  égal 
au  trapezoïde  ELrC  fait  par  la  tangente  Cr  de  ce  diamètre , ôc 
fa  paralelle. 

Enfin , la  Figure  2 J4  fait  voir  que  fi  le  point  Q étoit  fur  la  demi- 
circonférence  BCD,  6c  que  la  paralelle  QT  coupât  BD  en-def- 
fous  de  O , il  faudroit  faire  de  ce  côté  ce  qu’on  a fait  de  l’autre 
dans  la  Figure  2J2.  Ce  qu’il  falloir  20.  démontrer. 

Remarque.  Cette  Propofition  6c  la  précédente  , font  effentiel- 
lcs  pour  les  Setlions  Coniques,  6c  j’avertis  d’avance  que  pourvu 
qu’on  fçache  bien  ceci , & ce  que  nous  avons  dit  touchant  le 
Cercle , on  fera  furpris  quand  on  viendra  aux  SeÛions  Coniques, 
de  voir  que  l’étude  de  ces  Courbes  ne  fera  plus  qu’une  applica- 
tion naturelle  des  principes  les  plus  fimples. 

Du  changement  des  Figures  & de  leur  réduflion  de  grand 
en  petit  & de  petit  en  grand. 

404.  Une  Figure  quelconque  ABCDEF  ( Fig.  282.  ) étant  donnée , 
faire  un  triangle  qui  lui  foit  égal. 

Je  retranche  ae  la  Figure  un  triangle  ABC  par  la  diagonale 
AC  ; du  fommet  B , je  mene  la  droite  BP  paralelle  à AC  , juf- 
qu’à  ce  qu’elle  coupe  en  P,  l'un  des  côtés  AF  prolongé,  ce  qui 
me  donne  un  quadrilatère  PBCA  , dans  lequel  menant  l’autre 
diagdnale  PC,  j’ai  deux  triangles  égaux  BAC,  CPA  à caufe  qu’ils 
ont  la  même  bafe  CA  , ôc  qu’ils  font  entre  les  deux  paralelles 
CA,  BP.  Retranchant  donc  de  la  Figure  donnée, le  triangle 
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BAC , ôc  fubftituant  en  fa  place  le  triangle  PAC , j’ai  la  figure 
PCDF  égale  à la  figure  donnée , ôc  qui  a une  angle  de  moins. 

Je  coupe  le  triangle  DEF  par  la  diagonale  DF  ; du  Commet  E 
de  ce  triangle,  je  mene  EH  paralelle  à DE,  jufqu’à  ce  qu’elle 
rencontre  le  côté  AF  prolongé  en  H ; ce  qui  me  donne  le  qua- 
drilatère F'DEH,  dans  lequel  menant  l’autre  diagonale  DH, 
j’ai  deux  triangles  égaux  FED  , FHD,  à caufe  qu’ils  ont  la  bafe 
commune  ÇD,  ôc  qu’ils  font  entre  deux  paralelles  ; retranchant 
donc  de  la  figure  PCDF  le  tiangle  FDE,  & mettant  en  fa  place 
le  triangle  FDH,  j’ai  la  figure  PCDH  égale  à la  figure  donnée 
& qui  a deux  angles  de  moins. 

Je  retranche  de  cette  figure  le  triangle  CDH  par  la  diagonale 
CH , ôc  du  Commet  D de  ce  triangle , je  mene  DR  paralelle  à 
CH  jufqu’à  ce  qu’elle  rencontre  AF  prolongé  en  R , ôc  menant 
la  droite  CR , les  triangles  CDH  , CHR  qui  ont  la  même  bafe 
CH  ôc  qui  font  entre  deux  paralelles  , font  égaux  ; ainfi  mettant 
CHR  au  lieu  de  CDH  , j’ai  le  triangle  PCR  égal  à la  figure 
donnée. 

40  j.  Problème.  Faire  un  reÜ angle  égal  àuntriangle  donné  ABC 
(Fig.  2y  y.) 

Du  Commet  B j’abaifTe  la  perpendiculaire  BS  fur  la  bafe  AC  ; 
je  coupe  BS  en  deux  également  en  R,  Ôc  avec  la  bafe  AC  ôc  la 
hauteur  SR , je  fais  le  rectangle  AEDC,  lequel  eft  égal  au  trian- 
gle donné  ABC;  car  le  triangle  ABC  eft  égal  à fa  bafe  AC 
multipliée  par  la  moitié  de  fa  hauteur  BS  , c’eft-à-dire  par  SR, 
( N.  j7f.  ) ôc  le  reétangle  AEDC  eft  égal  au  même  produit. 

Ou  bien  je  coupe  la  bafe  AC  du  triangle  en  deux  également 
en  R,  (frç.  2 y <J.)  ôc  avec  la  moitié  AR  ôc  la  hauteur  BS  du 
triangle  , je  fais  un  rectangle  AEDR  lequel  eft  égal  au  triangle 
donné.  Car  le  reétangle  AEFC  de  même  hauteur  ôc  de  même 
bafe  que  le  triangie , eft  double  du  triangle  ; or , les  reétangles 
AEDR,  AEFC  ayant  même  hauteur  AE,  font  entr’eux  comme 
leurs  bafes  AR  ; AC  ( N.  375.)  donc  AEDR  étant  la  moitié  de 
AEFC , eft  par  conféquent  égal  au  triangle. 

40 6.  Problème.  Un  triangle  ABC  étant  donné  , (Fig.  2^7. ) 
faire  un  paralellogramme  qui  lui  foit  égal , & qui  ait  un  angle 
donné. 

Du  fommet  B , je  mene  EF  paralelle  à la  bafe  AC  ; je  fais  en 
A un  angle  CAE  égal  à l’angle  donné,  ôc  achevant  le  paralello- 
gramme AEFC,  je  coupe  AC  en  deux  également  en  P ; d’où  je 
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mene  PB  paralelle  à AE , ce  qui  donne  le  triangle  ABC  égal  au 

paralellogrammc  AEBP  ; car  les  paralellogrammes  AEBP  , 

AEFC  ayant  la  même  hauteur,  font  entr’eux  comme  leurs  bafes 
AP,  AC;  c’eft-à-dire  le  paralellogramme  AEBP  eft  la  moitié  du 
paralcllogramme  AEFC;  or,  le  triangle  ABC  eftauftîla  moitié 
du  paralellogramme  AEFC;  donc,  ôcc. 

Ou  bien  je  coupe  le  côté  AE  en  deux  également  en  H , d’où 
je  mene  HR  paralelle  à AC,  ce  qui  me  donne  le  paralellagram- 
me  AHRC  égal  au  triangle  , à caufe  que  l’un  ôc  l’autre  lont  la 
moitié  du  paralellogramme  AEFC. 

407.  Problème.  Une  figure  quelconque  étant  donnée , faire  un 
te  fl  angle  ou  un  paralellogramme  qui  lut  Joit  égal. 

Je  change  la  figure  en  un  triangle  qui  lui  foit  égal , (N.  404.) 

6c  de  ce  triangle  je  fais  le  re&angle  ou  le  paralellogramme  requis 
(M  40 y.  406.) 

408.  Problème.  Faire  un  quarré  égal  â un  paralellogramme  ou  à 
un  triangle  ou  à une  figure  quelconque  donnée. 

Pour  faire  un  quarré  égal  au  paralellogramme  ABCD,  je  prens 
( Fig.  2p8.  ) , je  prens  une  moyenne  proportionnelle  AE  entre  la 
hauteur  AB  & la  bafe  AD,  ôc  le  quarré  AF  fait  fur  cette  propor- 
tionnnelle  eft  égal  au  redangle;  car  puifque  nous  avons  AB. 

AE  ::  AE.  AD,  nous  avons  aufti  AE  = ABx  AD;  or  ABx  AD 
eft  le  paralellogramme  ; donc  le  quarré  AF  eft  égal  à ce  paralel- 
logramme. 

Si  la  figure  donnée  eft  un  triangle , je  prens  une  moyenne  pro- 
portionelïe  entre  la  moitié  de  fa  hauteur  ôc  fa  bafe,  ôc  le  quarré 
de  cette  moyenne  proportionnelle  étant  égal  au  produit  des  extrê- 
mes, eft  par  conféquent  égal  au  triangle  donné. 

Enfin  fi  la  figure  eft  un  polygone  régulier , je  la  réduis  en 
triangles,  ôc  j’acheve  le  refte  comme  il  vient  d’être  dit. 

409.  Problème.  Changer  un  triangle  en  un  autre  qui  ait  une  hau- 
teur donnée  ou  une  bafe  donnée. 

Soit  le  triangle  ABC  (Fig.  2^9.)  qu’on  demande  de  changer» 
en  un  autre  qui  ait  la  hauteur  EH.  Je  cherche  une  quatrième 
proportionnelle  à la  hauteur  donnée  EH , à la  hauteur  BD  du 
triangle  ABC  ôc  à fa  bafe  AC  ; à l’extrémité  H de  la  hauteurEH, 
j’éleve  la  perpendiculaire  RP,  que  je  fais  égale  à la  quatrième 
proportionnelle  trouvée,  ôc  menant  les  lignes  RE,  PE,  le  triangle 
REP  dont  la  hauteur  eft  EH , eft  égal  au  triangle  donné  ABC  ; cac 
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par  la  conftrndion , les  hauteurs  EH,  BD  de  ces  deux  triangles 
font  réciproques  aux  bafes  AC,  RP;  donc  les  deux  triangles  lor.t 
égaux  (A/.  37  6.). 

Si  on  demande  que  le  triangle  ABC  foit  changé  en  un  autre 
qui  ait  la  bafe  RP  ; je  cherche  une  quatrième  proportionnelle  à 
cette  bafe  RP,  à la  bafe  AC  & à la  hauteur  BD,  & élevant  fur 
RP  une  perpendiculaire  HE  que  je  fais  égale  à la  quatrième 
proportionnelle  trouvée  ; je  mene  les  droites  RE,  EP  qui  me 
donnent  le  triangle  REP  égal  au  triangle  ABC , à caufe  des 
bafes  RP,  AC  réciproques  aux  hauteurs  BD.  EH  par  la  conf- 
truttion. 

41  o.  Corollaire.  On  changera  de  la  mime  façon  un  rectangle 
ou  un  paralellogramme  en  un  autre  qui  ait  une  hauteur  ou  une  bafe 
donnée. 

41 1.  Corollaire.  De  même,  li  on  vouloir  changer  un  poly- 
gone quelconque  régulier  ou  irrégulier  en  un  triangle  qui  eut  une 
hauteur  ou  une  bafe  donnée,  on  changeroit  d’abord  cette  figure 
en  triangle , (Af.  404.  ) ôc  on  changeroit  enfuite  ce  triangle  en  un 
autre  qui  eût  la  hauteur  ou  la  bafe  donnée,  6c  fi  on  vouloir  chan- 
ger le  polygone  en  un  re&angle  ou  paralellogramme  qui  eût  une 
hauteur  ou  une  bafe  donnée , on  le  changeroit  d’abord  en  re£lan- 
gle  ou  en  paralellogramme , (N.  407.)  après  quoi  on  changeroit 
ce  rcttangle  ou  ce  paralellogramme  en  un  autre  qui  eût  la  hauteur 
ou  la  bafe  donnée  (JV.  410.  ). 

412.  Problème.  Faire  une  Figure  égale  à plufieurs  Figures 
données. 

Je  réduis  les  figures  données  en  triangles  (N.  404.)  que  je 
fuppofe  être  le  triangle  ABC , EFD , HIL  ; ( Fig.  260.  ) je  réduis 
ces  trois  triangles  une  même  hauteur  IM,  (A^.  40p.)  ou  ce  qui 
revient  au  même , je  cherche  la  bafe  LP  qu’il  faut  donner  au 
triangle  ABC,  afin  qu’il  puifie  avoir  la  hauteur  IM;  je  mets  cette 
bafe  en  ligne  droite  avec  la  bafe  HL,  6c  menant  la  droite  PI,  le 
triangle  PLI  eft  égal  au  triangle  ABC,  {N.  37 6.)  ôc  par  confé- 
quent  le  triangle  H IP  eft  égal  aux  deux  HIL,  ABC.  Jecherche 
de  même  la  bafe  PQ  qu’il  faut  donner  au  triangle  EFD , afin 
qu’il  puifie  avoir  la  hauteur  IM  , ôc  mettant  cette  bafe  en  ligne 
droite  avec  HP , ôc  menant  la  droite  QI , le  triangle  PQ1  eft 
égal  au  triangle  EFD  ; donc  le  triangle  entier  HIQ  eft  égal  aux 
trois  triangles , £c  par  conféquent  aux  trois  figures  données. 

413.  Problème.  DcuxfgurcX,  Frétant  données,  (Fig.  2S1.) 
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trouver  une  troisième  figure  qui  fait  fembtable  à la  première  X,  & 
égale  à la  féconde  Q. 

Je  change  la  figure  X en  un  triangle  que  je  change  enfuite 
en  un  autre  AMB  qui  ait  pour  baie  le  côté  AB  ; je  change 
de  même  la  figure  Q en  un  triangle  BMP  qui  ait  la  même  hau- 
teur que  le  triangle  AMB;  ainfile  triangle  AMP  eftégal  auxdeux 
figures  données.  Je  décris  fur  AP  un  demi  cercle  APR  , ôc.  au 
point  B j’éleve  la  perpendiculaire  BR  fur  laquelle  je  conflruis  la 
figure  Y femblablc  à la  figure  X , ôc  je  dis  que  la  figure  Y eft  égale 
à la  figure  Q. 

Car  les  triangles  AMB , BMP  ayant  la  même  hauteur  , font 
entr’eux  comme  leur  bafes  AB,  BP  ; mais  AMB  = X ôc  BMP 
= Q ; donc  X.  Q AB.  BP  ; or,  les  figures  femblables  X,  Y 

font  enrr’elles  comme  les  quarrés  AB.  BR  de  leurs  côtés  homolo- 
gues AB,  BR,  (N.  392.)  ôc  à caufc  que  dans  le  demi  cercle 
APR,  la  ligne  BR  eft  moyenne  proportionnelle  entre  les  feg- 
ments  AB,  BP,  nous  avons  AB.  BR  ::  BR.  BP;  donc  nous 

avons  aufti  AB.  BR::  AB.  BR,  ôc  par  conféquent  X.  Y ::  AB. 
BP;  mais  nous  venons  de  trouver  X.  Q ::  AB.  BP  ; donc  X.  Y 
: : X.  Q ; ce  qui  donne  Y = Q. 

414.  Corollaire.  On  peut  donc  par  ce  moyen  changer  plu- 
fieurs  figures  qui  ne  font  pas  femblables  entr’elles  en  un  même 
nombre  de  figures  toutes  femblables  à l’une  des  figures  données. 

4 14.  Problème.  Le  côté  d'un  Polygone  régulier  étant  donné , 
trouver  le  Polygone. 

Soit  la  droite  AB  {Fig.  262.)  fur  laquelle  on  demande  de  dé- 
crire un  pentagone  régulier , je  décris  un  cercle  avec  un  rayon 
quelconque  OM,  ôc  dans  ce  cercle  j’infcris  un  pentagone  régu- 
lier que  je  divife  en  fes  cinq  triangles  égaux;  enfuite  fur  la  droite 
AB  je  conftruis  un  triangle  ARB  femblablc  au  triangle  MON, 
en  faifant  les  angles  A , B égaux  chacun  à chacun  aux  angles  M , 
N ; enfin  du  fommet  R pris  pour  centre,  ôc  avec  le  rayon  RA, 
je  décris  un  cercle  dans  lequel  portant  cinq  fois  la  corde  AB,  j’ai 
le  pentagone  demandé.  Car  l’angle  ARB  égal  à l’ange  MON 
vaut  la  cinquième  partie  delà  circonférence  ABVTX,  de  même 
que  l’angle  MON  , vaut  la  cinquième  partie  de  la  circonférence 
MNPQT. 

415.  Problème.  Changer  une  figure  quelconque  en  Polygone 
régulier. 
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Je  change  la  figure  donnée  en  un  triangle  que  je  fuppofe  être 
le  triangle  ABC;  (Fig.  263.)  je  divife  fa  bafe  ÀCen  cinq  parties 
égales  , 6c  des  points  de  divifion  je  mene  au  fommet  les  droites 
DB  , EB,  ôcc.  qui  divifent  le  rriangle  en  cinq  triangles  égaux, 
à caufe  qu’ils  ont  tous  la  même  hauteur  ôc  les  bafes  égales.  Je 
décris  avec  un  rayon  quelconque  OR  un  cercle  dans  lequel  j’inf- 
cris  un  pentagone  que  je  divife  en  fes  cinq  triangles.  Je  fats  un 
triangle  TSV  femblable  à l’un  des  triangles  ROT  du  pentagone 
6c  égal  au  triangle  ABD  , cinquième  partie  du  triangle  ABC  , 
(N.  413.)  ôc  du  fommet  V décrivant  un  cercle  avec  le  rayon  VT; 
je  porte  ST  cinq  fois  autour  de  la  circonférence , ce  qui  me  don- 
ne un  pentagone  égal  au  triangle  ABC  , ôc  par  conféquent  à la 
figure  donnée;  car  les  cinq  triangles  de  ce  pentagone  font  égaux 
aux  cinq  triangles  qui  compofent  le  triangle  ABC,  ôc  l’angle 
TVS  embrafle  la  cinquième  partie  de  la  circonférence  de  ion 
cercle  de  même  que  l’angle  ROT  fo*  égal  embralTc  la  cinquième 
partie  de  la  circonférence  du  fien. 

417.  Proposition  XCIV.  Un  quadrilatère  quelconque  ABCD 
( Fig.  264Q  étant  donné  avec  fis  diagonales  AC  , BD , ft  l'on  divife 
f un  des  côtes  AB  en  deux  également  en  E , & que  de  ce  point  de  di- 
vifion on  mene  la  droite  Eh  paralelle  à t une  des  diagonales  AC  ; en- 
fuite  du  point  F la  droite  ¥ G paralelle  à t autre  diagonale  BD  , puis 
du  point  G ta  droite  HG  paralelle  à la  diagonale  ÀC  , & enfin  du 
point  H la  droite  HE  paralelle  à la  diagonale  BD  ; je  dis  que  cette 
derniere  paralelle  coupera  le  côté  AB  au  point  E qui  le  divife  en  deux 
également,  & que  la  figure  EFGH  fera  un  paralellogramme  qui  fera 
la  moitié  du  quadrilatère  donné. 

Dans  le  triangle  ABC,  les  bafes  AC,  EF  étant  paralelles, 
coupent  les  côtés  AB  , BC  proportionnellement  ; or,  AB  eft 
coupé  en  deux  également  en  E ; donc  BC  eft  aufti  coupé  en  deux 
également  en  F.  Par  la  même  raifon , dans  le  triangle  BCD  dont 
les  bafes  BD , FG  font  paralelles , le  côté  CD  eft  coupé  en  deux 
également  en  G,  ôc  dans  le  triangle  CDA  dont  les  deux  bafes 
AC , GH  font  paralelles,  le  côté  AD  eft  coupé  en  deux  égale- 
ment en  H ; ainfi  dans  le  triangle  ABD  la  ligne  HE  menée 
du  point  H paralellement  à la  bafe  , doit  couper  le  côté  AB  au 
point  E qui  le  divife  en  deux  également  : ce  qu’il  falloit,  i°. 
démontrer. 

Les  droites  EF,  HG  étant  paralelles  à la  même  droite  AC  , 
font  paralelles  entr’elles  ; par  la  même  raifon , les  droites  EH , 
Tome  I.  C c c 
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FG  paralcllcs  à la  même  droite  BD,  font  paralelles  entr’elles  ; 
donc  la  figure  EFGH  cft  un  paralellogramme  : ce  qu’il  Falloir  > 
2°.  dé  montrer. 

Les  triangles  femblables  ABC,  EBF étant  entr’eux comme  les 
quarrés  de  leurs  côtés  homologues  AB,  EB  (N.392.)  qui  fontcom- 
meaà  1 ; il  s’enfuit  que  ces  deux  triangles  font  entr’eux  comme  4 à 
1 ; c’cft-à-dire  le  triangle  EBF  eft  le  quart  du  triangle  ABC  , ôc 
parla  même  raifon  HGD  eft  le  quart  du  triangle  ACDjainfiles 
deux  enfemble  EBF,  HGD  font  le  quart  du  quadrilatère  ABCD, 
ôc  on  prouvera  de  même  que  le  triangle  EAH  étant  le  quart  du 
triangle  BAD,  & le  triangle  FCG , le  quart  du  triangle  BCD  s 
les  deux  enfemble  EAH,  FCG  font  aufli  le  quart  du  quadrila- 
tère ABCD  ^ retranchant  donc  du  quadrilatère  les  quatre  trian- 
gles EBF,  HDG,  EAH,  FCG  qui  valent  les  deux  quarts  ou 
la  moitié  du  quadrilatère;  le  refte,  c’eft-à-dire  le  paralellogram- 
me EFGH  fera  la  moitié  d«ce  quadrilatère. 

4 1 8.  Corollaire.  Si  le  quadrilatère  a un  de  fes  angles  rentrons 
( Fig.  265.  ) , on  démontrera  toujours  que  le  paralellogramme  EFGH 
en  ejl  ta  moitié. 

Je  prolonge  les  paralelles  EH  , FG , ôc  la  diagonale  BD  juf- 
qu’à  ce  quelles  coupent  l’autre  diagonale  AC  aux  points  M,  N,  R, 
ôc  je  prouverai , comme  ci-deflus,  que  le  triangle  EBF,  eft  le 
quart  du  triangle  ABC,  que  le  triangle  AEM  eft  le  quart  du  trian- 
gle ABR,  ôc  le  triangle  CFN,  le  quart  du  triangle  BRC  , d’où 
il  fuit  que  les  trois  triangles  EBF,  AEM,  CFN  font  enfemble 
les  deux  quarts  ou  la  moitié  du  triangle  ABC  , ôc  que  par  confé- 
quent  le  paralellogramme  reliant  EFNM  eft  la  moitié  de  ce  trian- 
gle ou  la  moitié  du  quadrilatère  ABCD , plus  la  moitié  du  trian- 
gle ADC , c’eft-à-dire  EFNM  = \ ABCD  -+-  f ADC. 

Or,  dans  le  triangle  ADC,  les  trois  triangles  HDG,  AHM, 
CGN  étant  égaux  à la  moitié  de  ce  triangle  , le  refte  HGNM 
vaut  l’autre  moitié,  Ôc  nous  avons  HGNM  =ÿ  ADC;  mais  nous 
avons  trouvé  EFNM  = ^ ABCD  ADC  ; retranchant  donc 
du  premier  membre  le  paralellogramme  HGNM  , ôc  de  l’autre 
i ADC  qui  lui  cft  égal , nous  aurons  EFGH  = \ ABCD. 

41p.  Proposition  XCV.  Une  Figure  quelconque  ABC 
(Fig.  2 66.)  étant  donnée , fi  d'un  point  pris  en-dehors  ou  en- de  dan  s de 
la  hgure  , on  mené  les  droites  OA,  OC,  OB,  à tous  les  angles , cr 
qu'ayant  dtvifé  tune  de  ces  droites  OA  en  raifon  quelconque  en  E , on 
mène  du  point  E la  droite  EF  paralelle  à la  bafe  AC  du  triangle  AOC, 
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fuis  du  point  F la  droite  FH  paralelle  à la  bafe  BC  du  triangle  fui- 
vant  COB,  & ainft  de  fuite  , la  derniere  paralelle  HE  pajjera  par  lè 
point  E , & la  Figure  ÈFH  formée  par  ces  paralelles  ,/cra  femblable 
à la  Figure  ABC. 

Dans  le  triangle  AOC , la  paralelle  EF  coupe  le  côté  OC  en 
meme  raifon  que  le  côté  OA  , de  même  dans  le  triangle  COB 
la  paralelle  FH  coupe  le  côté  OB  en  même  raifon  que  le  côté 
OC , donc  O B cil  coupé  en  H en  même  raifon  que  AO  eft  cou- 
pé en  E,  ôc  par  conféqucnt  la  paralelle  menée  du  point  H , doit 
palfer  par  E.  Ce  qu’il  falloit  i°.  démontrer. 

Le  triangle  OEF  eft  femblable  au  triangle  OAC  à caufe  de 
l’angle  commun  O , ôc  des  bafes  EF,  AC  paralelles  ; par  la  mê- 
me raifon  le  triangle  OFH  eft  femblable  au  triangle  OCB , & le 
triangle  OHE  au  triangle  OBA,  donc  les  deux  Figures  ACB  , 
EFH  étant  compofées  d’un  égal  nombre  de  triangles  femblablcs 
font  aulïi  femblables  entr’elles. 

420.CoROLLAiRE.Si  le  point  O étoit  pris  fur  le  circuit  de  laFigure 
(Fig.  267.),  on  démontreroitde  la  même  façon  que  EF,  FH,  ôcc. 
formeroient  une  Figure  EFHRS  femblable  à la  Figure  APBDC. 

421.  Problème.  Une  Figure  ABCD  ( Fig.  268.)  étant  donnéet 
en  décrire  une  autre  femblable , & qui  foit  avec  elle  en  telle  raifon  que 
t on  voudra. 

Je  prens  un  point  O , ou  dans  la  Figure  ou  en-dehors  ou  fur 
le  circuit , ou  enfin  à l’un  des  angles  ; de  ce  point,  je  mene  des 
droites  à tous  les  angles , ôc  fuppofant  qu’on  veuille  que  la  Fi- 
gure demandée  ne  foit  que  la  moitié  de  la  Figure  donnée , je 
divife  l’une  des  droites  OA  en  deux  également  en  R;  je  cher- 
che une  moyenne  proporuonnelle  OE , entre  OR  ôc  OA  , ôc  du 
point  E,  je  mené  EH  paralelle  à AB,  puis  HS  paralelle  à CB  , 
ôc  ainfi  de.  fuite , ce  qui  me  donne  la  Figure  EHSV  femblable  , 
ôc  moitié  de  la  Figure  donnée.  Car  ces  Figures  font  entr’cllcs 
comme  les  quarrés  des  lignes  OE,  OA  femblablcment  pofées 
(N.  392.  ),  mais  par  la conftruction , nous  avons  OA.  OE  ::  OE. 

OR , donc  OA.  OE  : : OA.  OR  ( IV.  39  3.  ) ; mais  OA  eft  dou- 
ble de  OR , donc  OA  eft  double  de  OE , ôc  par  conféquent  la 
Figure  donnée  eft  double  de  la  Figure  EHSV. 

Si  l’on  veut  que  la  Figure  EHSV  ( Fig.  269.  ) foit  double  de 
la  Figure  donnée , je  prolonge  OA  en  R,  en  forte  que  AR  foit 
égal  à OA  ! je  prens  une  moyenne  proportionnelle  OE  entre 

C c c i; 
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OA,  OR;  du  point  E,  je  mene  EH  paralelle  à AB  , &c.  fit  la 

Figure  EHSV  efi  double  de  la  donnée  ; car  à caufe  de  OA,  OE  : : 

OE.  OR,  nous  avons  OA.  OE  : : OA.  OR  ::  1.2  (N.  393.  ),  ôc 
par  conféquent  la  Figure  donnée  n’eft  que  la  moitié  de  la  Figure 
EHSV. 

Si  l’on  veut  que  la  Figure  EHSV  foit  à la  Figure  donnée  com- 
me une  ligne  MN  eft  à une  ligne  MP.  Je  cherche  une  quatriè- 
me proportionnelle  OR  aux  trois  lignes  MP,  MN , OA,enfuite 
une  moyenne  proportionnelle  OE,  entre  OA  fie  OR , ôc  j’ache- 
ve  le  relie  , comme  ci-deflus , ce  qui  fe  démontre  de  la  même 
façon. 

422.  Remarque.  On  peut  abréger  beaucoup  l’opération , en 
mettant  le  point  O fur  les  angles  de  la  Figure  ( Fi?.  270.  ) , car 
alors  la  Figure  fe  trouve  divifée  en  deux  triangles  de  moins , 6c 
par  conféquent  il  y a moins  de  paralelles  à mener , l’une  ôc  l’au- 
tre méthode  ont  leur  utilité  ; ôc  c’eft  par  leur  moyen  qu’on  réduit 
toutes  les  Figures  de  grand  en  petit,  ôc  de  petit  en  grand. 

423.  PROBLEME.  Deux  a narré  s étant  donnés , en  trouver  tant 
et  autres  que  F on  voudra , IcFquels  pris  deux  à deux , fient  égaux  aux 
d.  ux  quarrés  donnés. 

Suppofons  que  les  droites  AB,  BC  ( Fig.  271.)  foient  les  cô- 
tés des  deux  quarrés  donnés,  je  leur  fais  faire  un  angle  droit 
ABC , puis  menant  l’hypothenufe  AC  , je  décris  le  demi-cercle 
ABDC  qui  palfc  par  le  point  B,  puifquc  l’angle  ABC  cil  droit  ; 
d’un  pojnt  quelconque  D de  la  circonférence , je  mene  deux 
droites  DA  , DC  aux  extrémités  du  diamètre,  ôc  par  conféquent 
l’angle  ADC  étant  aufiî  droit,  les  quarrés  des  droites  AD,  DC 
pris  enfemble  font  égaux  au  quarré  de  leur  h'yporhenufe  AC  , 

mais  les  quarrés  des  droites  AB,  BC  pris  enfemble  font  aufli 

* — » 

* égaux  au  quarré  de  la  même  hypothenufe  ; donc  AD  -+-  DC 

— AB-+-BC;  ôc  comme  il  y a une  infinité  de  points  dans  le 

• quart  de  circonférence  ABD , il  eft  vifible  qu’en  menant  de  cha- 

cun de  ces  points  deux  lignes  aux  extrémités  A,  C du  diamè- 
tre , on  auroit  une  infinité  de  quarrés  , qui,  pris  deux  à deux,  fe- 
roient  égaux  aux  deux  quarrés  donnés.  • 

Quant  à tous  les  points  de  l’autre  quart  de  cercle  DC , il  eft 
clair  que  toutes  les  lignes  que  l’on  meneroit  de  ces  points  aux 
extrémités  A , C feroient  les  mêmes  deux  à deux  que  celles  qui 
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auraient  été  menées  du  quaYt  de  cercle  ABD,  ôc  que  par  con- 
féquent  leurs  quarrés  feraient  les  mêmes. 

424..  Corollaire.  Quoiqu’on  puijfe  trouver  une  infinité  de  quar- 
rés , qui , pris  deux  à deux , J oient  égaux  , on  ne  trouvera  cependant 
jamais  que  leurs  Racines  petfes  deux  à deux  foient  égales  ; mais  les 
deux  plus  grandes  feront  les  deux  égales  AD , DC  ,&  les  autres  AB , 
BC  feront  d’autant  moindres  que  les  deux  égales  AD  ,DC,  quelles 
feront  plus  inégales  en»’ elles. 

Si  l’on  veut  que  les  deux  inégales  AB , BC  prifes  enfemble 
foient  égales  à la  fomme  des  deux  égales  AD  , DC,  je  décris  du 
point  C,  ôc  avec  le  rayon  CD,  l’arc  DE,  ce  qui  donne  CE=DC, 
& par  conféquent  BE  eft  l’excès  du  côté  BC  fur  le  côté  DC  ; 
de  même  du  point  A,  ôc  avec  le  rayon  AB , je  décris  l’arc  BR, 
ce  qui  donne  AB  = AR , ôc  par  conféquent  DR  eft  l’excès  de 
AD  ou  DC  fon  égale  fur  AB.  Ainfi  , afin  que  les  deux  AB,  BC 
foient  égales  aux  deux  DC , DA , il  faut  que  l’excès  BE  dont  BC 
furpalfe  DC  foitégal  à l’excès  DR  dont  DA  furpalfe  BA.  Cela 
polé. 

Nous  avons  BC  = DC4-BE,  & AB  = AD  — DR  ==  DC 
— BE,  à caufe  de  AD  = DC,  Ôc  de  DR  = BE  par  la  fuppofi- 

tion  ; donc  BC  = DC  4-  2BE  x DC  4-  BE  , 6c  AB  = DC 

— 2BE  x DC 4™  BE  , ôc  ajoutant  enfemble  ces  deux  équations  , 

nous  aurons  BC  4-  AB  = 2DC  4-  2BE  ; mais  les  quarrés  de 

AD,DC,  font  AD4-DC=2DC,  doncfi  la  fuppofition  étoit 
vraye  les  deux  quarrés  de  AB,  BC  pris  enfemble,  furpafleroient 
la  fomme  des  quarrés  de  AD,  DC  de  deux  fois  le  quarré  de  BE  ; 
mais  il  eft  démontré  que  les  quarrés  de  AB , BC  ne  furpaftent 
pas  les  quarrés  de  AD  , DC  » donc  en  fuppofant  les  racines  AB  , 
BC  égales  enfemble  aux  racines  AD,  DC , on  les  fuppofc  trop 
grandes. 

On  démontrera  de  la  même  façon  que  les  deux  côtés  ou 
racines  AH,HC  font  enfemble  moindres  que  les  deux  AB,  BC 
qui  font  moins  inégales  enxr’elles. 

427.  Problème.  Trouver  u ne  moyenne  proportionnelle  à deux  Fi- 
gures données. 

Si  les  deux  Figures  données  ne  font  pas  femblables , je  les  ré- 
duits en  triangles  de  même  hauteur  afin  qu’elles  foient  entr’elles 
comme  les  bafes  de  ces  triangles , puis  prenant  une  moyenne 
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proportionnelle  entre  ces  deux  bafefc  , je  fais  fur  cette  moyenne 
proportionnelle  un  triangle  de  môme  hauteur  que  les  deux  au- 
tres, & ce  triangle  eft  moyen  proportionnel  entre  les  deux  autres, 
& par  conféquent  entre  les  deux  Figures  : Ce  qui  eft  évident, 
puifque  les  triangles  de  même  hauteur  font  entr’eux  comme  leurs 
bafes , 6c  que  par  la  conftruction  les  bafes  font  en  proportion 
continue. 

Mais  fi  les  deux  Figures  font  femblables , je  prens  une  moyen- 
ne proportionnelle  entre  deux  de  leurs  côtés  homologues  , 6c 
fur  cette  moyenne  proportionnelle , je  décris  une  Figure  fem- 
blable,  laquelle  eftaufli  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux 
autres , car  les  trois  côtés  homologues  étant  en  proportion  con- 
tinue , leurs  quarrés  le  feront  auifi.  Or , ces  Figures  font  entr’el- 
les  comme  les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues.  Donc , ôcc. 

42  5.  Problème.  Exprimer  en  lignes  la  Raifon  de  plusieurs 
Figures  données. 

Je  réduis  les  Figures  données  en  triangles  de  même  hauteur, 
6c  les  bafes  de  ces  triangles  expriment  la  raifon  des  Figures 
entr’elles. 

De  la  Géodefie  ou  division  des  Figures  fur  le  Terrein. 

427.  Problème.  Divifer  un  triangle  en  tel  nombre  de  parties 
égales  ou  inégales  en  raifon  donnée  que  F on  voudra,  par  des  lignes  me- 
nées de  la  bafe  an  fommet. 

Pour  diyifer  le  triangle  ABC  ( Fig.  272.  ) en  trois  parties  éga- 
les ; je  divife  la  bafe  en  trois  parties  égales  aux  points  E , H , 6c 
de  ces  points  menant  au  fommet  les’droites  EB , HB , le  trian- 
gle fe  trouve  divifé  en  trois  triangles  égaux,  à caufe  qu'ils  ont  la 
même  hauteur  ôc  les  bafes  égales  ( N.  376.  j. 

Et  pour  divifer  le  même  triangle  en  trois  parties  qui  foient 
entr'clles  comme  les  trois  parties  RS,  SM,  MN  de  la  droite 
RN,  je  divife  la  bafe  en  même  raifon  que  la  droite  RN , ôc  fup- 
pofant  que  les  points  de  divifion  foient  les  points  E,  H,  je  mene 
des  droites  au  fommet  B qui  divifcntle  triangle  en  trois  qui  font 
entr’eux  comme  leurs  bafes , 6c  par  conféquent  comme  les  droi- 
tes RS,  SM,  MN. 

428.  Problème.  Divifer  un  triangle  ABC  (Fig.  27}.  ) enautant 
de  parties  égales  ou  inégales  qu'on  voudra , par  des  lignes  menées  d'un 
point  O pris  fur  le  circuit  du  triangle. 
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Si  l’on  demande  trois  parties  égales,  je  divife  le  côté  BC  en 

trois  également  aux  points  D,  E , & le  triangle  ABC  fe  trouve 
divifé  en  trois  triangles  égaux  BAD,  DAE,  EAC.  Je  mene  la 
droite  OA,  ôc  des  points  D,  E,les  droites  DR,  ES  paralelles  à 
OA  ; enfin , du  point  O , je  mene  les  droites  OR , OS  qui  divi- 
fent  le  triangle  ABC  en  trois  parties  égales. 

Car  les  triangles  RDA , RDO  qui  ont  la  bafe  commune  RD, 
& qui  font  entre  les  paralelles  RD,  AO  font  égaux  (N.  374.), 
ajoutant  donc  à chacun  d’eux  la  partie  commune  RBD  , nous 
aurons  le  triangle  DAB  égal  au  triangle  ORB  ; mais  DAB  cft  le 
tiers  du  triangle  ABC , donc  ORB  en  eft  auflî  le  tiers. 

• De  même  les  triangles  ES  A , ESO  qui  ont  la  bafe  commune 
ES , ôc  qui  font  entre  les  paralelles  AO , SE  font  égaux  ; donc 
ajoutant  la  partie  commune  SEC , les  triangles  ACE,  OSC  font 
égaux  ; mais  AEC  eft  le  tiers  du  triangle  ABC  ; donc  OSC  en  eft 
aufti  le  tiers,  ôc  par  conftquentle  quadrilatère  ROSA  eft  le  tiers 
reftant. 

Et  fi  l’on  demande  que  les  trois  parties  foient  entr’elles  com- 
me les  parties  HP  , PQ , QT  de  la  oroite  HT,  je  divife  la  droite 
BC  en  même  raifon  que  la  droite  HT  , ôc  j’acheve  le  refte  conj- 
me  ci-deflus. 

429.  Problème.  Divifer  un  triangle  ABC  ( Fig.  274.  ) en  autant 
de  parties  qu'on  voudra  égales  ou  inégales  par  des  lignes  paralelles  à 
la  bafe  AC. 

Si  on  demande  qu’il  foit  divifé  en  trois  parties  égales , je  divife 
le  côté  AB  en  trois  également  aux  points  E , R ; *je  prens  une 
moyenne  proportionnelle  BH  entre  la  droite  BA  ôc  fon  tiers  BE, 
ôc  je  nfene  JIM  paralelle  à la  bafe.  Je  prens  de  même  une  moyen- 
ne proportionnelle  BN  entre  la  droite  BA , ôc  fes  deux  tiers 
BR,  ôc  menant  la  droite  NP  paralelle  à la  bafe,  le  triangle  ABC 
fc  trouve  divifé  en  trois  parties  égales  par  les  paralelles  HM, 
N P. 

Car  les  triangles  femblables  BHM,  BAC  font  entr’eux  com- 
me les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues  BH,  BA  ( N.  392.  ) ; 
or,  par  la  conftruôlion,  nous  avons  BE.  BII  ::  BH.  B A , donc 

— x ■ - ■ a 

BE.  BH::BE.BA::  1.  3 (N.393.),  ôc  par  conféquent  le  trian- 
gle BHM  eft  le  tiers  du  triangle  BAC.  On  prouvera  de  même 
que  le  triangle  BNP  eft  les  deux  tiers  du  triangle  BAC;  d’où  il 
fuit  qu’en  retranchant  de  ce  triangle  le  triangle  BHM  , le  refte 
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HMNP  fera  aufti  le  tiers  du  triangle,  ôc  par  conféquent  le  trape- 

zoïde  NPGA  fera  le  tiers  reliant. 

Si  on  demande  que  le  triangle  foit  "divifé  en  trois  parties , qui 
foient  cntr’elles  comme  les  trois  parties  SQ , QT,TV  de  la 
droite  SV , je  divife  le  côté  BA  en  même  raifon  que  la  droite 
SV,  ôc  j’achevc  le  refte,  comme  ci  deflus. 

450.  Problème.  Divifer  un  triangle  ABC  (Fig.  27J  ) en  autant 
de  parties  égales  ou  inégales  qiion  voudra , par  des  lignes  qui  partent 
d'un  même  point  dans  (aire  qui  ri  eft  pas  donné. 

Si  l’on  veut  que  le  triangle  foit  diviféen  quatre  parties  égales, 
je  prens  AR  égal  à la  quatrième  partie  de  la  bafei  du  point  R , 
je  mene  la  droite  RV  paralelle  au  côté  AB,  je  divife  RV  etl 
deux  également  en  O,  ôc  menant  les  droites  OA , OB , le  trian- 
gle O AB  eft  le  quart  du  triangle  ABC , car  menant  la  droite  RB, 
les  triangles  ABO , ABR  qui  ont  la  bafe  commune  AB  , ôc  qui 
font  entre  les  paralelles  AB,  RV  font  égaux;  mais  ABR  eft  le 
quart  du  triangle  ABC,  à caufe  que  ces  deux  triangles  ont  la 
même  hauteur,  ôc  que  la  bafe  AR  eft  le  quart  de  la  bafe  AC  ; 
donc  le  triangle  ABO  eft  aulfi  le  quart  du  triangle  ABC. 

Maintenant  le  trapezoïde  reliant  AOBC  eft  les  trois  quarts  du 
triangle  ABC  , ôc  par  confe'qucnt,  il  faut  le  divifer  en  trois  par- 
ties égales.  Or,  dans  ce  trapezoide  les  triangles  ROC,  VOC 
qui  ont  les  bafes  RO , VO  égales  par  la  conftrutlion  ôc  la  même 
hauteur,  puifqu’ils  ont  le  fommet  en  C font  égaux,  ôc  les  trian- 
gles AOR  , BOV  qui  ont  aufti  les  bafes  égales,  ôc  qui  font  entre 
les  paralelles  AB,  RV  font  aufti  égaux  ; donc  les  triangles  AOC, 
BOC  font  égaux  entr’eux  ; c’eft  pourquoi  divifant  chacune  de 
leurs  bafes  en  trois  parties,  ôc  menant  des  points  de  divifjpn  des 
droites  au  point  O , j’ai  fix  parties  égales , lefquelles^rifes  deux 
à deux  en  donnent  trois  AOS,  SOTC,  BOT  qui  font  chacune 
le  quart  du  triangle  ABC. 

Si  on  veut  que  le  triangle  foit  divifé  en  quatre  parties  qui  foient 
entr’elles  comme  les  parties  MN,NP.PQ,  QX  de  la  droite 
MX , je  prens  fur  la  bafe  AC  une  partie  AR,  enforteque  j’ayc 
AR.  AC  : : MN.  NX , 6c  achevant  le  refte , comme  ci-deflus , 
le  triangle  ABO  eft  au  triangle  total  ABC , comme  MN  eft  à 
MX,  ôc  il  ne  refte  plus  qu’à  divifer  le  trapezoide  AOBC  en  trois 
parties  qui  foient  entr’elles  comme  les  autres  parties  NP,  PQ, 
QX  de  la  droite  MX  , par  le  point  O pris  fur  fon  circuit  ; ôc  c’eft 
ce  que  nous  allons  enfeigner  dans  le  Problème  fuivant. 

431. 
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431.  Problème.  Divifer  une  Figure  quelconque  ABCDE 
( Fig.  275.)  en  tant  départies  que  l’on  voudra  égales  ou  inégales  par 
des  lignes  menées  d un  point  O pris  fur  le  circuit. 

Si  l’on  veut  que  la  Figure  foit  divifée  en  trois  parties  égales  ; 
du  point  O , je  mene  à tous  les  angles  les  droites  OA,  OB,  OC 
qui  la  divifent  en  triangles;  je  change  ces  triangles  en  d’autres 
PMQ  , QMR,  RMS,  SAIT  qui  leur  foient  égaux  chacun  à 
chacun,  ôc  quiayentla  même  hauteur,  c’eft- à-dire  PMQ=AEO, 
QMR  = AOB,  ôc  ainfi  de  fuite,  Ôc  par  conféquent  le  triangle 
total  PMT  eft  égal  à la  Figure  ABCDE,  je  divil'e  la  bafe  PT  en 
trois  également  aux  points  N , L , d’où  je  mene  au  fommet  M • 
les  droites  NM,  LM  qui  divifent  le  triangle  PMT  en  trois  au- 
tres PMN , NML , LMT  égaux  entr’eux,  à caufc  des  bafes  éga- 
les , ôc  de  la  hauteur  commune. 

Maintenant  à caufe  que  le  point  N du  tiers  PN  tombe  fur  la 
bafeQR  du  triangle  QMR  = AOB,  je  divife  la  bafe  AB  du 
triangle  AOB  en  X en  même  raifon  que  la  bafe  QR  eft  divifée 
en  N , ôc  menant  la  droite  XO  , le  triangle  AOX  eft  au  trian- 
gle AOB  , comme  la  bafe  AX  eft  à la  bafe  AB  , mais  QMN  eft 
au  triangle  QMR  , aufti  comme  QN  eft  à QR,  ou  comme  AX 
eft  à AB, donc  AXO.  AOB  : : QMN.  QMR,  ôc  à caufe  de  AOB 
= QMR , nous  avons  AXO  = QMN  ; or,  EOA  = PMQ  ; 
doncEOA  -t- AOX  = PMQ -+-QMN , ou  EOXA  = PMN  ; 
mais  PMN  eft  le  tiers  du  triangle  PMT , égal  à la  P'igurc 
ABCDE  , donc  EOXA  eft  le  tiers  de  cette  Figure. 

De  même  à caufe  que  le  point  L de  la  fécondé  divifion  égale 
NL , tombe  fBr  la  bafe  RS  du  triangle  RMS  égal  au  triangle 
BOC  , je  divife  la  bafe  BC  de  ce  triangle  en  Z en  même  railon 
que  la  bafe  RS  eft  divifée  en  L , ôc  menant  la  droite  OZ , la 
partie  XOZB  eft  encore  un  tiers  de  la  Figure  ; car  à caufe  de 
AOB  = QMR,  ôc  de  AOX  = QMN  , nous  avons  XOB 
= NMR;  or,  BOZ.  BOC  ::  BZ.  BC  ::  RL.  RS,  ôc  RML. 
RMS  : : RL.  RS  ; donc  BOZ.  BOC  : : RML.  RMS,  ôc  à caufe 
de  BOC  = RMS,  nous  avons  BOZ  = RML,  ôc  par  conféquent 
XOB-+-BOZ  = NMR-*-RML  , ou  XOZB  = NML  ; mais 
NML  eft  le  tiers  du  triangle  PMT  égal  à la  Figure  ABCDE; 
donc  XOZB  en  eft  aufti  le  tiers,  ôc  par  conféquent  OZCD  eft 
le  tiers  reftanr. 

Si  on  veut  que  la  Figure  foit  divifée  dans  la  raifon  de  trois 
Tome  1,  * D d d 
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lignes  inégales,  je  divife  la  bafe  PT  dans  la  même  raifon,  ôc 

j'acheve  le  refte  comme  auparavant. 

4.32.  Remarque.  On  voit  par-là  qu’il  eft  également  facile  de 
divifer  une  Figure  en  parties  égales  ou  inégales  en  raifon  don- 
née , c’eft  pourquoi  je  ne  parlerai  plus  que  de  la  divifton  des  Fi- 
gures en  parties  égales» 

43  3.  PROBLEME.  Divifer  une  Figure  donnée  ABCD  ( Fig.  277.) 
en  tel  nombre  de  parties  égales  qu’on  voudra*  par  un  point  donné  O 
dans  r aire. 

Du  point  O , je  mene  à tous  les  angles  les  droites  OA , OB , . 
OC,  OD  qui  divifemla  Figure  en  triangles.  Je  change  ces  trian-- 
glcs  en  d’autres  MEN,  NEP,  PEQ,  QERqui  leur  loientégaux 
chacun  à chacun , 8c  qui  ayent  une  même  hauteur , c’eft-à-dire 
MEN=AOD,  NEP  ==  AOB,  PEQ  = B OC,  ôc  QER = COD , 
& par  conféquent  le  triangle  entier  MER  eft  égal  à la  Figure 

Si  l’on  veut  donc  divifer  la  Figure  en  trois  parties  égales  , je 
divife  la  bafe  MR  en  trois  également  aux  points  H , L , d’où  je 
mene  au  fommet  les  droites  HE,  LE  qui  divifent  le  triangle 
MER  en  trois  triangles  MEH , HEL , LE  R égaux  entr’eux , ôc 
dont  chacun  par  conféquent  eft  le  tiers  du  triangle  MER  ou  de 
la  Figure  ABCD  ; ainfi  à caufe  que  le  point  H du  tiers  MH  tom- 
be fur  la  bafe  N P du  triangle  NEP  égal  au  triangle  AOB , je  di- 
vife la  bafe  AB  de  ce  triangle  en  X,  en  même  raifon  que  NP  eft 
divifé  en  H , êt  menant  la  droite  XO , la  partie  DOX  A eft  le  tiers 
de  la  Figure , ce  que  l’on  démontrera  comme  dans  le  Problème 
précédent.  De  même  à caufe  que  le  point  L de  la  fécondé  di- 
vifion  égale  HL,  tombe  fur  la  bafePQ  du  triangle  PEQ  égal  au 
triangle  BOC , je  divife  la  bafe  BC  de  ce  triangle  en  Z,  en  mê» 
me  raifon  que  la  bafe  PQ  l’eft  en  L,  6c  menant  ZO  la  partie 
XOZB  eft  encore  le  tiers  de  la  Figure,  6c  par  conféquent  DOZC 
eft  l’autre  tiers.  o 

4 34.  C o r o l l a 1 R b.  On  fe  fendra  de  la  même  méthode 
lorfqu’il  faudra  divifer  un  triangle  par  un  point  donné  dans  l’aire, 
car  U faut  prendre  garde  que  dans  le  Problème  du  nombre  430,  le 
point  dans  l’aire  n’étoit  point  donné,  6c  qu’il  s’agiflfoit  de  le  trouver,  , 
au  lieu  qu’ici  il  faut  néceflâirement  s’aftreindre  au  point  que  l’on/ 
donne. 

43 y.  PROBLEME.  Divifer  un  trapezoïde  ABCD  (Fig.  278.)  en 
autant  de  parties  égales  qu’on  voudra.  . 
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Si  on  veut  qu’il  foit  divifé  en  quatre  parties  égales , je  divife  la 
baie  inférieure  AB  en  quatre  parties  égales  aux  points  M , N , R ; 
je  divife  de  même  la  bafe  fupérieure  DC  en  quatre  également 
aux  points  S,  T,  X,  & menant  par  les  points  de  divifton  les 
droites  MS,  NT,  RX,  le  trapezoïde  eft  divifé  en  quaire  rrape- 
zoïdes  égaux. 

Car  le  trapezoïde  ADSM  eft  égal  au  produit  dfc  la  fomme  de 
fes  deux  bafes  AM,  DS  parla  moitié  de  fa  hauteur  ( N.  3 8 5.)» 
or , les  trois  autres  trapezoïdes  ont  la  même  hauteur , & les  baies 
égales  aux  deux  AM,DS4  donc  ils  font  égaux  au  même  pro- 
duit. 

436.  Problème.  Divifer  un  trapezoïde  ABCD  (Fig.  280.)  par 
des  lignes  paralelles  à fa  bafe. 

Je  prolonge  les  côtés  non-paralelles  AD,  CB  jufqu’à  ce  qu’ils 
fc  rencontrent  en  E ; je  réduis  le  trapezoïde  en  un  triangle 
MNP  qui  lui  foit  égal , & le  triangle  DEC  en  un  autre  PNS  qui 
lui  foit  égal , & qui  ait  même  hauteur  que  le  triangle  MNP  ; ainfi 
le  trapezoïde  ABCD  éft  au  triangle  DCE  comme  le  triangle 
MNP  eft  au  triangle  PNS  , ou  comme  la  bafe  MP  à la  bafe  PS  à 
caufe  que  les  deux  triangles  ont  la  même  hauteur. 

Si  l’on  veut  donc  que  le  trapezoïde  foit  divifé  en  trois  parties 
•égales  ; je  divife  la  bafe  MP  en  trois  également  aux  points  Q,  R, 
d’où  je  mene  les  droites  QN,  RNqui  divifent  le  triangle  MNP 
en  trois  parties  égales  ; je  prens  une  moyenne  proportionnelle 
SO  entre  SP  & SR;  enfuite  une  quatrième  proportionnelle  EL 
aux  trois  lignes  SP,  SO,  ED  , ôt  du  point  L menant  LH  para- 
lelle  à la  bafe  AB  la  partie  LHCD  eft  le  tiers  du  trapezoïde. 

Car  ies  triangles  EDC,  ELH  étar*  femblables , font  entr’eux 

comme  les  quarrés  ED , EL  de  leurs  côtés  homologues;  or , pat 

——a  » 1 1 . a 

la  conftruâion  nous  avons  ED.  EL  : : SP.  SO , donc  ED.  EL  : : 

S P.  SO  ; mais  nous  avons  aufli  SP.  SO  : : SO.  SR  , donc  SP. 

SO  ::  SP.  SR.  ( N.  393.  ),  & par  conféquent  EDC.  ELC  :: 
SP. SR  ::  SNP.  SNR,  ôc  divifantEDC.  ELC— EDC  ::SNP. 
SNR — SNP,  ou  EDC.  LHCD  : ; SNP.  RNP,  mais  nous  avons 
EDC  = SNP,  donc  LHCD  = RNP , c’eft- à- dire , la  partie 
LHCD  eft  égale  au  triangle  RNP  qui  eft  le  tiers  du  triangle 
MNP , ou  le  tiers  du  trapezoidc  ABCD. 

Je  prens  de  même  une  moyenne  proportionnelle  SZ  entre 
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£>P  ôc  SQ  , puis  une  quatrième  proportionnelle  ET  aux  quatre 
lignes  SP , SZ,  ED , ôc  menant  TV  paralelle  à la  bafc,  la  partie 
TVDC  eft  les  deux  tiers  du  trapezoïde  ABCD,  ce  qui  fe  dé- 
montre de  même  que  ci*de(Tus-;donc  retranchant  la  partie  LHCD 
qui  en  eft.  aufli  le  tiers,  le  refte  TVHL  eft  le  tiers,  ôc  par  confé- 
quent  ABVT  eft  le  tiers  reftant. 

437.  Problème.  Retrancher  dun  triangle  ABC  ( Fig.  279.)  un 
triangle  égal  à un  triangle  donné  DEF. 

Je  cherche  un  triangle  HCL  égal  au  triangle  DEF,  ôcfem- 
blable  au  triangle  ABC  (^.414.),  ôc  retranchant  l’un  de  l’autre 
le  refte  eft  ABLH. 

Des  Figures  Ifopcrimetres. 

45  8.  Deux  ou  plufieurs  figures  qui  ont  les  circuits  égaux  font 
dites  Ifopérimetres. 

459.  Problème.  Une  figure  étant  donnée , en  faire  une  autre 
d une  autre  efpece  qui  lui  fait  ifopérimetre.  • 

Suppofé  que  l’on  demande  de  faire  un  re&angle  ifopérimetre 
au  triangle  ABC;  (Fig.  281.)  j’ajoûte  enfemble  les  côtés  du 
triangle,  en  forte  qu’ils  forment  la  ligne  droite  EL»  je  coupe 
cette  ligne  en  deux  également  en  G , ôc  enfuite  chacune  des 
moitiés  en  deux  parties  inégales,  faifant  EF=HL , ôc  FG=GH; 
je  prens  les  deux  égales  EF  , HL  pour  former  les  deux  bafes  fu- 
périeure  ôc  inférieure  d’un  re&angle  MO,  ôc  les  deuxFG,  GH 
pour  en  former  les  côtés  ; ainfi  le  redangle  MO  eft  ifopérimetre 
au  triangle  ABC. 

440.  Corollaire.  Il  ^ aifé  de  voir  qu’on  pourroir  faire  de  la 
même  façon  un  quarré,  un  polygone  régulier,  êcc.  ifopérimetre 
au  triangle  ABC. 

: 441.  Problème.  Un  triangle  fcalene  ABC  (Fig.  285.)  étant 
donné , confiruire  fur  la  même  bafe  AB  un  triangle  i/ofeele  ifopérime- 
tre au  triangle  ABC. 

Je  prens  AD  égal  à la  moitié  des  deux  côtés  AC  , CB , ôc  je 
fais  fur  la  bafe  AB  un  triangle  ADB  dont  les  côtés  AD,  BD 
foient  égaux. 

442.  Proposition  XCVI.  De  tous  les  triangles  ifopérimetres  faits 
fur  une  même  bafe , celui  qui  efl  ifofeele  fur  cette  bafe  ejl  plus  grand  que 
ceux  qui  ne  font  pas  ifofeeles , & les  autres  font  doutant  plus  petits 
que  leur  cotés  font  plus  inégaux. 
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Soit  le  triangle  ABC  {Fig.  284.)  ifofcele  fur  la  tafe  AB  , 
c’eft-à-dirc  dont  les  côtés  AC,  CB  font  égaux,  ôc  le  triangle 
AB£  ifopérimetre  au  triangle  AEC,  mais  qui  n’eft  pas  ifofcele 
fur  fa  baie , ou  qui  n’a  pas  les  côtés  AE,  EB  égaux.  Je  prolonge 
AC  en  R,  faifant  AC=CR,  & je  mene  la  droite  ER;  dans  le 
triangle  AER  les  deux  côtés  AE  , ER  pris  enfemble , font  plus 
grands  que  AR  ou  que  AC,  CB,  ou  enfin,  que  AE-r-EB 
= AC -+- CB,  àcaufeque  les  deux  triangles  ACB,  AEB  font 
ifopérimetres , ôc  qu’ils  ont  la  même  bafe  , ainfi  nous  avons  AE 
-+-  ER  > AE  -+-  EB , ôc  retranchant  AE  de  part  ôc  d’autre , nous 
avons  ER  plus  grand  que  EB  ; or,  les  triangles  BCE,  ECR, 
ont  le  côté  CE  commun , le  côté  BC  égal  au  côté  CR;  mais  la 
bafe  BE  eft  plus  petite  que  la  bafe  ER , comme  on  vient  de  voir  ; 
donc  l’angle  BCE  eft  plus  petit  que  l’angle  ECR,  (Ar.  108.)  ôc 

Eiar  conféquent  moindre  que  la  moitié  de  l’angle  RCB  ; mais 
'angle  RCB  externe  au  triangle  ACB,  étant  égal  aux  deux  in- 
ternes oppofés  A ôc  ABC  qui  font  égaux,  eft  double  de  l’angle 
ABC,  & menant  la  droite  CS  paralelle  à AB,  l’angle  SCB  eft 
égal  à fon  alterne  ABC , ôc  vaut  par  conféquent  la  moitié  de  l’an- 
gle RCB;  donc  l’angle  BCE  eft  moindre  que  l’angle  SCB,  ôc 
par  conféquent  le  fommet  E du  triangle  ABE  tombe  en  deftous 
de  la  paralelle  CS;  ainfi  la  hauteur  du  triangle  ifofcele  ACB  eft 
plus  grande  que  celle  du  triangle  AEB;  mais  ces  deux  triangles 
ayant  la  même  bafe  AB  , font  entr’eux  comme  leur  hauteur  ; 
donc  le  triangle  ACB  eft  plus  grand  que  le  triangle  AEB. 

On  démontrera  de  la  même  façon  que  le  triangle  AFB  ifopé- 
rimetre au  triangle  AEB  ; mais  dont  les  côtés  AF  , FB  font  plus 
inégaux  entr’eux  que  les  côtés  AE , EB , eft  moindre  que  le  trian- 
gle AEB  , ôc  ainfi  des  autres. 

4 43.  Corollaire.  Si  deux  triangles  ifofeeles  & ifopérimetres 
ABC,  AEC  (Fig.  28 j.)  ont  un  coté  AC  commun,  celui  qui  e[i 
ijofcele  fur  ce  côté  ; défi- à- dire  le  triangle  ABC  qui  a [es  deux  angles- 
égaux  [tir  AC  , ejl  plus  grand  que  celui  qui  n'ejl  pas  ifofcele  fur  ce  côté 
ceft-à-dire  que  le  triangle  AEC  qui  a fes  angles  égaux  fur  CE  & non 
pas  fur  AC.  Ce  qui  le  démontre  de  même  que  ci-defius  ; car  le 
triangle  AEC  confidéré  par  rapport  à la  bafe  AC,  eft  fcalene  , 
puifque  ces  côtés  AE , EC  font  inégaux,  au  lieu  que  le  triangle 
ABC , confidéré  par  rapport  à la  même  bafe  eft  ifofcele. 

444.  Proposition  XCVII.  Si  deux  triangles  ifopérimetres  & 
ifofeeles  AEC , ABC  (Fig.  28$.)  ont  un  côté  commun  AC,  celui 
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dont  la  différence  de  la  bafe  à chacun  de  Jet  côtés  égaux  eft  moindre. , 
ejl  plus  grand  que  celui  dont  la  différence  de  la  bafe  à chacun  de  fer 
côtes  égaux  , eft  plus  grande. 

Soit  le  triangle  ifofcele  ACE  dont  les  côtés  égaux  font  AE  ; 
AC,  & la  bafe  eft  EC  que  nous  fuppoferons  plus  grande  que  le 
côté  AE  ou  AC  î fi  je  veux  faire  fur  AC  un  triangle  ifopéritnetre 
au  triangle  AEC  ôc  ifofcele  fur  AC,  il  faut  que  des  deux  côtés 
inégaux  AE,  EC,  jen  faffe  deux  égaux  AB,  BC,  ôc  pour  cela, 
je  dois  prendre  la  moitié  de  l’excès  de  EC  fur  AE , ôc  le  donner 
à AC  » ainfi  dans  le  nouveau  triangle  ABC  le  côté  AB  ou  BC  fera 
plus  grand  que  AC  de  la  moitié  de  l’excès  de  CE  fur  AE  ou  AC , 
ôc  par  conféquent  la  différence  de  la  bafe  AC  de  ce  nouveau 
triangle  à fon  côté  BC  ou  BA , fera  moindre  que  dans  le  triangle 
ACE , la  différence  de  la  bafe  CE  au  côté  AC  ; or , le  nouveau 
triangle  ABC  étant  ifofcele  fur  le  côté  commun  AC , eft  plus 
grand  que  le  triangle  AEC  qui  n’eft  pas  ifofcele  fur  ce  côté  , 
donc,  ôcc. 

. Si  dans  le  triangle  AEClabafe  EC  étoit  plus  petire  que  le  côté 
AE  ou  AC,  il  fcroit  facile  de  faire  la  même  démonflration. 

44  j.  Proposition  XCXVIII.  De  tous  les  triangles  ifopérimetres , 
celui  qui  eft  équilatéral  eft  le  plus  grand. 

Soit  le  triangle  fcalene  ABC,  {Fig.  28 6.)  je  fais  fur  fa  bafe 
AB  un  triangle  ifofcele  ADB,  ôc  ifopérimetre  à ABC,  ôc  par 
conféquent  ADB  eft  plus  grand  que  ACB.  ( IV.  442.  ) Je  fais  fur 
le  côté  AD  du  triangle  ifofcele  ADB  un  triangle  ifopérimetre  ôc 
ifofcele  DEA,  ôc  ce  triangle  DEA  étant  ifofcele  fur  DA,  eft 
plus  grand  que  ADB  qui  n’eft  pas  ifofcele  fur  DA,  (IV.  445.)  ôc 
ht  différence  de  fa  bafe  AD  à fes  côtés  AE,  DE  eft  moindre  que 
dans  le  triangle  ADB,  la  différence  de  la  bafe  AB  à fescôtés  AD, 
DB.  (A7.  444.)  Je  fais  de  même  fur  ED  un  triangle  ifofcele  EOD 
ôc  ifopérimetre  au  triangle  DEA;  ainfi  ce  dernier  triangle  EDO 
eft  plus  grand  que  le  triangle  DEA  , Ôc  la  différence  de  fa  bafe  à 
fes  côtés  eft  moindre  ; donc,  puifqu’à  mefure  que  la  différence 
de  la  bafe  aux  côtés  diminue,  le  triangle  ifopérimerre  devient 
plus  grand;  il  s’enfuit  que  quand  cette  différence  fera  nulle;  c’eft- 
a-dire  quand  le  triangle  ifopérimetre  fera  équilatéral,  ce  triangle 
fera  le  plus  grand  de  tons  fes  ifopérimetres. 

Si  l’on  prend  un  autre  triangle  fcalene  ifcpérirnétre  au  triangle 
ACB  ; mais  de  différente  bafe,  ôc  qu’on  faffe  le  même  raifonne- 
ntenr , on  trouvera  que  le  triangle  équilatéral  ifopérimetre  à ce 
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triangle , fera  le  plus  grand  ; or,  on  ne  peut  trouver  qu’un  fcul 
triangle  équilatéral  ifopérimetre  à plufieurs  ifopérimetres , donc 
il  eft  vrai  en  général  que  de  tous  les  triangles  ifopérimetres  de 
mêmes  bafes  ou  de  bafes  inégales,  l’équilatéral  eft  le  plus  grand. 

44  (J.  Proposition  XCXIX.  De  tous  les  paraldlogrammes 
ifopérimetres  qui  ont  Is  même  bafe  À B ( Fig.  287.  ) , le  plus  grand  ejl 
le  réel  angle  ADCB,  & Us  autres  font  damant  moindres  qu'ils  ont  •" 
des  angles  plus  aigus. 

Du  point  A pris  pour  centre  & avec  le  rayon  AD , je  décris 
un  demi-cercle  MDN , 6c  du  même  point  menant  le  rayon  AE 
à un  point  de  la  circonférence  E différent  de  D , j’acheve  le  pa- 
ralellogramme  AEGB  , lequel  eft  ifopérimetre  au  rectangle 
ADCB,  puifqu’ils  ont  la  bafe  commune  AB,  & le  côté  AE  égal 
au  côté  AD , à caufc  que  ce  font  des  rayons  d’un  même  cercle. 
Or,  le  point  D étant  le  point  de  la  circonférence  le  plus  éloigné 
du  diamètre  MN,  la  hauteur  AD  du  reébngle  ADCB  eft  plus 
grande  que  la  hauteur  EF  du  paralellogramme  AEGB  ; donc  le 
• reétangle  eft  plus  grand  que  le  paralellogramme , puifquc  ces 
Figures  ayant  même  baie  font  entr’elles  comme  leurs  hauteurs. 

Si  l’on  prend  fur  la  circonférence  un  point  H plus  éloigné  de 
D que  le  point  E , & qu’ayanr  mené  le  rayon  AH  on  achevé  le  ‘ 
paralellogramme  ÀHLB , on  démontrera  aifément  que  ce  para- 
Idlogramme  eft  moindre  que  le  paralellogramme  AEGB , 6c 
ainfbdes  autres. 

447.  Proposition  C.  De  tous  les  réel  angles  ifopèrime- 
tres , le  plus  grand*eji  le  quarré  ABCD  ( Fig.  288.  ) , &■  les  autres 
font  d autant  moindres  que  leurs  côtés  font  plus  inégaux. 

Je  retranche  de  la  hauteur  AB  la  partie  BR,  6c  j’ajoute  à la 
bafe  AD  la  partie  AE  égale  à BR , 6c  achevant  le  reétangle 
EFHD,  le  quarré  ABCD  , eft  ifopérimetre  au  rectangle  EFHD 
qui  a gagné  fur  la  longueur  de  là  bafo , ce  qu’il  a perdu  fur  la  hau- 
teur. Or,  les  reêtangles  BRHC  , EARF  ayant  les  bafes  BR, 
EA  égales,  font  entr’eux  comme  leurs  hauteurs  RH,  A R,  6c  RH 
eft  plus  grande  que  AR , donc  le  rectangle  BRHC  eft  plus  grand 
que  le  reêtangle  EARF,  ôc  ajoutant  la  partie  commune  ARHD, 
nous  avons  ABCD  plus  grand  que  EFHD.  Ce  qu’il  falloit  i°. 
démontrer.  - 

Je  retranche  de  la  hauteur  AR  ou  EF  du  reétangle  EFHD 
une  partie  FN,  & j’ajoute  à (à  bafe  ED  une  partie  ES  égale  à 
FF!  j ainfi  achevant  le  reétangle  STVD , ce  rectangle  STVD  eft 
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iiopérimerre  au  rectangle  EFHD:  or,  les  rectangles  FNHV, 
TNES  ayant  lesbafes  EN  , SE  égales,  font  entr'eux  comme  leurs 
hauteurs  EH  , EN  , & FH  e(l  plus  grand  que  EN  ; donc  le  rec- 
tangle FNHV  eft  plus  grand  que  le  rettangle  TNES,  5c  ajou- 
tant à chacun  d’eux  la  partie  commune  ENVD  , le  rectangle 
EFHD  eft  plus  grand  que  le  redangle  STVD  dont  les  cotés 
font  plus  inégaux.  Ce  qu’il  falioit  2°.  démontrer. 

44$.  Proposition  CI.  Si  deux  triangles  rc fl  angles  ABC , 
RCD  font  femblables  ( Fig.  28p. ),je  dis  que  le  quatre  d'une  ligne 
ccmpojée  des  deux  hypotlienufes  BC  , CD,  eft  égal  au  quarré  dune 
ligne  rompofée  des  deux  cotés  homologues  AB,  CR , plus  au  quarré 
d’une  autre  ligne  composée  des  deux  autres  cotés  homologues  AC,  RD. 

Je  joints  en  ligne  droite  les  hypothenufes  BC , CD , ôc  à caufe 
de  l’angle  ABC  égal  à l’angle  RCD,  les  lignes  AB  , RC  font 
paralelles , de  même  que  les  lignes  AC , RD,  à caufe  des  angles 
égaux  ACB , RDC.  Je  prolonge  BA  jufqu’à  la  rencontre  de  DR 

(>rolongée  en  P ; ainfi  les  droites  AC,  PR  paralelles  entre  les  para-  * 
elles  BP , CR  font  égales,  6c  par  la  même  raifon  les  droites  AP, 

CR  le  font  aufti,  6c  le  triangle  BPD  eft  rectangle  ; donc  BD 

s — 1 « 

= BP-f-PD  ; c’eft-à-dire  le  quarré  de  la  ligne  BP  égale  aux  deux 
hypothenufes  , eft  égal  au  quarré  de  la  ligne  BP  ou  BA-hRC, 
plus  au  quarré  de  la  ligne  PD  ou  RD-+-  AC.  • 

44p.  Problème.  Deux  triangles  ifofeeles  ABC,  CDE  d'iné- 
gales bafes  & ,qui  ne  font  pas  femblables  entr'eux  étant  donnés 
(Fig.  2po.  ),  conftruire  fur  les  mêmes  bafes  deux  autres  triangles  ifof- 
eeles & femblables  entr'eux  AHC,  CRE  dont  les  quatre  côtés  AH,  HC, 
CR  , RE  foient  enfemble  égaux  aux  quatre  cotés  AB , BC , CD , DE 
des  triangles  donnés  pris  enfemble. 

J’ajoute  en  ligne  droite  les  côtés  AB,  CD  des  triangles  donnés; 
je  coupe  la  fomme  MN  en  S en  même  raifon  que  la  fomme  AE 
de  leurs  bafes , eft  coupée  en  C ; je  prens  deux  droites  égales 
chacune  à la  grande  partie  MS,  ôc  je  conftruis  avec  ces  deux 
lignes  6c  la  grande  baie  AC  un  triangle  ifolcele  AHC.  Je  prens 
de  même  deux  lignes  égales  chacune  à la  petite  partie  SN  , 6c 
je  conftruis  avec  ces  deux  lignes  ôc  la  petite  bafe  CE  un  triangle 
ifofeele  CRE  ; ainfi  les  deux  triangles  iiofcelcs  A HC , CRE  font 
femblables , car  nous  avons  AH.  CR  : : MS.  SN  : : AC.  CE , 6c 
de  plus  leurs  quatre  côtés  pris  enfemble  font  égaux  aux  quatre 

côtés 
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côtés  des  triangles  donnés , puifque  nous  avons  AH  -+-  CR 
= MS  -4-  SN  = MN  = AB-+-CD. 

4 jo.  Proposition  CIL  Deux  triangles  ifofceles  ABC,  CDE 
non  femb labiés  étant  donnés  fur  des  bafes  inégales  ou  égales  AC , CE 
( Fig.  29 1.  ) , fi  Jur  les  mêmes  bafes  on  fait  deux  triangles  ifofceles 
AIIC  , CRE femblables  entreux , & dont  les  quatre  côtés  AH,  HC  , 
CR , RE  foient  enfemble  égaux  aux  quatre  côtes  AB , BC , CD , DE 
des  triangles  donnés , je  dis  que  les  deux  triangles  femblables  AHC  , 
CRE , pris  enfemble  feront  plus  grands  que  les  deux  ABC , CDE  pris 
enfemble. 

Des  Commets  H,D,  j’abaifle  les  perpendiculaires  HP,  DQ 
quipafleront  parles  autres  Commets  B,  R,  à cauCe  que  les  quatre 
triangles  Cont  iCoCcelcs  Cur  les  baCes  AC , CE  ; je  prolonge  la 
perpendiculaire  DQ  du  plus  grand  des  deux  triangles  donnés, 
faiCant  QL=  DQ  ; du  Commet*B  de  l’autre  triangle  donné,  je 
mene  la  droite  BL , ôc  du  point  L la  droite  LC.  Les  deux  trian- 
gles rectangles  CQD,  CQL  ayant  le  côté  CQ  commun,  & le 
côté  DQ  égal  à QL , Cont  parfaitement  égaux,  & par  conCéqucnt 
nous  avons  LC  = CD  , & BC-t-CL=BC-+-CD=HC-4-CR. 
Or , dans  le  triangle  BCL  les  deux  côtés  BC , CL  étant  enCemble 
plus  grands  que  le  côté  BL , le  quarré  d’une  ligne  compoCée  des 
deux  BC , CL , ou  des  deux  HC , CR  eft  donc  plus  grand  que  le 

■ ■ « — ■ ■ a » 

quarré  de  BL,  & par conCéquent  nous  avons  HC-+-CR>  BL. 

Les  triangles  re&angles  HPC , RQC  étant  Cemblables  à cauCe 
de  l’angle  aigu  HCP  égal  à l’angle  aigu  RCQ  , le  quarré  d’une 
ligne  compofée  de  leurs  hypothenuCes  HC,  CR  eft  égal  au  quar- 
ré d’une  ligne  compoCée  des  deux  côtés  HP,  RQ,  plus  au  quarré 
de  la  ligne  PQ  compoCée  des  deux  autres  côtés  PC,  CQ  (^.448.) , 

ainfinous  avons  HC-t-CR  = HP-t-RQ-hPQ. 

De  môme  les  triangles  reélangles  PBS , SLQ  étant  Cemblables 
le  quarré  de  la  ligne  BL  compoCée  des  deux  hypothenuCes  BS, 
SL  eft  égal  au  quarré  d’une  ligne  compoCée  des  deux  côtés  BP , 
QL  ou  QD , plus  au  quarré  de  la  ligne  PQ  compoCée  des  deux 

autres  côtés  PC , CQ , & par  conCéquent  BL  = BP-+-QD-I-PQ  ; 

■ » - ■ ■ % 

or  , nous  avons  trouvé  BL  plus  petit  que  HC-hCR  , donc 

BP-t-QD-4-PQeftplus  petit  que  HC  -4-  CR , ou  que  Con  égal 

HP -+-  RQ  -+-  PQ  ; retranchant  donc  PQ  de  part  & d’autre,  nous 
Tome  J.  E e e 
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aurons  BP-+-QD  plus  petit  que  HP-+-RQ  , donc  en  tirant  la 
racine  quarrée  de  part  & d’autre  , nous  aurons  BP-+-QD  plus 
petit  que  HP-f-RQ  , c’eft-à-dire  les  hauteurs  des  deux  triangles 
non-femblables  , font  enfemble  moindres  que  les  hauteurs  des 
deux  triangles  femhlables , d’où  il  fuit  que  l’excès  HB  de  la  hau- 
teur HP  du  triangle  AHC  fur  la  hauteur  PB  du  triangle  ABC  eft 
plus  grand  que  l’excès  DR  de  la  hauteur  DQ  du  triangle  CDE 
fur  la  hauteur  RQ  du  triangle  CRE.  Cela  pofé. 

Le  triangle  ABC  eft  {ACxPB,  & le  triangle  CDE  eft{CExDQ 
(N.  37J.)  , & leur  fomrae  eft  {ACxPB-+-{CExDQ,  au  con- 
traire le  triangle  AHC  eft  {ACxPB-4-BH,  & le  triangle  CRE  eft 
{CExQD — DR,&  leur  fomme  eft  {AC  xPB-4-BH4-{ECx 

QD  — DR,  comparant  donc  cette  fomme  avec  la  précédente 
{ACxPB-H{CEx  DQ,  il  eft  aifé  de  voir  que  le  triangle  AHC 
gagne  fur  le  triangle  ABC,  une  quantité  {ACxBH  plus  grande 
que  la  quantité  {ECxDR  que  le  triangle  CRE  perd  pat  rapport 
au  triangle  CDE , puifque  {AC  eft  plus  grand  que  {CE,  & BH 
plus  grand  que  DR  ; donc  les  deux  triangles  femblablcs  AHC, 
CRE , font  enfemble  plus  grands  que  les  non-femblables  ABC, 
CDE. 

4p.  Proposition  CIII.  De  toutes  les  Figures  ifopérrmetres  d’un 
même  nombre  de  cotés , la  plus  grande  ejl  celle  qui  eft  équilatérale , & 
équiangle. 

Soit  la  Figure  de  cinq  côtés  ABCDE  [Fig.  292.)  , qui  n’cft 
pas  équilatérale , & dont  les  côtés  inégaux  font  EA , AB  ; je  me- 
né la.  droite  EB,  & je.  fais  fur  cette  bafe  un  triangle  ifofcele 
ERB  dont  les  deux  côtés  ER  , RB  pris  enfemble  foient  égaux  1 
aux  côtés  EA  , AB  pris  enfemble  ; ainiï  le  triangle  ERB  eft  plus, 
grand  que  le  triangle  EAB  ( N.  442.  ) , ôc  ajoutant  la  partie  com- 
mune EDCB,  la  Figure  REDCB  eft  plus  grande  que  la  Figure 
AEDCB.  Donc  toute  la  Figure  irrégulière  dans  fes  côtés  n’eft 
pas  la  plus  grande  des  Figures  ifopérimetres  d’un  même  nom- 
bre de  côtés. 

Soit  donc  la  Figure  ABCDE  ( Fig.  293.)  régulière  dans  fes  > 
côtés , mais  qui  a des  angles  inégaux  EDC  , EAB  ; je  mene  les 
droites  EC , ÉB , & faifant  fur  ces  droites  prifes  pour  bafes  deux 
triangles  ifofeeles  femblables  ERC,  EHB,  & dont  les  quatre.: 
côtés  foient  enfemble  égaux  aux  quatre  côtés  des  triangles  EDC , , 
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EAB,  les  deux  triangles  ERC,EHB,  font  enfemble  plus  grands 
que  les  deuxEDC,  EAB  ( N.  4J0.) , ôc  ajoutant  de  part  & d’au- 
tre la  partie  commune  EBC,  la  Figure  ERCH  eft  plus  grande 
que  la  Figure  EDCBA  , donc  toute  Figure  irrégulière  dans  fes 
angles  n’eft  pas  la  plus  grande  des  Figures  ifopérimetres  d’un 
même  nombre  de  cotés. 

Or,  entre  toutes  les  figures  ifopérimetres  d’un  même  nombre  de 
côtés, il  faut  néceflairement  qu’il  y ait  une  plus  grande, à caufe  qu’un 
contour  donné  ne  peut  pas  enfermer  un  efpace  qui  devienne 
toujours  plus  grand  , ôc  nous  venons  de  trouver  que  toutes  cel- 
les qui  ne  font  pas  régulières  ne  fauroient  être  les  plus  grandes  , 
donc  la  Figure  régulière  dans  fes  côtés  ôc  dans  fes  angles  eft  la 
plus  grande  de  toutes. 

4y  2.  Proposition  CIV.  Un  angle  droit  ABC  étant  donné 
(Fig.  294.  ) fi  ton  divife  t un  de  fes  c6tés  B A en  p orties  égales  BD , 
DE , EF , ôcc.  dr  que  de  tous  les  points  de  divifion  on  mene  des  droi- 
tes DC,  EC,  FC,  ôcc.  à un  point  quelconque  C de  /’ autre  côté  BC  , 
je  dis  que  les  angles  DCB , ECB , FCB , ôcc.  iront  en  diminuant  à 
mefure  qu'ils  s'éloigneront  du  premier  DCB. 

Du  point  C pris  pour  centre,  ôc  de  l’intervalle  CD , je  décris 
un  arc  de  cercle  qui  coupe  les  lignes  voifines  de  CD , l’une  en 
R ôc  l’autre  en  H ; ainfi  à caufe  que  l’inclinée  CD  eft  plus  grande 
que  la  perpendiculaire  CB,  j’ai  CH=CD  plus  grand  que  CBî 
ôc  à caufe  que  l’oblique  CE  eft  plus  grande  que  l’oblique  CD  qui 
eft  moins  éloignée  de  la  perpendiculaire  CB  , j’ai  CR=  CD 
moindre  que  CE  ; or , les  triangles  CDB , CED  ayant  la  hauteur 
commune  CB,  ôc  les  bafes  DB,  DE  égales  font  égaux  entr’eux, 
ôc  le  fetleur  CDH  eft  plus  grand  que  le  triangle  CDB,  au  lieu 
que  le  feéleur  CRD  eft  moindre  que  le  triangle  CED  , donc  le 
fe&eur  CDH  eft  plus  grand  que  le  feâeur  CRD  ; mais  ces  deux 
feéteurs  font  comme  leurs  arcs  DH,  DR , ou  comme  les  angles 
DCH  , DCRqui  font  mefurés  par  ces  arcs  , donc  l’angle  DCH 
eft  plus  grand  que  l’angle  DCR , ôc  on  prouvera  de  la  même 
façon  que  l’angle  FCE  eft  moindre  que  l’angle  ECD. 

4H*  Corollaire.  Donc  les  angles  DCB,  ECD,  FCE,  ôcc. 
ne  font  pas  dans  la  raifon  des  bafes  DB , ED , FE , ôcc.  des  triangles 
DCB , ECD , ôcc.  car  ces  bafes  font  égales , ôc  les  angles  au  con- 
traire vont  en  diminuant. 

4^4.  Proposition  CV.  Si  deux  polygones  réguliers  ABCDE , 
FGHLMN  (Fig.  apy.)  de  différentes  efpeces  font  ifopérimetres  , le 
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côté  AB  du  premier  eji  au  cote  F G du  fécond , réciproquement  comme 
le  nombre  des  cotés  du  fécond , eji  au  nombre  des  cotés  du  premier  , & 
P angle  au  centre  AOB  eji  à P angle  au  centre  FPG  dans  la  même  rai- 
fon  que  le  côté  AB  eji  au  côté  F G , ceji-à-dire  encore  réciproquement 
comme  le  nombre  des  côtés  du  fécond  au  nombre  des  côtés  du  premier. 

Le  côté  AB , eft  la  cinquième  du  circuit  ABCDE  , ôc  le  côte 
FG  eft  la  fixiéme  partie  du  circuit  FGHLMN  ; mais  ces  deux 
circuits  font  égaux  , donc  AB  eft  à FG  , comme  - eft  à \ , ôc  rér 
duifant  ces  fractions  au  même  dénominateur , ce  qui  donnera 
£ Sx.  , nous  aurons  AB  eft  à FG,  comme  ~ ôc  à Jy , ou  conv- 
me  6 eft  à y ; c’eft-à-dire  comme  le  nombre  6 des  côtés  du  fer 
cond  eft  au  nombre  y des  côtés  du  premier. 

Demêmeàcaufe  que  tous  les  angles  au  centre  d’un  polygone 
valent  quatre  angles  droits, l’angle  au  centre  AOB, eft  lacinquiéme 
partie  de  quatre  droits  ôc  l’angle  au  centre  FPG  en  eft  la  fixiéme 
parties  donc  ces  deux-  angles  font  entr’eux  comme  y eft  à -j»  ou 
comme  ~ eft  à Jy,  ou  comme  6 eft  à y , & par  conféquent  dans 
la  même  raifon  de  AB  à FG , ou  du  nombre  des  angles  du  poly- 
gone FGHLM  au  nombre  des  angles  du  polygone  ABCDE.. 

4yy.  Proposition  CVI.  Deux  Polygones  réguliers  ifopérimetres, . 
mais  de  dijferens  nombres  de  côtés  étant  donnés , le  plus  grand  eji  celui 
qui  a un  plus  grand  nombre  de  côtés. 

Soit  le  pentagone  régulier  ABCDE  ( Fig.  296.)  ifopérimetre 
à l’exagone  régulier  FGNTVM;  le  côté  AB  du  pentagone  eft 
donc  au  côté  FG  de  l’exagone , comme  6 à y (N.  4^4.  ) , & 
par  conféquent  lï  le  côté  AB  eft  divifé  en  5 parties  égales , le 
côté  FG  en  contiendra  cinq.  Je  prens  la  moitié  de  l’une  de  ces 
parties  que  je  porte  de  A en  H,  & l’autre  moitié  de  B en  L , 
ôc  je  mene  les  lignes  HO , LO  , ôc  l’apothême  OQ , ainfi  puifi 
que  AB  contient  6 parties  égales  ôc  doubles  chacune  de  la  par- 
tie AH,  la  ligne  AQ  qui  eft  la  moitié  de  AB  contiendra  fix  moi- 
tiés de  ces  parties  égales,  c’eft-à-dire  fix  parties  égales  à AH; 
concevant  donc  que  AQ  foit  divifé  en  ces  6 parties  égales  , & 
que  jde  tous  les  points  foient  menées  au  point  O des  droites,  la 
triangle  AOQ  fera  divifé  en  6 petits  triangles  égaux  , chacun 
au  triangle  AOH;  mais  comme  les  angles  au  fomtnet  O de  ces 
fix  triangles  iront  en.  diminuant  à mefure  que  leurs  bafès  s’éloi- 
gneront de  OQ  ( N.  4y2.  ) , l’angle  AOH  fera  moindre  que  la 
fixiéme  partie  de  l’angle  AOQ , ôc  par  la  même  raifon  l’angle 
BOL  égal  à l’angle  AOH  fera  aufii  moindre  que  la  fixiéme  partie 
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i de  l’angle  QOL  ; ainft  l’angle  HOL  fera  plus  grand  que  les  cinq 

ftxiémes  de  l’angle  AOB , c’eft-à-dire  que  HOL  fera  plus  grand 
> par  rapport  à l’angle  AOB  que  y par  rapport  à 6.  Or , l’angle 

FRG  eft  à l’angle  AOB  , comme  y à 5 ; donc  l’angle  IIOL  fera 
plus  grand  que  l’angle  FRG , 6c  par  conféquent  dans  le  triangle 
ifofeele  HOL  les  deux  angles  fur  la  bafe  OHL  , OLH  feront 
plus  petits  que  les  deux  angles  RFG,  RGF  fur  la  bafe  du  trian- 
gle ifofeele  RFG.  Faifant  donc  fur  F G deux  angles  SFG,  SGF 
égaux  aux  deux  angles  OHL , OLH , il  eft  clair  que  les  deux 
côtés  FS,  SG  étant  plus  inclinés  fur  la  bafe  que  les  deux  FR, 
GR  fe  couperont  en  un  point  S plus  proche  de  la  bafe  que  le 

£oint  R où  fe  coupent  les  deux  FR,  GR;  6c  que  par  conféquent 
: triangle  F SG  aura  la  hauteur  SP  plus  petite  que'la  hauteur 
RP  du  triangle  F'RG;  mais  les  triangles  HOL,  FSG  étant  fem- 
blables  ôc  égaux  ont  les  hauteurs  égales  OQ  , SP  ; donc  OQ 
eft  plus  petit  que  RP.  Or , le  pentagone  ABCDE  eft  égal  au  pro- 
duit de  fon  circuit  multiplié  par  la  moitié  de  fon  apothème  OQ 
( A'i  377.) , 6c  l’exagone  FGNTVM  eft  égal  au  produit  de  fon 
circuit  par  la  moitié  de  fon  apothème  , donc  à caufe  de  l’égalité 
des  deux  circuits  , ces  deux  polygones  font  entr’eux  comme  la 
moitié  de  leurs  apothèmes,  ou  comme  leurs  apothèmes,  6c  par 
conféquent  le  pentagone  eft  plus  petit  que  l’exagone  qui  a plus 
de  côtés  de  lui.  Et  on  démontrera  la  môme  chofe  à l’égard  de 
deux  autres  polygones  réguliers  ifopérimetres  de  différens  nom-  • 
bres  de  côtés. 

4 y 6.  Corollaire  .De  tous  les  Polygones  réguliers , le  cercle, 
étant  celui  qui  contient  un  plus  grand  wnnbre  de  cotés , il  s’enfuit  que  de 
tous  les  Polygones  réguliers  ijopéri métrés , le  cercle  eft  plus  grand. 

4-y7.  Remarque.  De  tour  ce  que  nous  venons  de  dire  tou- 
chant les  Figures  ifopérimerres  , on  en  peut  aifément  conclure 
que  tous  les  Magasins  que  l’on'conftruit  dans  les  Places  pour 
les  munitions  de  guerre  ôc  de  bouche  , les  quarrés  contiennent 
davantage  que  ceux  qu’on  fait  en  quarré  long.en  fuppofantle  mê- 
me circuit , 6c  que  les  circulaires  font  ceux  qui-  contiennent  le 
plus-  On  pourroit  ajouter,  en  faveur  de  ces  derniers,  que  la  Fi- 
gure de  leurs  couvertures , les  garantit  beaucoup  plus  que  tous, 
les  autres  du  choc  dire£t  des  Bombes.  ■ 
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CHAPITRE  X- 

De  la  Stéréométrie  , ou  de  la  Mefitre  des  Solides  » de  leurs 
Surfaces  & de  leurs  rapports. 

Des  différentes  portions  des  Lignes  à l’égard  des  Plans  , & 
de  celles  des  Plans  entr  eux. 

4 J 8.  /'"'X  N dit  qu’une  ligne  droite  eft  fur  un  Plan  lorfque  toutes 
fes  parties  font  dans  ce  Plan. 

4Jp.  Si  deux  points  R,  S (Fig.  297.  ) dune  ligne  droite  font  fia 
un  Plan  ABCD  , toutes  les  parties  de  cette  ligne , même  prolongée  à 
f infini , feront  dans  ce  Plan  aujfi  prolongé  â f infini . Du  point  R 

1>ar  le  point  S menez  dans  le  plan  ABCD  , la  droite  RS  ; ce  que 
’on  peut  faire,  puifque  toutes  les  panies  de  ce  plan  ne  haulfent 
ni  ne  bailTent  pas  plus  les  unes  que  les  autres  ; cette  ligne  RS  aura 
tous  fes  points  fur  le  plan  ; or , du  point  R au  point  S on  ne  peut 
mener  qu’une  feule  ligne  droite  » donc  iljn’eft  pas  poflible  qu’une 
autre  ligne  droite  qui  a les  points  R,  S fur  ie  plan  ABCD,  ait  quel- 
qu’un de  fes  points  entre  R & S qui  ne  foient  pas  fur  ce  plan  î & 
il  eft  évident  que  fi  l’on  prolonge  la  ligne  droite  RS  de  part  ôc 
d’autre  en  Z & en  X tous  les  points  de  cette  ligne  feront  encore 
fur  le  plan  ABCD , prolongé  s’il  le  faut. 

460.  Deux  lignes  droites  AB,  CB  qui  fe  coupent  en  B ( Fig.  298.  ) 
font  dans  un  même  plan. 

Je  mené  la  droite  AC , 6c  la  failànt  mouvoir  toujours  paralelle- 
ment  à elle-même  jufqu’en  B , le  long  de  la  droite  AB , elle  dé- 
crit par  fon  mouvement  une  furface  ACEB  ; or,  les  points  C , B 
de  la  droite  BC  font  dans  cette  furface  ; donc  toute  la  ligne  BC 
eft  dans  le  plan  ACEB  de  même  que  la  ligne  AB. 

451.  Donc  les  trois  lignes  dun  triangle  ABC  font  dans  un  même 
plan. 

452.  Une  ligne  qui  n’a  que  l’un  de  fes  points  dans  un  plan  pro- 
Jongé  même  à l’infini,  eft  dite  perpendiculaire  fur  ce  plan,  lors- 
qu'elle eft  également  inclinée  vers  tous  les  côtés  de  ce  plan. 

4 63.  Si  une  ligne  AB  (Fig.  2pp.)  eji  perpendiculaire  fur  deux 
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lignes  TN,  SR  qui  font  dans  un  même  plan  CDEF,  & qui  fe  cou- 
pent en  A ; je  dis  que  la  ligne  AB  eft  perpendiculaire  fur  ce  plan.  Je 
prens  fur  les  lignes  TN,  SR  des  parties  égales  AS,  AT,  AR  , 
AN;  les  droites  BS,  BR,  BT,  BN  menées  du  fomnict  A aux 
extrémités  de  ces  quatre  parties,  feront  égales  entr’elles  à caufe 
que  AB  elt  perpendiculaire  fur  TN  ôc  fur  SR;  ainfi  menant  dans 
le  plan  les  droites  ST,  NR  , les  triangles  SBT,  NBR  feront 
égaux  entr’eux , de  même  que  les  triangles  ifofeeles  SAT,  NAR 
qui  ont  les  angles  au  fommet  égaux;  .je  mène  dans  le  plan  par  le 

fioinr  A une  droite  PQ  qui  fe  termine  fur  les  droites  ST,  NR; 
es  triangles  PAT,  NAQ  ayant  l’angle  PAT  égal  à l’angle  NAQ 
qui  lui  eft  oppofé  au  fommet , l’angle  PTA  égal  à l’angle  ANQ , à 
caufe  des  deux  triangles  ifofeeles  & égaux  SAT,  NAR*,  ôc  le  côté 
TA  égal  au  côté  AN  font  fcmblables  ôc  égaux;  donc  PT— NQ,  P A 
=AQ;dc  même  les  trianglesPTB  , QNB  ayant  le  côté  P T égal 
aucôté  NQ,  le  côté  TB  égal  au  côté  NB,  ôc  l’angle  compris  PTB 
égal  à l’angle  compris  QNB,  à caufe  des  triangles  ifofeeles  égaux 
SBT,  NBR,  font  parfaitement  égaux , doncPB=BQ,  & par 
conféquent  à caufe  de  PA==  AQ,  la  ligne  AB  eft  aufii  perpen- 
diculaire fur  PQ , & on  démontrera  de  la  même  façon  que  AB  eft 
aufii  perpendiculaire  fur  toutes  les  lignes  menées  par  le  point  A ; 
donc  cette  ligne  eft  perpendiculaire  fur  le  plan. 

464.  D'un  même  point  A , (Fig.  2pp.)  on  ne  peut  élever  fur  un 
même  plan  qu’une  feule  perpendiculaire  A B ; toute  autre  inclinera  né- 
ceflairement  plus  d’un  côté  que  d’un  autre. 

4<5y.  Si  deux  ou  plufteurs  lignes  font  perpendiculaires  fur  un  mime 
plan,  elles  font  paralelles  entr’elles.  Soient  les  lignes  AB,  EF,  CD 
(Fig.  300.)  perpendiculaires  au  plan_MNOP,  je  mene  par  leurs 
extrémités  les  lignes  droites  AE,  ÉC,  AC.  Je  fais  mouvoir  la 
ligne  ABnoujours  paralellement  à elle-même  le  long  de  AE  ; ôc 
comme  dans  ce  mouvement  elle  n’incline  pas  plus  d’un  côté  que 
de  l’autre,  il  eft  clair  que  lorfqu’elle  fera  arrivée  en  E,  elle  fera 
encore-perpendiculaire  fur  le  plan , donc  elle  tombera  fur  la  ligne 
EF,  car  autrement,  du  même  point  E on  pourroit  élever  fur  le 
même  plan  deux  perpendiculaires  ; ce  qui  eft  inrpoflible  (Ar.  464.). 
Jé  prouverois  de  même  qu’en  faifant  avancer  la  ligne  EF  tou 
jours  paralellement  à elle-mcme  le  long  de  la  ligne  EC  ; elle 
tombera  fiit  CD  lorfqu’elle  fera  parvenue  en  C,  ôc  qu’en  faifant 
axouvoitCD  le  long  de  CA,  elle  tombera  fut. AB  lorfqu’clle 
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fera  parvenue  en  A ; d’où  il  eft  aifé  de  conclure  que  les  trois 

lig aes  AB , EF',  CD  font  paralelles. 

4-55.  Il  fuit  delà  que  deux  lignes  paralelles  AB , EF  font  dans  un 
meme  plan.  Car  menant  la  ligne  AEqui  joint  leurs  extrémités,  & 
faifant  enfuite  mouvoir  la  ligne  AB  toujours  paralellementà  elle- 
même  le  long  de  AE , elle  doit  tomber  fur  EF  lorfqu’elle  fera 
parvenue  en  E , fuppofé  quelle  foit  paralelle  à EF  ; mais  AB , 
pendant  ce  mouvement,  décrira  un  plan  ; donc  EF  fera  dans  ce 
plan. 

457.  Il  fuit  encore  delà,  que  ft  deux  ou  plufteurs  lignes  font  pa- 
ralelles entr  elles , & que  t une  d entr' elles  foit  perpendiculaire  fui  un 
plan,  les  autres  feront  aufft  perpendiculaires  fur  le  même  plan. 

458.  Si  trois  lignes  égales  AB , CD,  EF  (Fig.  301.)  font  per- 
pendiculaires fur  un  plan , & que  leurs  extrémités  A , E , C , ne  foient 
pas  en  li?ne  droite,  le  plan  qui  pajjera  par  les  extrémités  fupirieures 
B,  F,  t)  fera  paralelle  au  plan  MNOP.  Je  mene  dans  le  plan 
JVINOP  les  droites  AE , EC,  AC;  les  lignes  AB,  EF  étant  per- 
pendiculaires fur  le  même  plan  MNOP  font  paralelles  entr’elles, 

( 4<S>.)  & à caufe  qu’elles  font  égales,  les  droites  AE,  BF 

font  aullî  paralelles  & égales  ; par  la  même  raifon , les  droites 
EC,  FD  font  paralelles  & égales  de  même  que  les  droites  AC, 
BD  ; donc  les  trois  côtés  du  triangle  BFD  , étant  paralelles  cha- 
cun à chacun  aux  trois  côtés  du  triangle  AEC,  ces  deux  trian- 
gles font  paralelles;  & par  conféqucnt  le  triangle  BFD  eft  parai- 
lelle  au  plan  MNOP. 

469.  Si  une  ligne  AB  (Fig.  302.)  eft  perpendiculaire  fur  deux 
plans  MNOP , RHTX , cts  deux  plans  font  paralelles.  Je  mene 
par  le  point  A dans  le  plan  MNOP  la  droite  AC , & la  droite  AB 
venant  à fe  mouvoir  toujours  paralellement  à elle-même  le  long 
de  la  droite  AC , eft  toujours  perpendiculaire  fur  le  plan  MNOP, 
& fon  extrémité  B décrit  une  droite  BS  fur  laquelle  AB  eft  aufli 
toujours  perpendiculaire  ; or,  je  dis  que  BS  doit  être  dans  le  plan 
RHTX  ; car  fi  cela  n’étoit  pas , ce  plan  couperoit  la  droite  CS 
en  un  autre  point  quelconque  E;  ainfi  menant  dans  ce  plan  la 
droite  BE,  la  droite  CS  perpendiculaire  fur  SB,  feroit  neceftai- 
rement  oblique  fur  BE,  & par  conféquent  fur  le  plan  RHTX  ; 
ce  qui  eft  contre  la  fuppofition. 

470.  Si  deux  plans  font  paralelles  entr  eux , toutes  les  perpendicu- 
laires menées  entre  ces  deux  plans , font  égales.  Ce  qui  eft  évident , 

. puifque 
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puifque  les  deux  plans  font  toujours  à égale  diftance,  ôc  que  les 
aiftances  fe  mefurent  par  les  perpendiculaires. 

471.  Problème.  D un  point  donné  A (Fig.  303.)  hors  d’un  plan 
MNOP  , abaijjer  une  perpendiculaire  fur  ce  plan. 

Je  mene  dans  le  plan  une  ligne  quelconque  RQ  ; du  point 
donné  A,  j’abaiffe  fur  cette  ligne  une  perpendiculaire  AS;  du  point 
S je  mene  dans  le  plan  MNOP  une  droite  ST  perpendiculaire 
furRQ , ôc  du  point  A j’abaiffe  fur  ST  la  perpendiculaire  AT  qui 
fera  perpendiculaire  fur  le  plan  MNOP. 

Car  la  droite  RS  étant  perpendiculaire  fur  les  deux  côtés  TS , 
SA  du  triangle  TSA , eft  par  conféquent  perpendiculaire  fur  ce 
triangle;  (N.  463.)  ainfi  menant  dans  le  plan  MNOP  la  droite 
XT  perpendiculaire  fur  TS;  cette  droite  XT  étant  paralelle  à 
RS,  fera  aufli  perpendiculaire  fur  le  triangle  TSA , (À;.  457.)  & 
par  conféquent  fur  le  côté  TA  de  ce  triangle;  donc  puifque  TA 
eft  perpendiculaire  fur  XT,  ôc  qu’elle  l’eft  aufti  fur  TS  par  la 
conftrucüon  , ôc  que  XT,  TS  font  dans  le  même  plan  MNOP  ; 
il  s’enfuit  que  TA  eft  perpendiculaire  fur  le  plan  (À'.  453.). 

472.  Problème.  D’un  point  donné  T fur  un  plan  MNOP  , 

( Fig.  304.)  élever  une  perpendiculaire  fur  ce  plan. 

D’un  point  quelconque  A pris  hors  du  pian , j’abaiffe  une  per- 
pendiculaire AS,  ôc  enfuite  au  point  T,  menant  TX  paralelle  à 
SA  , cette  droite  TX  eft  perpendiculaire  fur  le  plan  ( N.  457.  ). 

473.  Si  une  ligne  droite  eft  inclinée  fur  un  plan  , le  plus  petit 
angle  qu’elle  fait  avec  ce  plan , fe  nomme  Single  ef inclinai/on  de  la 
ligne  fur  le  plan. 

474.  Problème.  Une  ligne  AB  (Fig.  30?.)  étant  inclinée  fur  un 
plan,  MNOP , trouver  fon  angle  cTincItnaifon  fur  ce  plan. 

De  l’extrémité  B de  cette  ligne,  j’abaiffe  fur  le  plan  la  per- 
pendiculaire BC;  ôc  du  point  C menant  la  droite  AC  dans  le 
plan , l’angle  BAC  eft  l’angle  d’inclinaifon  ; ce  que  je  démontre 
ainfi. 

Du  point  A pris  pour  centre , ôc  avec  le  rayon  AC , je  décris 
dans  le  plan  MNOP  le  cercle  CDEHS,  ôc  du  point  A je  con- 
çois qu’il  foit  mené  à la  circonférence  une  infinité  de  rayons  AD , 
AE , AH  ôcc.  qui  formeront  tous  avec  la  droite  BA  différents  an- 
gles  B AD,  BAE,  ôcc.  Je  mene  la  droite  BD,  ôc  le  triangle  BCD 
eft  rectangle  ; car  la  droite  BC  étant  perpendiculaire  fur  MNOP, 
eft  aufti  perpendiculaire  fur  les  droites  AC,  CD  qui  font  dans  ce 
plan , ôc  qui  paffent  par  le  pqint  C ; ainfi  BD  eft  plus  grand  que 
Tome  I.  Fff 
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BC.  Or,  les  triangles  ABC,  ABD  ont  le  côté  AB  commun  , 
le  côté  AC  égal  au  côté  AD , parce  que  ces  deux  côtés  font 
rayons  d’un  même  cercle  ; mais  labafe  BC  de  l’un , efl  moindre 
que  la  bafe  BD  de  l’autre  ; donc  l’angle  BAC  eft  moindre  que 
l’angle  BAD;  (N.  109.)  ôc  on  prouvera  de  même  que  l’angle 
BAE  eft  plus  grand  que  l’angle  BAC,  & ainfi  des  autres.  Donc 
l’angle  BAC  étant  le  moindre  des  angles  que  la  ligne  BA  fait  avec 
les  lignes  menées  par  le  point  A dans  le  plan  MNOP,  eft  l’angle 
d’inclinaifon  de  la  ligne  B A fur  ce  plan. 

47  y.  Il  fuit  delà,  i°.  Que  P angle  BAH  qui  efl  F angle  de  fuite 
de  f angle  d tnclmaifon  BAC , efl  le  plus  grand  de  tous  les  angles  que 
la  ligne  BA  fait  avec  le  plan.  20.  Que  de  tous  les  autres  angles  qui 
font  entre  le  plus  grand  BÀH  & le  moindre  BAC,"  ceux  qui  s'appro- 
chent plus  du  grand  font  plus  grands  que  ceux  qui  s’en  éloignent  davan- 
tage ; & enfin  qu’on  peut  toujours  trouver  deux  angles  égaux , moin- 
dres que  le  plus  grand  BAH,  & plus  grand  que  le  moindre  BAC  j 
mais  qu’on  n’en  trouvera  jamais  trois  d'égaux.  Je  mene  la  droite 
CE  dans  le  plan , & la  droite  EB  au  fommet  B de  la  perpendicu- 
laire;  ainfi  le  triangle  EBC  fera  rectangle  de  même  que  le  trian- 
gle DCB;  mais  à caufe  que  ces  deux  triangles  ont  le  côte  BC 
commun,  ôc  que  le  côté  CD  eft  moindre  que  le  côté  CE  , puif- 
que  l’arc  CD  eft  moindre  que  l’arc  CE  ; il  s’enfuit  que  le  côté 
ÊB  du  triangle  reftangle  EBC , eft  plus  grand  que  le  côté  BD 
du  triangle  reûangle  BDC;  or,  les  triangles  ABE,  ABD  ayant 
le  côté  AB  commun,  le  côté  AE  égal  au  côté  AD , ôc  la  bafe 
EB  plus  grande  que  la  bafe  BD.  Il  eft  clair  que  l’angle  BAE  qui 
s’éloigne  plus  de  l’angle  d’inclinaifon  BAC,  eft  plus  grand  que  l’an- 
gle qui  s’en  éloigne  moins;  ôc  continuant  le  même  raifonnement, 
on  prouvera  quel’angle  BAH  qui  eft  l’angle  de  fuite  de  l’angled’in- 
clinaifonBAC  , eft  le  plus  grand  de  tous  ceux  qui  font  faits  parla 
ligne  AB  avec  les  rayons  menés  du  centre  fur  la  demi  circonfé- 
rence HEC  ; ôc  quant  à ceux  qui  feront  faits  par  la  même  ligne 
AB  avec  les  rayons  menés  du  centre  fur  l’autre  demi  circonfé- 
rence HSC  ; il  eft  facile  de  démontrer  qu’ils  feront  égaux  chacun 
à chacun  à ceux  qui  auront  été  faits  avec  les  rayons  de  la  demi 
circonférence  HEC. 

475.  Il  fuit  encore  delà  y que  P angle  BAC  d' inclinai fon  d’une  ligne 
B A fur  un  plan,  efl  dans  un plan  BAC  perpendiculaire fur  le  plan 
MIS  OP.  Car  la  droite  BC  étant  perpendiculaire  fur  le  plan 
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MNOP,  le  triangle  ABC  dans  lequel  eft  la  droite  BC,  eft  aufli 
perpendiculaire  fur  ce  plan. 

477.  Si  deux  plans  ABCD  , EFGH  Je  coupent  (Fig.  306.  ) leur 

commune  feftien  ejl  une  ligne  droite.  « 

Le  plan  ABCD  n’efl  autre  chofe  que  la  fommede  fes  élémens 
DC , RX,  RX,  &c  de  même  que  le  plan  EFGH  n’eft  autre 
chofe  qne  lafomme  de  fes  élémens  FG,  SZ,  SZ,  &c.  donc 
quand  ces  plans  viennent  à fe  couper,  les  élémens  de  l’un  cou- 
pent les  éléments  de  l’autre  ; or,  les  éléments  étant  des  lignes  ne 
fe  coupent  qu’en  un  point  ; donc  la  feûion  des  deux  plans  eft  une 
fuite  de  points  M,  0,0,  O &c.  N,  & par  conféquentune  ligne; 
mais  cette  ligne  en  tant  quelle  appartient  au  plan  ABCD , ne 
haufle  ni  ne  baille  dans  aucune  de  les  parties  du  côté  de  G ni  du 
côté  de  F,  & en  tant  qu’elle  appartient  au  plan  EFGH , elle  ne 
haulfe  ni  ne  bailTe  dans  aucune  de  fes  parties  du  côté  de  C ni  du 
côté  de  D ; donc  il  faut  néceflairement  quelle  foit  une  ligne 
droite. 

478.  Si  deux  plans  ABCD , EFGH  qui  fe  coupent  ( Fig.  307.  ) 
font  perpendiculaires  fur  un  plan  MNOP,  leur  commune  feftion  RS 
ejl  perpendiculaire  fur  ce  plan.  Car  en  tant  que  RS  appartient  au 
plan  ABCD  perpendiculaire  fur  MNOP , elle  n’incline  pas  plus 
fur  le  plan  MNOP  du  côté  de  E,  que  du  côté  de  H,  ôc  par  con- 
féquent  elle  eft  perpendiculaire  fur  EH  ; de  même  en  tant  que 
RS  appartient  au  plan  EHGF  aufli  perpendiculaire  fur  MNOP, 
elle  n incline  pas  plus  du  côté  de  A que  du  côté  de  B ; donc  puif- 
que  RS  eft  perpendiculaire  fur  les  deux  lignes  EH , AB  qui 
font  dans  le  plan  MNOP , elle  eft  perpendiculaire  fur  ce  plan 
( Af.463.). 

47p.  Si  les  cotés  AB  , BC  (Fig.  308.)  £ un  angle  ABC  qui  ejl 
dans  un  plan  ABC,  font  paralellcs  aux  côtés  DE,  EF  £ un  autre 
angle  DEF  qui  ejl  dans  un  autre  plan  DEF  » ces  deux  angles  ABC , 
DEF  font  égaux.  Je  joins  les  fommets  par  la  droite  BE,  & fai- 
fant  avancer  l’angle  ABC  toujours  paralellement  à lui-même , le 
côté  AB  tombe  néceflairement  fur  fa  paralelle  DE , & le  côté 
BC  fur  fa  paralelle  BC  i d’où  il  fuit  que  les  deux  angles  font 
égau 

4S0.  L’angle  £ inclinaifon  de  deux  plans  ABED,  BEFC  (Fig.  309.) 
qui  fe  coupent  ejl  le  même  par  tout.  Suppofons  que  l’angle  A BC  foit 
l’angle  d’inclinaifon  des  deux  plans  du  côté  de  B;  je  mene  à l’extré- 
mité E de  la  commune  feûion  BE  & dans  le  plan  ABDE  unedroite 
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ED  paralelle  à AB.  Je  mene  de  même  dans  le  plan  BEFC  une 
droite  EF  paralelle  à BC  ; ainfi  faifant  gliffer  l’angle  ABC  tou- 
jours paraiellcment  à lui-même  le  long  de  BE,  il  tombera  enfin 
fur  l’angle  DEC  ôc  lui  fera  égal  ; mais  le  plan  que  la  jambe  AB 
décrira  pendant  fon  mouvement,  fera  lemême  que  le  plan  ABED, 
& celui  que  l’autre  jambe  BC  décrira , fera  le  même  que  le  plan 
BCFE  ; donc  l’angle  d’inclinaifon  de  ces  deux  plans  eft  le  même 
partout. 

48  t.  Problème.  Trouver  t angle  cC  inclinai  fon  de  deux  plans 
ABED , BCEF  ( Fig.  309.  ) qui fe  coupent. 

D’un  point  quelconque  O pris  fur  la  fedion  commune  BE  ; 
je  mene  dans  le  plan  ABED  la  droite  OR  perpendiculaire  fur 
BE,  ôc  dans  le  plan  BCFE  la  droite  OH  aufli  perpendiculaire 
fur  BE , ôc  l’angle  ROH  eft  l’angle  d’inclinaifon  cherché. 

Carie  plus  ou  moins  d’inclinaifon  des  deux  plans  entr’eux,  con- 
fifte  uniquement  dans  le  plus  ou  moins  dediftance  qu’ils  confer- 
vent  entr’eux  ; donc  les  côtés  RO,  OH  de  l’angle  qui  mefure 
cette  inclinaifon,  ne  doivent  plus  ou  moins  s’approcher  que  dans 
le  fens  des  plans,  ôc  par  conséquent  ils  ne  doivent  incliner  ni  du 
côté  de  B ni  du  côté  E. 

482.  Si  deux  plans  paralelles  ABCD  , EHFG(Fig.  3 to.)  font 
coupés  par  un  troifiéme plan  MON  , les  deux  fechons  RS  , PQ  font 
paralelles.  Si  cela  n’étoit  pas  , les  deux  fedions  s’approcheroient 
d’un  côté  ôc  s’éloigneroient  de  l’autre  ; donc  les  deux  plans  à qui 
elles  appartiennent  en  feroienrde  même  ôc  ne  feroientplus  paral- 
lelles  ; ce  qui  eft  contre  la  fuppofition. 

Il  fuit  delà  , que  ft  le  plan  MON  qui  coupe  les  deux  plans  pa- 
ralelles , ejl  un  triangle , les  cotés  MO  , NO  de  ce  triangle  font 
coupés  proportionnellement  par  les  feclions  RS,  PQ , fuppofé  néanmoins 
que  MN  foient  paralelles  à RS  ; ce  qui  eft  évident. 

483.  Si  trois  angles  plans  BAC,  CAD,  DAB  (Fig.  31  i.)qui 
font  dans  trois  plans  différents  ont  le  fommet  commun  A,  ôc  que 
leurs  côtés  s’ajuflenr,  ils  forment  un  angle  en  A qui  fe  nomme  An- 
gle folide  ; tels  font  tous  les  angles  des  corps  dont  les  faces  fe  ter- 
minent en  pointe. 

484.  Il  faut  au  moins  trois  angles  plans  pour  former  un  angle  fo- 
lide ; car  il  eft  vifible  que  fi  entre  les  deux  angles  plans  BAD,  BAC, 
il  ne  fe  trouvoit  pas  un  troifiéme  angle  CAD , les  deux  angles 
plans  BAD  , BAC  feroient  dans  un  même  plan. 

48y,  Si  un  angle  folide  A (Fig.  312.)  efl  formé  par  trois  angles 
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plans  SAM  , MAN  , NAS  la  fomme  de  deux  de  fes  angles  ejl  plus 
grande  que  le  troisième.  Si  l’on  veut  que  l’angle  SAN  foie  plus 
grand  que  les  deûx  autres , je  fais  dans  le  plan  de  cet  angle , l'an- 
gle SAR  égal  à l’angle  SAM,  & par  conféquent  l’angle  reliant 
RAP  , eft  plus  grand  que  l’angle  NAM.  Je  prens  fur  la  jambe 
AM  de  l’angle  SAM  la  partie  AC,  & je  fais  AR=AC  ; du  point 
C je  mene  la  droite  CB  qui  coupe  l’autre  jambe  SA  de  l’angle 
SAM  en  un  point  quelconque  B ; du  point  B par  le  point  R , je 
mene  la  droite  SP  qui  coupe  la  droite  AN  en  P , & du  point  P 
par  le  point  C,  je  mene  la  droite  CP  ; ce  qui  me  donne  le  trian- 
gle BCP  qui  fert  de  bafe  à l’angle  folide  A. 

Les  triangles  BAC,  BAR  font  parfaitement  égaux , à caufe  de 
BA  commun,  de  AC  AR  & ae  l’angle  compris  BAC  égal  à 
l’angle  compris  BAR  ; donc  BC  égal  à BR.  Or , les  triangles 
RAP,  PAC  ont  le  côté  AR  égal  au  côté  AC,  le  côté  AP  com- 
mun; mais  l’angle  RAP  eft  plus  grand  que  l’angle  PAC,  par  la 
fuppofition  ; donc  la  bafe  RP  eft  plus  grande  que  la  bafe  PC , ôc 
par  conféquent  BR-+-RP  ou  BP  eft  plus  grande  que  BC-f-CP; 
ce  qui  eft  impoiïible , à caufe  que  dans  tout  triangle  BPC  un  côté 
feul  BP  eft  toujours  moindre  que  les  deux  autres;  donc,  il  eft 
impoftible  aufli  que  l’angle  B AP  foit  plus  grand  que  la  fomme 
des  deux  autres  BAC  , CAP  qui  forment  l’angle  folide  A. 

48  6.  La  fomme  des  angles  plans  BAC,  CAP,  PAB  qui  forment 
un  angle  folide  A (Fig.  5 1 2.)  vaut  toujours  moins  que  quatre  angles 
droits.  Je  termine  l’angle  folide  A par  une  bafe  BPC  , laquelle 
forme  avec  les  plans  des  trois  angles  BAC,  CAP,  PAB  trois  au- 
tres angles  folides  B,  C,  P.  Or,  dans  l’angle  folide  B,  les  deux 
angles  plans  PBA  . ABC  valent  plus  que  le  troifiéme  PBC; 
( N.  48 y.  ) de  même  dans  l’angle  folide  C,  les  deux  angles 
plans  BCA , ACP  valent  plus  que  le  troifiéme  BCP , & dans  l’an- 
gle folide  P , les  deux  angles  CPA , APB  valent  plus  que  le  troi- 
fiéme CPB,  mais  dans  le  triangle  BPC,  les  trois  angles  PBC, 
BCP,  CPB,  valent  enfemble  deux  droits;  donc  les  fix  angles 
PBA,  ABC,  BCA,  ACP,  CPA,  APB  valent  plus  de  deux 
droits  ; mais  tous  les  angles  des  trois  triangles  BAC,  CAP,  PAB 
valent  enfemble  fix  droits,  à caufe  que  dans  chaque  triangle,  les 
trois  triangles  valent  deux  droits;  retranchant  donc  de  fix  angles 
droits  la  valeur  des  angles  fur  les  bafes  des  trois  triangles , laquelle 
vaut  plus  de  deux  droits;  les  trois  angles  qui  forment  l’angle  foli- 
de  A , vaudront  enfemble  moins  de  quatre  droits  ; & on  prouvera 
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facilement  la  môme  chofe  fi  l’angle  folide  A étoit  formé  par  plus 

de  trois  angles  plans. 

De  la  Mefure  des  Solides , & de  leurs  rapports. 

487.  On  nomme  Cube  un  folide  compris  fous  fix  faces , dont 
tous  les  côtés  font  égaux  entr’eux  , ôc  les  angles  font  droits 
(Fig.  3 ij.)  ; la  face  ABCD  fur  laquelle  on  conçoit  que  le  folide 
eft  appuyé  , fe  nomme  Bafc  inferieure  , ou  Amplement  Bafc  ; la 
faèe  FGHE  oppofée  à la  bafe , fe  nomme  Bafe  fuperieure , & les 
quatre  autres  faces  fe  nomment  faces  amendantes,  a caufe  qu’elles 
font  entre  la  bafe  inférieure  ôc  la  fupérieure  ; il  eft  vifible  que  la 
hauteur  de  ce  folide  n’eft  pas  différente  de  l’un  des  côtés  GB 
des  faces  afcendantes , puifque  toutes  les  faces  font  perpendicu- 
laires les  unes  fur  les  autres. 

488.  Un  Paralellepipede  eft  un  folide  ABCDEFGH  ( Fig.  3 14.) 
compris  fous  fix  paralellogrammes  dont  les  oppofés  font  égauxj 
on  le  nomme  Paralellepipede  reflangle,  lorfque  tous  les  angles  des 
paralellogrammes  font  droits  , ÔC  Paralellepipede  incliné  , quand 
les  angles  ne  font  pas  droits. 

^Sÿ.VnPrifme  ABCDEFGHILNM(F/>.3iy.)eftunfolide  com- 
pris fous  deux  bafes  égales  ôc  paralelles  ABCDEF , HILNMG  , 
ôc  fous  autant  de  paralellogrammes , que  chacune  des  bafes  à de 
côtés.  Ce  folide  eft  droit  lorfque  les  paralellogrammes  montans 
font  perpendiculaires  fur  les  bafes  , ôc  incliné  lorfque  ces  para- 
lellogrammes font  inclinés  entre  les  bafes.  Si  la  bafe  du  prifme 
eft  un  triangle  , on  le  nomme  Prifme  triangulaire , fi  la  bafe  eft 
un  pentagone  , on  le  nomme  Prifme  pentagonal , ôc  ainfi  des 
autres. 

490.  Un  Cylindre  ,eft  un  folide  compris  fous  deux  bafes  égales 
ôc  paralelles , qui  font  deux  cercles  AB , CD  ( Fig.  3 1 6.  ) , ôc  fous 
une  furface  courbe  qui  régné  entre  les  deux  cercles. 

Un  cercle  étant  un  polygone  d’une  infinité  de  côtés,  on  peut 
concevoir  un  cylindre  comme  un  prifme,  dont  la  bafe  eft  com- 
pose d’une  infinité  de  lignes  droites  ou  de  côtés. 

491.  Une  Pyramide,  eft  un  folide  compris  fous  une  bafe  ABCD 
( ï 1 7.  ) 1 ôc  fous  autant  de  triangles  montans  AEB , BEC  , 
CED , DEA  que  la  bafe  a de  côtés , lefquels  triangles  ont  tous 
leurs  fommets  en  un  même  point  E ; la  ligne  EO  menée  du  fom- 
met  au  centre  O de  la  bafe , fe  nomme  Axe , ôc  cet  axe  ne  différé 
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{(oint  de  la  hauteur  lorfqu’il  eft  perpendiculaire  fur  la  bafe  ; mais 
orfqu’il  eft  incliné  fur  la  bafe,  la  pyramide  eft  auiïi  inclinée  , & 
la  hauteur  doit  fe  prendre  par  la  perpendiculaire  menée  du  fom- 
met  E fur  la  bafe. 

492.  Un  Cône,  eft  une  pyramide  ABE  (Fig.  3 18.)  dont  la  bafe 
AB  eft  un  cercle,  on  le  nomme  Droit , lorfque  fon  axe  EO  eft 
perpendiculaire  fur  la  bafe , & incliné  lorfque  l’axe  eft  incliné. 

49  3 . La  Sphère  eft  un  folide  ABCD  ( Fig.  319.)  parfaitement 
rond.  Seau  milieu  duquel  eft  un  point  O également  éloigné  de 
tous  les  points  de  la  furface.  Si  l’on  conçoit  qu’un  demi-cercle 
ACB  tourne  autour  de  fon  diamètre  BA  immobile , il  décrira 
une  Sphère  par  fa  circonvolution.  Toute  ligne  droite  B A qui  paffe 
par  le  centre  O & qui  aboutit  de  part  ôc  d’autre  à la  furface , fe 
nomme  Axe  ou  Diamètre  de  la  Sphère , & toute  ligne  OB  menée 
du  centre  à la  furface , fe  nomme  Rayon. 

494.  Proposition  CVII.  Si  Fon  coupe  un  paraleltepipede  , ou 
■ un  prifme  ou  un  cylindre  droits  ou  inclinés  par  un  plan  paralelle  à la 
bafe , ce  plan  fera  j emb  labié  & égal  à la  bafe. 

Soit  le  paralellepipede  ABCDEFGH  (Fig.  314.)  coupé  parle 
plan  MNOP  paralelle  à fa  bafe  ABCD  ; le  paralellogramme 
BCHG  étant  coupé  par  les  deux  plans  MNOP , ABCD  para- 
lelles  entr’eux,  les  fe&ions  NO,  BC  faites  fur  ce  paralellogram- 
me, font  aufïi  paralelles  ( ./V.  482.  ) , & par  conféquent  égales  à 
caufe  qu’elles  font  entre  les  paralelles  BG,  CH , & on  prouvera 
de  la  même  façon  que  les  trois  côtés  du  plan  MNOP  font  égaux 
& paralelles  aux  trois  autres  côtés  de  la  bafe  ABCD  chacun  à 
chacun  ; or,  les  angles  du  plan  MNOP  font  aufïi  égaux  aux  an- 
gles de  la  bafe,  à caufe  qu’ils  ont  leurs  cotés  paralelles  à ceux  de 
la  bafe;  donc  les  deux  plans  MNOP  , ABCD  font  femblables 
& égaux. 

La  même  chofe  fe  démontrera  à l’égard  d’un  cube,  car  un  cube 
n’eft  autre  chofe  qu’un  paralellepipede  re&angle,  dont  les  côtés 
de  la  bafe  ôc  la  hauteur  font  égaux. 

49  j.  Proposition  CVII  Tout  cube , tout  paralellepipede , tout 
prifme , & tout  cylindre  droit  ou  incliné , eft  égal  à fa  bafe  multipliée 
parafa  hauteur , c'efl-à-dire  par  la  perpendiculaire  tirée  entre  les  deux 
bafes. 

Soit  le  paralellepipede  AB  ( Fig.  320.  ) 5 fi  l’on  cotfçoit  qu’il 
foit  coupc  par  une  infinité  de  plans  paralelles  à la  bafe,  & infini- 
ment proches  , la  fomme  de  ces  plans  fera  égale  au  paraleliepi- 
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pede.  Or,  tous  ces  plans  font  égaux  à la  bafe  (N.  494.)  ; donc 
leur  Tomme  n’eft  autre  chofe  que  la  bafe  prife  autant  de  fois  qu’il 
y a de  plans,  c’eft  à-dire  la  bafe  multipliée  par  la  grandeur  qui 
marque  la  multitude  des  plans.  Mais  la  hauteur  AC  du  paralelle- 
pipede  fc  trouve  coupée  par  les  plans  en  autant  de  parties  infini- 
ment petites  ôt  égaies  , 6c  chacune  de  ces  parties  eft  la  hauteur 
infiniment  petite  de  chaque  plan,  puifque  les  hauteurs  repren- 
nent par  les  perpendiculaires  ; donc  la  hauteur  AC  marque  la 
multitude  des  plaus  qui  compofentle  paralellepipede,  ôt  par  con- 
féquent  ce  folide  eft  égal  au  produit  de  fa  bafe  par  fa  hauteur. 

On  démontrera  de  la  même  façon  que  le  paralellepipede  in- 
cliné AB  (Fig.  321.)  eft  égal  au  produit  de  fa  bafe  par  fa  hau- 
teur CE  ; car  quoique  l’aréte  inclinée  AC  foit  coupée  pat  les 
plans  en  autant  de  parties  égales  qu'il  y a de  plans  qui  compo- 
sent le  folide , cependant  comme  cette  ligne  n’eft  pas  perpendi- 
culaire entre  les  plans  , chacune  de  fes  parties  fe  trouve  plus 
grande  que  la  hauteur  infiniment  petite  de  chacun  des  plans,  au 
lieu  que  chaque  petite  partie  de  la  perpendiculaire  CE  eft  préci- 
fément  égale  à la  hauteur  infiniment  petite  de  chaque  plan;  d’où 
il  fuit  que  c’eft  la  perpendiculaire  qui  doit  en  exprimer  la  multi- 
tude, 6c  que  par  conléquent  le  paralellepipede  eft  égal  à fa  bafe 
multipliée  par  fa  hauteur. 

496.  Corollaire  Ier.  Tous  les paralellepipedes , tous  les  prifmes, 
tous  les  cylindres  qui  ont  même  hauteur  & même  bafe , ou  les  hauteurs 
égales  & les  bafes  aujfi,font  égaux.  Cela  eft  évident , puifqu’ils  font 
les  produits  de  leurs  bafes  par  leur  hauteur. 

497.  Corollaire  II.  Les  paralellepipedes , lesprifmes  & les  cylin- 
dres qui  ont  les  bafes  égales  & les  hauteurs  inégales  , font  entr’eux 
comme  les  hauteurs , ceux  qui  ont  les  bafes  inégales  & les  hauteurs  éga- 
les ,Jont  entr'eux  comme  leurs  bafes , & ceux  qui  ont  les  bafes  récipro- 
ques aux  hauteurs , font  égaux. 

Soient  les  deux  paralellepipedes  AF,  MR  (Fig.  322.),  fi  l’on 
fuppofe  que  les  deux  bafes  font  égales , je  nomme  X l’une  & l’au- 
tre bafe , ainfi  le  premier  eft  X x HA , 6c  le  fécond  eft  X x MT  ; 
or,  à caufe  que  les  hauteurs  HA,  MT  font  multipliées  par  une 
même  grandeur  X , les  produits  X x HA  , X x MT  font  entr’eux 
comme  HA , MT,  donc  les  paralellepipedes  font  entr’eux  com- 
me les  hauteurs  HA,  MT. 

On  démontrera  de  la  même  façon  que  fi  les  bafes  font  inéga- 
les 
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les  & les  hauteurs  égales , les  paralellopipedes  font  entr’eux  com- 
me les  bafes. 

Enfin,  fi  les  bafes  font  réciproques  aux  hauteurs  , c’eft-à-dire  fi 
l’on  a ABCD.  MNOP  : : MT.  AH , on  aura  en  faifant  le  produit 
des  extrêmes  ôc  des  moyens  ABCD  x AH  = MNOP  x MT  , 
c’eft-à-dire,  les  deux  paralellepipedes  égaux. 

498.  Corollaire  III.  Les  paralellepipedes , les  prifmes  & les 
cylindres  ,/ont  entreux  en  raifon  eompofèe  de  la  rai/on  de  leurs  hau- 
teurs , & de  celle  de  leurs  bafes. 

Soient  les  deux  paralellepipedes  AF,  MR  ( Fig.  322.) , la  rai- 
fon de  leurs  hauteurs  eft  AH,  MT,  celle  de  leurs  bafes  eft 
ABCD,  MNOP,  & la  compofée  des  deux  eft  AH  x ABCD, 
MT  x MNOP  : or , les  deux  termes  de  cette  raifon  font  les  deux 
paralellepipedes  ; donc  ces  deux  folides  font  en  raifon  compo- 
se, &c. 

499.  Proposition  CVIII.  Si  F on  coupe  une  pyramide 
ABCDE,  dont  la  hauteur  ejl  EQ  (Fig.  323.)  par  un  plan  MNOP  • 
paralelle  à la  bafe  ABCD.  Je  dis  i°.  que  ce  plan  fera  femblable  à la 
bafe.  20.  Qu'il  fera  à la  bafe  comme  le  quatre  de  fa  hauteur  SE  au 
quarte  de  la  hauteur  QF,  de  la  bafe , en  prenant  pour  hauteurs  les  dif- 
tances  des  plans  au  fommet  E de  la  pyramide. 

La  face  AEB  étant  coupée  par  les  deux  plans  MNOP,  ABCD 
paralelles  entr’eux,  les  fe&ions  MN , AB  font  paralelles  enrr’clles, 

& par  la  même  raifon  les  trois  autres  côtés  du  plan  MNOP  font 
paralelles  aux  trois  autres  côtés  de  la  bafe.  Or , dans  la  face  AEB, 
nous  avons  MN.  AB  ::  ME.  AE,  à caufe  des  paralelles  MN, 
AB  , & par  la  même  raifon  dans  la  face  A DÉ  , nous  avons 
MP.  AD  : : ME.  AE , donc  MN.  AB  : : MP.  AD , ce  qui  fait 
voir  que  les  côtés  MN , MD  du  plan  MNOP  font  proportionnels 
aux  côtés  AB,  AD  de  la  bafe.  Et  par  un  femblable  raifonnement 
on  trouvera  que  les  deux  autres  côtés  PO,  ON  du  plan  MNOP 
font  aufli  proportionnels  aux  côtés  DC,  CB  de  la  bafe.  Mais  les 
angles  du  plan  MNOP  font  égaux  au^angles  de  la  bafe  chacun 
à chacun,  a caufe  des  côtés  paralelles , donc  le  plan  MNOP  eft 
femblable  à la  bafe.  Ce  qu’il  falloir  i°.  démontrer. 

Les  plans  MNOP,  ABCD  étant  femblables,  font  entr’eux 
comme  les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues  MN  , AB  , mais 
nous  avons  MN.  AB  ::  ME.  AE  , donc  les  deux  plans  font  en- 
tr’eux comme  les  quarrés  de  ME.  AE.  Du  point  Q où  la  perpen- 
diculaire coupe  la  bafe,  je  mene  la  droite  AQ,  ce  qui  me  donne 
1 Tome  1.  G g g 
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le  triangle  AQE  , dans  lequel  les  deux  ferions  MS  , AQ  faites 
parles  deux  plans  MNOP,  ABCD  paralelles  entr’eux , font  para- 
lelles. Ainfi  j’ai  SE.  QE  : : ME.  AE , & pat  conféquent  les  deux 
plans  MNOP,  ABCD  étant  entr’eux  comme  les  quarrés  de  ME, 
AE,  font  aufli  comme  les  quarrés  de  SE,  QE.  Ce  qu’il  falloit 
2°.  démontrer. 

On  démontrera  la  même  chofe  d’une  pyramide  inclinée  ABCE 
( f'ig‘  J 24.) , car  prolongeant  le  plan  MNOP  , ôc  la  bafe  jufqua 
la  rencontre  de  la  perpendiculaire  EQ  menée  du  fommet  fur  la 
bafe,  & menant  dans  la  bafe  la  droite  AQ  , qui  donnera  le  trian- 
gle AQE,  les  fe&ions  MS,  AQ  faites  fur  le  triangle  par  les  plans 
paralelles  MNOP , A BCD  prolongés , feront  paralelles,  ainfi  l’on 
aura  ES,  EQ  ::  EM,  EA  ::  MN.  AB,  ôc  les  plans  PMNO, 
ABCD  étant  entr’eux  comme  les  quarrés  de  leurs  côtés  homo- 
logues MN , AB , à caufe  qu’ils  font  femblables  , feront  par  con- 
féquent comme  les  quartés  de  leurs  hauteurs  ES,  EQ. 

* y 00.  Proposition  CIX.  Les  pyramides  qui  ont  les  bafes  éga- 

les , & les  hauteurs  aujfi , font  égales. 

Soient  les  deux  pyramides  ABCDE , HZV Q ( Fig.  327.),  dans 
lefquelles  je  fuppofe  que  la  bafe  quarrée  de  la  première  eft  égale 
à la  bafe  triangulaire  de  la  fécondé , & que  la  hauteur  OE  eft 
égale  à la  hauteur  QX.  Je  coupe  l une  ôc  l’autre  par  des  plans 
MNLP,  RYT  paralelles  aux  baies  , 8c  qui  foient  à égalés  diftan- 
ces  des  fommets  E , Q ; ce  qui  me  donne  ES=QF  ; or , dans  la 

première  pyramide , j’ai  MNLP.  ABCD  ::  SE.  OE  (N.  49p.), 

ôc  dans  la  fécondé  RYT.  HZV  : : QF.  QX  ; donc  à caufe  de 

S~T=lfS  , 6c  de  QX=ÔE,  j’ai  MNLP.  ABCD  ::  RYT. 
Z V ; mais  ABCD  =HZV , donc  MNLP  = RYT. 

Or , fi  l’on  conçoit  que  l’une  6c  l’autre  pyramide  foient  cou- 
pées par  une  infinité  de  plans  paralelles  aux  bafes  , il  n’y  aura  pas 
plus  ae  plans  dans  l’une  que  dans  l’autre , à caufe  des  hauteurs 
égales , 6c  chaque  plan  de  l’une  fera  égal  à chaque  plan  de  l’autre, 
qui  fera  à égale  diftance  du  fommet,  ainfi  qu’on  vient  de  voir, 
donc  la  fomme  des  plans  de  l'une  fera  égale  à la  fomme  des 
plans  de  l’autre,  6c  par  conféquent  les  deux  pyramides  feront 
égales. 

yoi.  Corollaire.  Ce  que  nous  venons  de  dire  dans  les  deux 
Propofuions  précédentes  touchant  les  pyramides,  doit  s’enten- 
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dre  auffi  des  cônes  droits  ou  inclinas , puifque  les  cônes  font  des 
pyramides  dont  les  bafes  ont  un  infinité  de  côtés. 

$02.  Proposition  CX.  Tout  prifme  triangulaire  ABCDEF, 
( Fig.  j 25.  ) peut  fe  divifer  en  trois  pyramides  égales. 

Je  coupe  les  trois  paralellogrammes  montans  par  les  diagona- 
les  AF , F C,  EC , & je  fais  palier  un  plan  par  les  deux  AF , FC, 
ôc  un  autre  par  les  deux  FC,  EC , ce  qui  me  donne  trois  pyrami- 
des ABCF,  EFDC,  ECAF  ; or  , les  deux  premières  ont  les 
bafes  ABC,  pEF  égales , de  même  que  leurs  hauteurs  BF , DC  ; 
ôc  fi  l’on  conçoit  que  la  fécondé  EFDC  ait  pour  bafe  le  triangle 
ECD , ôc  que  la  bafe  de  la  troifiéme  EACF  Ibit  le  triangle  ECA, 
on  trouvera  que  ces  deux  pyramides  font  aulïi  égales , à caufe 
que  leurs  bafes  EAC,  ECD  font  égales  , ôc  quelles  ont  leurs 
fommets  au  même  point  F , ce  qui  leur  donne  une  même  hau- 
teur. Donc  les  trois  pyramides  font  égales. 

yoj.  Corollaire.  Donc  tout  prifme  triangulaire  ABCDEF 
ejl  triple  d'une  pyramide  ABCF  de  même  hauteur  & de  même  bafe. 

$ 04.  Proposition  CXI.  Toute  pyramide  de  quelque  nombre 
de  côtés  que  fait  fa  bafe  , ef  le  tiers  d'un  prifme  de  même  hauteur  & 
de  même  bafe. 

Soit  la  pyramide  pentagonale  ABCDEF  ( Fig.  327.);  du  point 
O où  fon  axe  coupe  la  bafe,  je  mene  des  droites  OA,  OB,  OC,ôcc. 
à tous  les  angles,oe  qui  divife  la  bafe  en  autant  de  triangles  qu’elle 
a de  côtés.  Je  coupe  la  pyramide  par  des  plans  qui  palfent  par 
le  fommet  F ôc  parles  droites  OA,  OB,  OC , ôcc.  Ôc  la  pyra- 
de  fe  trouve  divifée  en  cinq  pyramides  triangulaires  , qui  ont 
chacune  pour  bafe  l’un  des  triangles  delà  bafe.  Jeconftruis  fur 
ces  triangles  des  prifmes  triangulaires  de  même  hauteur , ôc  ces 
cinq  prifmes  pris  enfemble  forment  un  prifme  total  dont  la  bafe 
eft  la  même  que  celle  de  la  pyramide , ôc  qui  a même  hauteur; 
or , chacun  des  prifmes  triangulaires  eft  triple  de  la  pyramide 
triangulaire  correfpondante  ; donc  le  prifme  total  eft  triple  de  la 
pyramide  totale  , ôc  par  conféquent  la  pyramide  en  eft  le  tiers. 

Et  on  démontrera  la  même  chofe  à l’égard  des  pyramides  in- 
clinées , ôc  des  cônes  droits  ou  inclinés. 

$0$.  Corollaire.  Les  pyramides  qui  ont  les  bafes  égales  , dr 
les  hauteurs  inégales  ,font  entr  elles  comme  leurs  hauteurs , celles  qui 
ont  les  hauteurs  égales , & les  bafes  inégales  font  entr1  elles  comme  leurs 
bqfes , & celles  qui  ont  les  hauteurs  réciproques  aux  bafes  font  égales. 
t Les  pyramides  font  le  tiers  des  prifines  de  même  bafe  ôc  de 
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même  hauteurs;  or,  ce  qui  convient  aux  entiers  convient  à leurs 
tiers,  donc  ce  que  nous  avons  dit  des  prifmes  ( N.  457.  ) doit  fe 
dire  aufli  des  pyramides. 

yo6.  Proposition  CXII.  'Une pyramide  ABCF  (Fig.  $28.) 
étant  donnée,  fi  on  la  coupe  par  un  plan  OED  paralelle  à la  bafe , je 
dis  que  pour  avoir  la  valeur  de  la  partie  tronquée  ABCDEO , il  faut 
chercher  un  plan  moyen  proportionnel  Géométrique  entre  la  bafe  infé- 
rieure & la  fupérieure  DEO , ajouter  ce  plan  aux  deux  bafes , & mul- 
tiplier le  tout  par  le  tiers  de  la  hauteur  XZ  de  la  ganie  tronquée 
ABCDEO. 

Suppofons  que  la  pyramide  foit  triangulaire , je  coupe  deux 
des  faces  montantes  ABEO,  BCDE  par  des  diagonales  AE, 
CE , ôc  faifant  paffer  un  plan  par  ces  deux  diagonales,  je  retran- 
che de  la  pyramide  tronquée  la  pyramide  ABCE , 6c  il  me  relie 
une  autre  pyramide  AO  DCE  ; je  coupe  la  face  AODC  parla 
diagonale  OC,  ôc  je  coupe  AODCE  par  un  plan  qui  pafle  par 
le  fommet  E ôc  par  la  diagonale  OC , ce  qui  me  donne  deux  au-r 
très  pyramides  AOCE,  ODCE. 

Maintenant  je  cherche  le  rapport  de  la  première  de  ces  trois 
pyramides  ABCE  à la  fécondé  AOCE , ôc  comme  elles  ont  deux 
faces  ABE,  OEA  qui  font  fur  un  même  plan  , fi  je  prens  ces 
deux  faces  pour  leurs  bafes , elles  auront  l’une  ôc  l’autre  le  fom- 
met enC,  ôc  par  conféquent  leur  hauteur  fera  la  même , d’où  il 
fuit  que  ces  deux  pyramides  feront  entr’elles  comme  leurs  bafes 
ABE,  OEA;  mais  ces  deux  bafes  ou  triangles  étant  entre  les 
deux  paralelles  AB,  OE,  font  entr’eux  comme  leurs  bafes  AB, 
OE  ; donc  les  deux  pyramides  feront  entr’elles  comme  A B , OE  ; 
ainfi  nommant  P la  première  ABCE,  ôc  S la  fécondé  AOCE, 
nous  aurons  P.  S ::  AB.  OE. 

Je  compare  de  même  la  fécondé  AOCE  avec  Ja  troifiéme 
ODCE,  ôc  prenant  pour  leurs  bafes  les  faces  AOC  , ODC  qui 
font  fur  un  même  plan , elles  fe  trouvent  avoir  le  fommet  com- 
mun en  E,  ôc  par  conféquent  la  même  hauteur  , d’où  il  fuit  que 
ces  deux  pyramides  font  entr’elles  comme  leurs  bafes  ou  trian- 
gles AOC  , ODC , mais  ces  triangles  étant  entre  les  paralelles 
AC , OD  font  entr’eux  comme  leurs  bafes  AC , OD , ôc  à caufe 
des  triangles  femblables  ABC,  OED,  nous  avons  AC.OD:: 
AB  OE , donc  les  deux  pyramides  AOCE  , ODCE  font  entr’el- 
les comme  AB.  OE;  ainli  nommant  T la  troiliéme  ODCE , nous 
avons  S.  T : : AB.  OE , mais  nous  avons  trouvé  P.  S : : AB.  OE  ; 
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donc  nous  avons  aufliP.  S ::  S.  T,  c’eft-à-dire  les  trois  pyrami- 
des qui  compofent  la  pyramide  tronquée  ABCDEO  font  en  pro- 
portion continue. 

Je  cherche  un  plan  moyen  proportionnel  que  je  nomme  V 
entre  la  bafe  inférieure  ABC,  ôc  la  fupérieure  OED , ce  qui  don- 
ne ABC.  V : : V.  OED , ôc  multipliant  tout  par  la  même  gran- 
deur fXZ,  c’eft-à-dire  par  le  tiers  de  la  hauteur  XZ  du  tronque- 
ment , les  trois  quantités  ABCxÿXZ,  VxÿXZ,  ôc  OEDxÿXZ, 
font  encore  en  proportion  continue  5 or,  la  première  ABCx-jXZ 
eft  égale  à la  première  pyramide  A BCE  , ôc  la  troifiéme  OÉDx 
ÿXZ  eft  égale  à la  rroihéme  pyramide  ODCE;  donc  la  fécondé 
tVxj-XZ  doit  être  égale  à la  fécondé  A O CE,  6c  par  conféquent 
le  tronquemcnt  ABCDEO  eft  égal  aux  trois  plans  ABC  , V, 
OED  multipliés  par  le  tiers  de  la  hauteur  ZX  du  tronquemenr. 

Si  la  pyramide  n’eft  pas  triangulaire  ( Fig.  329.)  des  centres 
Z,  X des  deux  bafes , je  irtene  des  droites  à leurs  angles  , ôc  fai- 
fantpalfer  des  plans  par  les  lignes  de  divifion  de  l’une  6c  l’autre 
bafe , le  manquement  fe  trouve  divifé  en  autant  de  tronquemens 
de  pyramides  triangulaires  que  la  bafe  a de  côtés,  ôc  chacun  de 
ces  tronquemens  fera  égal  à fes  deux  bafes  triangulaires  ajoutées 
au  plan  moyen  proportionnel , le  tout  multiplié  par  -jZX.  Or, 
fi  je  prens  un  plan  moyen  proportionnel  MNPQ  entre  la  bafe 
totale  ABCD , 6c  la  bafe  totale  HEF G , ce  plan  fe  trouvera  divifé 
en  un  même  nombre  de  triangles  que  ces  bafes , 6c  chacun  de 
ces  triangles  fera  moyen  proportionnel  entre  les  deux  bafes  de 
la  pyramide  triangulaire  qu’il  coupera  ; donc  en  ajoutant  enfem- 
ble  les  plans  ABCD , MNPQ , HEFG,  6c  multipliant  la  fomme 
par  fXZ,  j’aurai  tout  d’un  coup  la  fomme  des  tronquemens  trian- 
gulaires qui  compofent  le  tronquement  AF. 

Il  eft  aifé  d’appliquer  la  même  chofe  aux  tronquemens  des 
pyramides  inclinées.  » 

y 07.  Proposition  CXIII.  Tout prifme  triangulaire  tronqué 
(Fig.  330,  331  , 332, 333.)  eft  égal  au  triangle  ABC  qui  luifert 
de  bafe  multiplié  par  le  tiers  des  trois  arêtes  que  jorment  les  plans  mon- 
tans , cejl-à-dire  par  le  tiers  de  fes  trois  longueurs. 

Il  peut  arriver  que  le  prifme  triangulaire  ne  fort  tronqué  que 
par  une  de  fes  extrémités  ( Fig.  332,333,334)00  qu’il  foit  tron- 
qué par  fes  deux  extrémités  ( Fig.  3 3 y.  ). 

Si  le  prifme  triangulaire  n’eft  tronqué  que  par  une  de  fes  extré- 
mités, il  peut  fe  faire  i°.  Que  deux  de  fes  longueurs  BE,  CD 
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(Fig.  3 JO.)  foient  égales,  ôc  la  troifiéme  AH  plus  grande  que 

chacune  des  deux  autres.  2°.  Que  deux  de  fes  longueurs  AH , 

CG  (F/g.  331.)  étant  égales,  la  troifiéme  BE  foit  moindre  que 

chacune  d’elles.  30.  Enfin,  que  les  trois  longueurs  AH  ,BE,  CG 

foient  inégales  entr’elles  ( Fig.  332.).  Examinons  tous  ces  cas  en 

particulier. 

Si  la  longueur  AH  eft  plus  grande  que  les  deux  égales  BE,  CD 
(Fig.  330.  ) , je  coupe  le  prifme  par  un  plan  EFD  paralelle  à la 
bafe  ABC , ôc  qui  parte  par  les  extrémités  E , D des  longueurs 
égales  BE,  CD,  ce. qui  coupe  le  prifme  tronqué  en  deux  foli- 
des,  dont  l’un  eft  le  prifme  ABCDE,  6c  l’autre  eft  la  pyramide 
DEFH , or,  le  prifme  ABCDE  eft  égal  à fa  bafe  ABC  multipliée 
par  la  longueur  BE , ou  par  le  tiers  de  fes  trois  longueurs  égales 
AF,  BE , CD , ôc  la  pyramide  eft  égale  à fa  bafe  DEF  ou  ABC 
fon  égale  multipliée  par  le  tiers  de  fa  hauteur  FH  ; ainfi  le  prifme 
tronqué  ABCDEH  eft  égal  à fa  bafe  ABC  multipliée  par  le  tiers 
des  trois  longueurs  DC , BE  , AF  plus  le  tiers  de  la  longueur 
FH;  mais  le  tiers  de  AF,  plus  le  tiers  de  FH  eft  égal  au  tiers 
de  AH.;  donc  le  prifme  tronqué  eft  égal  à fa  bafe  multipliée  par 
le  tiers  de  fes  trois  longueurs  CD , BE,  AH. 

Si  les  deux  longueurs  égales  AH,  CG  ( Fig.  331.)  font  plus 
grandes  que  la  troifiéme  BE  , je  coupe  le  prifme  par  un  plan 
DEF  paralelle  à fa  bafe  ABC  , ôc  qui  parte  par  l’extrémité  E de 
la  troifiéme  longueur  BE , ce  qui  coupe  le  prifme  tronqué  e* 
deux  folides , dont  l’un  eft  le  prifme  triangulaire  ABCDEF  , ÔC 
l’autre  eft  la  pyramide  DGHrE.  Je  coupe  la  face  DGHF  de 
cette  pyramide  par  la  diagonale  HD  , 6c  faifant  palier  un  plan 
par  cette  diagonale  , 6c  par  le  fommet  E,  la  pyramide  DGHF 
eft  coupée  en  deux  autres  pyramides  HDFE,  DGHE  qui  font 
égales  entr’elles  , à caufe  du  fommet  E commun  , ôc  des  bafes 
HGD , HDF  qui  font  vifiblement  égales , puifque  DGHF  eft  un 
paralellogramme  dont  la  diagonale  eft  HD.  Mais  prenant  pour 
bafe  de  'la  pyramide  FEDH  le  plan  FED= ADC , la  hauteur 
de  cette  pyramide  eft  la  droite  FH  ; donc  cette  pyramide  eft  éga- 
le au  plan  ADC  multiplié  par  |FH , Ôc  par  contéquent  l’autre  py- 
ramide DGHE  eft  égale  au  même  plan  ADC  multiplié  par  J-FH 
ou  par  ÿGD,  à caufe  de  GD=FH,  ôc  comme  le  prifme  ABCDEF 
eft  égal  au  même  plan  multiplié  par  le  tiers  des  droites  CD,  BE, 
AF  ; il  s’enfuit  que  le  prifme  tronqué  compofé  de  ces  trois  foli- 
des eft  égal  au  produit  de  la  bafe  ABC  multipliée  par  le  tiers  de» 
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droites  CD , BE , AF , plus  le  tiers  de  FH , plus  le  tiers  de  DG  ; 
mais  fAF-f-yFH=-jAH , & fCD-HDG=|CG  , donc  le  prif- 
me  tronqué  eft  égal  à fa  bafe  ABC  multipliée  par  -j-BE-J-jAH 
-HCG. 

Si  les  trois  longueurs  AH , BE , CG  font  inégales  ( Fig.  332.) , 
je  fais  les  mêmes  opérations  que  dans  le  cas  précédent , & le  prif- 
me  tronqué  fe  trouve  divifé  en  un  prifme  triangulaire  ÀBCDEF, 
& deux  pyramides  DGHE,  DHFE  qui  ont  le  fommet  E com- 
mun, & qui  font  par  conféquent  comme  leurs  bafes  inégales 
DGH  , DHFi  mais  ces  bafes  ou  triangles  étant  entre  les  para- 
lelles  DG,  FH,font  entr’eux comme  leurs  bafes  GD,  FH;  donc 
les  deux  pyramides  font  entr’elles  comme  les  droites  GD , FH. 
Or,  en  prenant  pour  bafe  de  la  pyramide  DHFE  le  plan  FED  , 
la  hauteur  de  cette  pyramide  eft  FH,  donc  la  pyramide  DGHE 
doit  être  égale  à un  autre  pyramide  qui  auroit  pour  bafe  le  mê- 
me plan  FED  , & pour  hauteur  la  ligne  GD  , car  cette  nouvelle 
pyramide  feroit  à la  pyramide  DGHE , comme  GD , FH,  à caufe 
des  bafes  égales.Ainfi  la  pyramide  DEFH=FEDxyFH=ABCx 
■j-FH,la  pyramide  DGHE=ABCxjDG,  & le  prifme  ABCDEF 

=ABCx  jAF-t-jBE-HCD  ; donc  le  prifme  tronqué  ABCGHE 

=ABCxjAF-H  BE-HCD-HFH-HDG  ; mais  | AF  -4-f  FH 
s=fAH,  & jCD-3-ÿDG= jCG;  donc  le  prifme  ABCGHE 

s= A B Cxÿ  A H-HBE-HCG. 

Enfin , fi  le  prifme  triangulaire  eft  tronqué  par  fes  deux  extré- 
mités ( Fig.  333. ),  je  coupe  fes  trois  arêtes  par  un  plan  ABC, 
qui  leur  foit  perpendiculaire,  ce  qui  coupe  ce  prifme  en  deux 
autres  ABCDHE,  ABCMON,  qui  ne  font  tronqués  chacun 
que  par  l’une  de  fes  extrémités.  Ainfi  le  premier  ABCDHE  eft 
égal  au  plan  ABC  multiplié  par  le  tiers  de  fes  trois  longueurs 
AH,  Ed,  CD  , 6c  le  fécond  ABCMON  eft  égal  au  plan  ABC 
multiplié  par  le  tiers  de  fes  trois  longueurs  AO , BN,  CM  ; donc 
les  deux  enfemble , c’eft-à-dire,  le  prifme  total  eft  égal  au  plan 
ABC  multiplié  parle  tiers  des  trois  longueurs  OH,  NE, MD, 

$oS.  Remarque.  Quoique  ce  que  je  viens  de  dire  ne  regarde 
que  le  prifme  triangulaire  tronqué , on  peut  cependant  s’en  fer- 
vir  pour  mefurer  un  prifme  quelconque  tronqué.  Soit,  par  exem- 
ple, le  prifme  pentagonal  tronqué  ABCDEFGHIL  (Fig.  328.); 
de  l’un  des  angles  E de  la  bafe , je  mene  aux  autres  angles  des 
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droites  EB , EC , ce  qui  divife  cette  bafe  en  trois  triangles.  Je 
conçois  que  fur  ces  droites  EB , EC,  foient  élevés  des  plans  per- 
pendiculaires à la  bafe  qui  diviferont  le  prifme  tronqué  en  trois 
prifmes  triangulaires  tronqués.  Ainfi  mefurant  chacun  de  ces 
prifmes  en  particulier  , leur  fomme  me  donnera  le  prifme  total. 
Au  refte  , on  trouve  beaucoup  plus  aifément  la  valeur  des  prif- 
mes tronqués  par  le  moyen  du  centre  de  gravité  de  la  bafe,  ainfi 
qu’on  verra  dans  le  troisième  Livre.  Et  je  n’ai  parlé  ici  du  prif- 
me triangulaire  tronqué,  que  pour  faciliter  le  Problème  fuivant; 
qui  concerne  la  mefure  des  Révêtemens  ou  Murailles  des  Places 
de  Guerre. 

$09.  Problème.  Mefurer  le  Révêtement  dune  Place  de  Guerre. 

Tout  le  monde  fçait  que  les  Murailles  des  Places  de  guerre 
ont  untalud,  c’eft-à- dire,  qu’elles  ont  plus  d’épaifleur  en  bas 
qu’en  haut , ôc  c’eft  précifément  en  cela  que  confiée  la  difficulté 
de  les  mefurer.  Or,  entre  toutes  les  méthodes  qu’on  a donné 
pour  y parvenir , voici  celle  qui  me  paroît  la  plus  fimple  ôc  la 
plus  commode,  quoiqu’elle  foit  la  moins  ufitée,  peut-être  parce 
qu’elle  eft  la  moins  connue,  ou  parce  qu’on  a de  la  peine  à 
fe  détacher  des  routes  ordinaires  : on  en  jugera  aifément,  fi 
on  veut  bien , la  comparer  aux  pratiques  qu’on  fuit  communé- 
ment. 

Soit  donc  lefolide  de  la  Figure  3 3 j qui  repréfente  un  demi- 
Baflion  ôc  une  partie  de  la  Courtine.  Je  mefure  d’abord  la  lon- 
gueur ôc  la  largeur  de  la  muraille  au  fommet , ôc  comme  ces 
deux  dimenfions  forment  les  trapezoïdes  ABCD,  DCEF,FEHI 
qui  ont  tous  la  hauteur  commune  RT  , j’ajoute  enfemble  leurs 
longueurs  moyennes  SV,  VX  , XZ  , ôc  multipliant  la  fomme 
par  la  hauteur  RT,  le  produit  eft  la  valeur  des  trois  trapezoïdes; 
je  multiplie  ce  produit  par  la  hauteur  A a de  la  muraille  , ôc  j’ai 
la  valeur  d’une  muraille  fans  talud,  dont  la  bafe  eft  compofée  de 
trois  trapezoïdes  <?MNé,  éNOr,  OcdL  égaux  chacun  à chacun 
aux  trois  trapezoïdes  fupérieurs. 

Maintenant  pour  mefurer  le  talud , je  confidére  qu’il  eft  com- 
pofé  de  trois  prifmes  triangulaires  tronqués  MrEDN/”,  DN^OF, 
gOFIAL;  c’eft  pourquoi , je  coupe  l’un  d’eux  par  un  plan  rsi  per- 

fiendiculaire  fur  fes  trois  longueurs  , ôc  comme  cette  coupe  eft 
a même  dans  les  trois  prifmes , j’ajoute  enfemble  leurs  trois  lon- 
gueurs BDFI , MNOL,  efgh , ôc  prenant  le  tiers  de  cette  fom- 
me, je  le  multiplie  par  le  plan  rsi , ce  qui  me  donne  tout  d’un 

coup 
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coup  le  talud,  lequel  étant  ajouté  à la  muraille  fans  talud,  me 
donne  le  revêtement  entier. 

Il  eft  aifé  de  voir  qu’on  pourroit  faire  les  mêmes  opérations  quand 
même  le  flanc  fcroit  rond  & qu’il  feroit  couvert  d'une  orillon. 

y 10.  Proposition  CXIV.  La  fphere  ejl  égale  au  deux  tien  d'un 
cylindre  de  même  hauteur , & qui  auroit  pour  bafe  le  cercle  du  diamètre 
de  la  fphere , c ejl-à-dire  le  plus  grand  cercle  de  la  fphere.  ■ 

Soit  le  quart  de  cercle  ABC  (Fig.  j 37.)  qui  en  tournant  au  tour 
de  fon  rayon  fixe  BC  décrit  une  demi-fphere  ABL  ; je  décris  le 
quarré  ACBM  du  rayon  BM  ; & je  coupe  ce  quarré  par  la  diago- 
nale MC  qui  forme  le  triangle  rcélangle  ifofeele  MBC;  je  con- 
çois que  le  rayon  BC  foit  coupé  en  une  infinité  de  petites  parties 
égales  entr’elles  , & que  des  points  de  divifion  O,  T , &c.  foient 
menées  des  perpendiculaires  OQ,  TX  fur  ce  rayon  , ôc  qui  fe 
terminent  fur  AM,  ces  droites  feront  élémens  du  quarré  AMBC, 
leurs  parties  OR , TZ , &c.  qui  fe  terminent  fur  la  circonférence 
du  quart  de  cercle , feront  les  élémens  de  ce  quart  de  cercle  , & 
les  parties  OS,  TV,  6cc.  qui  fe  terminent  fur  la  diagonale  MC, 
feront  les  élémeus  du  triangle  rectangle  ifofeele  MBC;  de  façon 
que  chaque  élément  OS,  &c.  de  ce  triangle  fera  égal  à fa  difian- 
ce  OC  , &c.  du  centre  C ; car  les  triangles  femblables  MBC  , 
SOC  donnent  MB.  BC::  SO.  OC  ; mais  MB  = BC;  donc 
SO  = OC.  & il  eft  aifé  de  voir  que  chaque  élément  OQ  , TX  , 
&c.  du  quarré  ACBM  fera  égal  au  rayon  BC  : cela  pofé. 

Si  l’on  conçoit  que  le  quarré  ACBM  , le  quart  de  cercle 
ABC  & le  triangle  MBC  tournent  au  tour  du  rayon  immobile 
BC;  les  élémens  du  quarré  ACBM  décriront  des  cercles  tous 
égaux  qui  formeront  un  cylindre  AMHL  ; les  élémens  du  quart  de 
cercle  décriront  des  cercles  qui  formeront  une  demi-fphere  ABL, 
& dont  le  plus  grand  fera  celui  que  le  rayon  AC  décrira , lequel  à 
caufe  de  cela  , fe  nomme  le  grand  cercle  de  la  fphere  ,&  les  élé- 
mens du  triangleMBC  décriront  les  cercles  qui  formeront  un  cône 
MCH.  Or,  ces  cercles  étant  entr’eux  comme  les  quarrés  de  leurs 
rayons  : mettons  pour  un  momenties  quarrés  au  lieu  des  cercles, 

1 % — » 

& à caufe  de  la  propriété  du  cercle  nous  aurons  OR  = BC 

1 — OC;  (N.  284.)  mais  BC  — OQ  & OC  = OS  ; donc  OR 

= OQ  — OS  ; par  la  même  raifon  , nous  aurons  TZ  = TX 

— TV,  ôcainft  des  autres;  c’eft-à-dire  que  les  quarrés  des  élémens 
Tome  I.  ' ' H h h 
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du  quart  de  cercle  font  égaux  aux  quartés  des  élémens  du  quarre 
ACBM , moins  les  quarrés  des  élémens  du  triangle  MBC  i donc 
en  remettant  les  cercles  au  lieu  des  quarrés,  nous  aurons  les  cer- 
cles décrits  par  les  élémens  du  quart  de  cercle  ou  la  demi-fphere 
ABL , eft  égalé  aux  cercles  décrits  par  les  élémens  du  quarre 
ACBM,  ou  au  cylindre  AMHL  moins  les  cercles  décrits  par 
les  élémens  du  triangle  MBC  ou  moins  le  cône  MBC  ; mais  le 
cône  MBC  étant  une  pyramide  d’une  infinité  de  côtés , eft  le  tiers 
du  cylindre  AMHL  qui  eft  un  prifme  d’une  infinité  de  cotés  de 
m:me  hauteur  ôc  de  môme  bafe  que  le  cône  , donc  la  demi- 
fphere  ABC  eft  égale  aux  deux  tiers  du  cylindre  AMHL. 

On  prouvera  de  la  même  façon  que  la  demi-fphere  AKL  eft 
égale  aux  deux  tiers  du  cylyndre  APEL,  ôtque  par  confequent 
la  fphere  entière  eft  égale  aux  deux  tiers  du  cylindre  MPEH. 

y 1 1.  Corollaire.  Ier.  Tous  les  cercles  élémentaires  qui  compofent 
une  fphere  ABCD , ( Fig.  3 36.  ) font  au  plus  grand  cercle  AC  mal - 
tiplié  par  le  nombre  qui  exprime  leur  multitude , cejl-a-dire  par  le  dia- 
mètre BD,  comme  2 eft  à 3.  Le  grand  cercle  AC  multiplie  par 
BD  forme  le  cylindre  MNOP  ; or  ,1a  fphere  ou.la  femme  de  ces 
cercles  élémentaires , eft  les  deux  tiers  au  cylindre;  donc  la  fom- 
me  dçs  cercles  élémentaires  eft  au  plus  grand  AC  multiplié  par 
BD , comme  2 eft  à j. 

y 12.  Corollaire  II.  Un  fegment  ABC  de  fphere  (Fig.  338.)- 
ejl  égal  à la  portion  MPSR  du  cylindre  circonfcrit , laquelle  a meme 
hauteur  que  te  fegment , moins  le  cône  tronqué  MHLP  de  même 
hauteur  ; ta  zone  QEFY  qui  a pour  bafe  le  grand  cercle , eft  égale  à 
la  portion  cylindrique  QT  V Y de  même  hauteur , moins  le  cône  XOZ 
de  même  hauteur  ; la  zone  EACF  ejl  égale  à la  portion  cylindrique 
T RSV  de  même  hauteur , moins  le  cône  tronqué  HXZL  de  mente 
hauteur  ; la  zone  aEFb  eft  égale  à la  portion  cylindrique  mTVn 
de  même  hauteur , moins  te  cône  XZO , moins  encore  le  cSne  cOd  ; 
le  feéleur  ABCO  ejl  égal  au  fegment  ABC , plus  le  cône  AOC- 
Tout  cela  eft  évident  par  la  Propofition  précédente  ; mais  on 
verra  dans  la  fuite  que  toutes  ces  portions  de  fphere  peuvent  fe 
mefurer  parle  moyen  de  leurs  furfaces  , beaucoup  plus  aifément. 

y 1 3 . Définition.  Si  l’on  coupe  un  cylindre  ABCD  {Fig.  33p.) 
par  un  plan  incliné  MXN  qui  coupe  fa  bafe  en  dedans , la  portion 
cylindrique  MXNA  coupé  par  ce  plan  fe  nomme  Onglet  cylindri~ 
que , fi  le  plan  coupant  MXN  pafle  par  le  centre  O de  la  bafe,  l’on 
glet  MXNA  fe  nommera  Onglet  cylindrique  de  la  première  efpece.  Si 
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le  plan  coupant  PZQ  ou  RTS  ne  pafle  pas  par  le  centre  O de  la 
bafe , l'onglet  PZQ  A ou  RTSA  fe  nommera  Onght  cylindrique  de 
la Jeconde  efpece. 

Proposition  CXV.  Tout  onglet  cylindrique  de  la  première 
ejpece , eji  compofê  cf  une  infinité  de  triangles  r eft  angles  qui  font  entr’eux 
comme  les  cercles  élémentaires  et  une  fphere. 

Soit  l’onglet  de  la  première  efpece  ABCD , [Fig.  340.)  fa  bafe 
ADC  eft  donc  un  demi  cercle  puifque  le  plan  incliné  ABC  pafle 
par  le  centre  O de  la  bafe  du  cylindre  dans  lequel  cet  onglet  eft 
coupé,  ôc  que  par  conféquent  la  commune  feâion  AC  du  plan 
incliné  ôc  de  la  bafe  eft  un  diamètre  : cela  pofé. 

Concevons  que  dans  la  bafe  ou  demi  cercle  ADC  foient  me- 
nées des  lignes  droites  LP,  RS,  OD  ôte.  infiniment  proches  Ôc 
perpendiculaires  fur  le  diamètre  AC,  Ôc  que  fur  chacune  de  ces 
lignes  foient  élevés  des  plans  LQP,  RTS,  &c.  perpendiculaires 
fur  la  bafe  ADC  de  l’onglet , ôc  qui  coupent  l’onglet.  i°.  Tous 
ces  plans  coupans,  feront  des  triangles  rectangles  LPQ , RST, 
ôcc.  la  commune  feâion  de  chacun  d’eux  ôc  de  la  bafe  ADC  fera 
Une  ligne  droite,  [N.  477.)  de  même  que  la  commune  feâion 
de  chacun  d’eux  ôc  du  plan  ABC  ; ôc  comme  la  furface  d’un  on- 
glet ABCD,  ou  du  cylindre  dans  lequel  il  eft  coupé,  n’eft  autre 
chofe  qn’une  fuite  de  lignes  droites  élevées  perpendiculairement 
fut  tous  les  points  de  la  circonférence  ADC  de  la  bafe,  il  eft  clair 
que  chaque  plan  coupant  tel  que  LPQ  perpendiculaire  fur  la  bafe 
ÂDC , ne  peut  couper  la  furface  de  l’onglet  que  par  une  de  fes 
perpendiculaires  PQ , ôc  que  par  conféquent  ce  plan  LPQ  doit 
être  un  triangle  reâangle  à caufe  que  QPétant  perpendiculaire  fur- 
la  bafe  ADC  doit  l’être  aulfi  fur  LP  qui  eft  dans  cette  bafe  ôc  qui 
pafle  par  le  point  P,  [A'.  463.)  a0.  Les  plans  coupans  ou  triangles 
rcâangles  LPQ , RST  ôcc.  qui  couperont  l’onglet  feront  fembla- 
bles,  car  à caufe  qu’ils  font  paralelles  entr’eux,  les  droites  QL, 
TR  ôcc.  dans  lefquelles  ils  couperont  le  plan  incliné  ABC  , feront 

}>aralclles,  [N.  482.)  de  meme  que  les  droites  LP,  RS,  dans 
efquellesces  mêmes  triangles  coupent  la  bafe  ADC  de  l’onglet; 
ainlî  les  angles  aigus  QLP , TRS , ôcc.  de  ces  triangles , ayant 
leurs  côtés  paralelles  chacun  à chacun  feront  égaux , [N.  479.  J 
ôc  par  conféquent  tous  les  triangles  reâangles  QLP,  TRS,  ôcc. 
feront  femblables  entr’eux.  Or,  les  triangles  femblables  font  en- 
tr’eux comme  les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues;  donc  tous 
les  triangles  reâangles  QLP,  TRP,  ôcc.  qui  couperont  Ponglec 
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font  cntr’eux  comme  les  quarrés  de  leurs  bafes  LP,  RS,  &c.  on 
comme  les  cercles  que  ces  bafes  décriroient  en  tournant  autour 
du  diamètre  AC  :or,  tous  ces  cerlces  compoferoient  une  fphere  ; 
donc , &c. 

y 14.  Corollaire  I".  De  tous  les  triangles  reftangles  qui  com- 
pofent un  onglet , le  plus  grand  ejl  le  triangle  ODB  qui  pafte  par  le 
centre  O de  la  bafe  du  cylindre , ër  les  autres  font  égaux  deux  à deux. 

Les  triangles  qui  compofent  l’onglet  font  entr’eux  comme  les 
quarrés  de  leurs  bafes  LP , RS,  &c.  or,  ces  bafes  étant  les  élé- 
mens  du  demi  cercle  ADC;  la  plus  grande  eft  le  rayon  OD; 
donc  le  plus  grand  triangle  eft  le  triangle  ODBi  de  même  les 
bafes  RS,  MN  également  éloignées  de  la  bafe  OD,  font  égales 
à caufe  qu’elles  font  les  moitiés  des  cordes  SV,  NE  également 
éloignées  du  centre  O;  donc  les  triangles  RST,  MNZ  font  égaux; 
& ainft  des  autres. 

y ly.  Corollaire  IL  Tout  onglet  de  la  première  efpece  eft  égal 
au  produit  de  fon  plus  grand  triangle  OBD  multiplié  par  tes  deux  tiers 
du  diamètre  AC  de' fa  bafe.  Tous  les  triangles  qui  compofent  un 
onglet  de  la  première  efpece  font  entr’eux  comme  les  cercles  que 
décriroient  leurs  bafes  en  tournant  au  tour  du  diamètre  AC  de  la 
bafe;  or,  ces  cercles  compoferoient  une  fphere,  & feroient  par 
confisquent  égaux  au  plus  grand  muliplrié  par  les  deux  tiers  du 
diamètre  AG  ; donc  tous  les  triangles  qui  compofent  l’onglet  lbnt 
égaux  au  plus  grand  triangle  ABD  multiplié  par  les  deux  tiers  du 
diamètre  AC. 

yi<f.  Corollaire  III.  La  hauteur  d'un  onglet  de  la  première 
. efpece , eft  égale  à la  hauteur  du  plus  grand  triangle.  Tous  les  trian- 
gles LPQ  , RST,  ODB,  &c.  qui  compofent  l’onglet  étant 
femblables,  leurs  bafes  LP,  RS,  OD,  &c.  font  entre  - elles 
comme  leurs  hauteurs  PQ,  ST,  DB,  ôcc.  or,  la  bafe  OD 
du  plus  grand  triangle  ODB  eft  la  plus  grande;  donc  fa  hauteur 
DB  eft  la  plus  grande  aufll,  & par  conféquent  elle  eft  la  hauteur 
de  l’onglet. 

y 17.  Corollaire  IV.  Les  onglets  de  la  première  efpece  qui  ont 
leurs  hauteurs  égales  & les  bafes  aufft , font  égaux  j ceux  qui  ont  les 
hauteurs  inégales  & les  bafes  égales , font  entf  eux  comme  leurs  hau- 
teurs ; ceux  qui  ont  les  bafes  inégales  & les  hauteurs  égales , font  en- 
tr eux  comme  leurs  bafes , & ceux  qui  ont  les  bafes  réciproques  aux 
hauteurs , font  égaux.  Soient  les  deux  onglets  ABCD,  AECF 
34  i-)dont  les  bafes  font  égales  & les  hauteurs  auflfi;les  grands 
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triangles  BDO , EOF  de  ces  deux  onglets  font  égaux  ; car  la  bafe 
DO  ell  égale  à la  bafe  OF , l’une  ôc  l’autre  étant  rayons  de  cercles 
égaux  ôt  la  hauteur  DB  égale  à la  hauteur  FE , par  la  fuppofition  ; 
or,  l’un  6c  l’autre  onglet  eft  le  produit  defon  grand  triangle  mul- 
tiplié par  les  deux  tiers  du  diamètre  AC  qui  eft  ici  le  même  ; donc 
les  deux  onglets  font  égaux. 

Maintenant,  fuppolons  que  les  deux  onglets  ABCD  , abcd 
(F/g.  342.)  ayent  leurs  bafes  ADC , ade égales,  ôt  leurs  hauteurs 
DB,  db  inégales,  leurs  grands  triangles  ODB,  o^aÿant  leurs 
bafes  OD , od  égales , à caufe  qu’elles  font  rayons  de  cercles 
égaux,  font  entr’eux  comme  leurs  hauteurs  BD , bd  ; ainfi  les  on- 
glets étant  entr’eux  comme  leurs  grands  triangles  multipliés  par 
les  deux  tiers  des  diamètres  AC,  ac  de  leurs  bafes  qui  font  égaux, 
feront  entr’eux  comme  les  droites  ou  les  hauteurs  BD , bd. 

De  même  fi  les  bafes  ADC , ade  font  inégales,  ôt  les  hauteurs 
BD,  bd  égales,  .les  grands  triangles  OBD , obd  font  entr’eux 
comme  leurs  bafes  OD,  od;  ainfi  les  onglets  étant  entr’eux  com- 
me les  grands  triangles  multipliés  par  les  deux  tiers  des  diamètres 
AC,«  font  entr’eux  comme  ODxj  AC  ,odx  ÿ ac-,  mais  les  deux 
produits  OD  x AC  , odxac  font  les  moitiés  des  quarrés  des  dia- 
mètres AC,  ac , lefquelles  moitiés  font  cntr’elles  comme  les 
quarrés  de  ces  diamètres,  de  même  que  les  tiers  de  ces  moités, 
ôt  les  bafes  ADC  , ade  font  aufli  entr’clles  comme  les  quarrés  de 
ces  diamètres;  donc  les  onglets  font  entr’eux  comme  leur  bafes 
ADC,  ade. 

Enfin  fi  les  bafes  ADC , ade  font  réciproques  aux  hauteurs  DB, 
db , les  onglets  feront  entr’eux  comme  -jODxDBx’  AC,  ± od 
xdbxjac,  ou  comme  OD  x DBx  AC , odxdbx  ac;  or,  les  bafes 
ADC  , ade  font  entr’elles  comme  OD  x AC , odxac  qui  font  les 
moitiés  de  quarrés  de  leur  diamètres;  donc  les  onglets  feront  entre 
eux  comme  ADC  x DB  , adexdb ; mais  par  la  fuppofition  , nous 
avons  ADC.  ade  : : db.  DB  ; donc  en  faifant  le  produit  des  extrê- 
mes ôt  celui  des  moyens,  nous  aurons  ADC  x CB  = ade  x db,  ôc 
par  conféquent  les  deux  onglets  égaux. 

y 18.  Corollaire  V.  Tout  onglet  cylindrique  de  la  première  ef- 
pece , ef>  à la  fphere  que  fa  bafe  decriroit  en  tournant  au  tour  de  fon 
diamètre  AC,  (Fig.  340.)  comme  fa  hauteur  efl  à la  circonférence 
du  grand  cercle.  Si  la  hauteur  DB  du  plus  grand  triangle  OBD 
eft  égale  à la  circonférence  du  grand  cerclfc  de  la  fphere , ce  trian- 
gle eft  égal  au  cercle*  ( A;.  378.)  ainfi  l’onglet  étant  le  produit  de 
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ce  triangle  par  les  deux  tiers  du  diamètre , & la  fphere  étant  le 
produit  du  grand  cercle  égal  au  grand  triangle , par  les  deux  tiers 
du  même  diamètre,  l’onglet  & la  fphere  feront  égaux;  mais  H la 
hauteur  DB  du  plus  grand  triangle  OBD  eft  plus  ou  moins  gran- 
de que  la  circonférence  du  grand  cercle  de  la  fphere  ; ce  grand 
triangle  ne  différera  du  triangle  égal  au  grand  cercle  que  par  U 
hauteur,  & par  conféquent  il  fera  au  grand  cercle  comme  la  hau- 
teur DB  à la  circonférence  ; ainfi  l’onglet  & la  fphere  feront  en- 
tr’eux  comme  la  hauteur  DB  multipliée  par  les  deux  tiers  de  AC, 
eft  à la  circonférence  du  grand  cercle  multipliée  aufli  par  les  deux 
tiers  de  AC , & par  conféquent , comme  la  hauteur  DB  à la  cir- 
conférence du  grand  cercle.  . 

y ip.  Corollaire  VI.  Si  un  onglet  de  la  première  efptce  ej!  coupé 
par  un  plan  perpendiculaire  RST  (Fig.  342.)  perpendiculaire  fur  la 
bafe  APC  & fur  le  plan  incliné  ABC , les  parties  coupées  ATSR , 
RSTBC  , feront  entr  elles  comme  les  fegments  -correfpondants  de  la 
fphere  VAS,  VCS.  C’eft  une  fuite  évidente  du  Corollaire  pré- 
cédent. 

y 20.  PROBLEME.  Un  onglet  cylindrique  de  la  première  efpece  étant 
coupé  par  un  ou  p/ufieurs  plans  perpendiculaires  fur  la  bafe  ; mais  tjui 
ne  font  pas  perpendiculaires  fur  le  plan  incliné , trouver  la  folidité  des 
différentes  portions  de  cet  onglet. 

Soit  l’onglet  ABCD  (Fig.  342.)  coupé  par  le  plan  IIMNR 
perpendiculaire  fur  la  bafe  ADC  & paralelleau  diamètre  AC  ; 
ce  plan  coupe  fur  la  bafe  ADC  une  bafe  ANRC , ôc  je  dis  que  la 
portion  d’onglet  ANHMRC  coupée  par  ce  plan , eft  à l’onglet 
comme  le  folide  décrit  par  la  bande  ANRC  en  tournant  autour 
du  diamètre  AC,  eft  à la  fphere  décrite  par  la  bafe  ADC,  en 
tournant  au  tour  de  AC»  ce  que  je  prouve  ainft. 

Le  plan  HMNR  étant  perpendiculaire  fur  la  bafe  ADC,  eft 
paralellc  à toutes  les  hauteurs  des  triangles  qui  compofent  l’onglet 
a caufe  que  ces  hauteurs  fontauffi  perpendiculaires  fur  la  même 
bafe  ADC;  d’où  il  fuit  que  ce  plan  coupe  les  triangles  par  des 
lignes  paralelles  à leurs  hauteurs,  & que  les  triangles  qui  cOmpo- 
fent  la  portion  ANHMRC  fontfemblables  cntr’eux  &aux  triangles 
qui  compofent  l’onglet ,‘  & font  par  conféquent  comme  les  quar- 
résde  leur  bafes  OZ  ab  , &c.  c’eft- à -dire  comme  les  quarrés 
des  élémens  de  la  b^nde  ANCR  de  la  bafe  ADC,  ou  com- 
me les  cercles  aue  ces  élémens  décrivent  en  tournant  au  tour 
de  AC  » ainü  puifque  chaque  triangle  OXZ  de  la  portion 
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tNHMRC  , eft  à chaque  triangle  OBD  de  l’onglet , com- 
ne  le  cercle  décrit  par  la  bafe  OZ,  eft  au  cercle  décrit  par 
a bafe  OD,  il  eft  facile  de  conclure  que  tous  les  triangles 
ui  compofent  la  portion  ANHMRC  , c’eft-à-dire  la  portion 
iNHMRC  , eft  a tous  les  triangles  qui  compofent  l'onglet 
u à l’onglet , comme  tous  les  cercles  des  Elémens  de  la  ban- 
e ANRC  ou  le  folide  que  cette  bande  décrit  en  tournant  au- 
aur  de  AC,  eft  à tous  les  cercles  des  Elémens  de  la  bafe  ADR 
e l’onglet  ou  à la  Sphère. 

On  prouvera  de  la  meme  façon  que  la  portion  ANHMRC 
Fig.  34}.  ) coupée  par  un  plan  HNRM  perpendiculaire  à la 
afe  ADC  de  l’onglet , mais  non  paralelle  au  diamètre  AC  eft  à 
onglet  comme  le  folide  décrit  par  la  portion  ANRC  de  la  bafe 
ti  tourneroit  autour  de  AC  eft  à la  Sphère  que  la  bafe  ADC 
icriroit. 

La  portion  ANHMRC  étant  connue,  il  eft  clair  que  fi  on  la 
tranche  de  l’onglet,  le  refte  fera  l’autre  portion  NHBMRD. 
yai.  Corollaire.  Toute  portion  ANHMRC  d’un  onglet  de  la 
emiere  efpéce  ABCD  ( F/g.  342,  343.  ) coupée  par  un  plan  HNRM 
rpendiculaire  fur  la  bafe  ADC  eji  au  folide  , décrit  par  la  portion 
NRC  qui  tourneroit  autour  du  diamètre  AC,  comme  la  hauteur 
B de  l'onglet  ejl  à la  circonférence  du  grand  cercle  de  la  Spltére. 
L’onglet  eft  à la  Sphère  que  fa  bafe  décrit  comme  la  hauteur 
B de  fon  grand  triangle  eft  à la  circonférence  du  grand  cercle 
la  Sphère  ( N.  j 1 8*),  mais  l’onglet  eft  à la  Sphère,  comme  la 
rtion  ANHMRC  eft  au  folide  décrit  par  la  portion  ANRC  de 
bafe  ADC  qui  tourneroit  autour  du  diamètre  AC  (A’.  J20.  ), 
par  conféquent  la  portion  ANHMRC  eft  à ce  folide  comme 
nauteur  AB  de  l’onglet  eft  à la  circonférence  du  grand  cercle. 
322.  Problème.  Trouver  la  fohdité  d'un  onglet  de  la  fécondé 
•ce. 

Soit  l'onglet  ABCD  ( Fig.  344.) , dont  la  bafe  ADC  eft  moin- 
; qu’un  demi-cercle  ; il  eft  certain  que  cet  onglet- fera  encore 
tipofé  d’une  infinité  de  triangles  rectangles  (èmblables  para- 
es  entr’eux,  & perpendiculaires  fur  la  bafe  ADC , & fur  le  plan 
liné  ABC , ainfi  ces  triangles  feront  encore  entr’eux  comme 
quarrés  de  leurs  bafes  ou  comme  les  cercles  que  ces  bafes 
rriroient,  & par  conféquent  l’onglet  eft  au  folide  que  fa  bafe 
)C  décrit  en  tournant  autour  de  AC,  comme  la  hauteur  BD 
fon  grand  triangle  eft  à la  circonférence  du  grand  cercle  du 
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lolide,  décrit  par  labafe  DO  de  ce  triangle;  mais  comme  nous 
ne  connoiflbns  pas  le  lolide  que  décrit  la  bafe  ADC  en  tournant 
autour  de  AC , nous  ne  pouvons  pas  non  plus  connoître  l'onglet, 
à moins  que  nous  n’ayions  recours  à la  méthode  des  Centres  de. 
Gravité,  dont  nous  parlerons  dans  la  fuite.  Or,  en  attendant,, 
voici  comme  on  peut  faire  : » 

Je  prolonge  le  plan  incliné  ABC  jufqu’à  ce  qu’il  coupe  l’axe 
LM  du  cylindre  en  un  point  R.  Je  coupe  le  cylindre  6t  le  plan 
.incliné  par  un  plan  XSVT  qui  pafle  par  le  point  R,  ôc  qui  foit 
paralellc  à la  bafe  du  cylindre,  ôc  ce  plan  eft  un  cercle  qui  eft 
coupé  au  centre  par  le  plan  incliné  SBT,  ainfi  l’onglet  SBTX 
eft  un  onglet  de  la  première  efpéce , 6c  par  conféquent  retran- 
chant de  cet  onglet  la  partie  SXTCDA,  le  refte  fera  l’onglet  de 
la  fécondé  efpéce  AECD. 

Je  coupe  l’onglet  SBTX  par  un  plan  ACZQ  perpendiculaire 
fur  la  bafe  SXT  , 6c  la  portion  ACZQST  eft  au  lolide  que  fa 
bafe  ZQST  décriroit  en  tournant  autour  de  ST , comme  l’onglet- 
SBTX  eft  à la  Sphère  que  fa  bafe  décriroit  (iv.  520.  ) ; ainfi  je 
puis  connoître  la  partie  ACZQST,  6c  la  retrancher  de  l’onglet 
SBTX  , ce  qui  me  donnera  un  refte  QXZCBA  ; retranchant 
donc  de  ce  refte  la  portion  cylindrique  QXZCAD  qui  eft  égale 
au  produit  de  fa  bafe  QXZ  par  fa  hauteur  XD,  le  refte  fera  la 
folidité  de  l’onglet  ABCD. 

Soit  l’onglet  ABCD  de  la  fécondé  efpéce  ( F/ç.  ?4f.)  j dont 
la  bafe  ADC  eft  plus  grande  qu’un  demi-cercle.  Par  le  point  O 
où  fon  plan  incliné  ABC  coupe  l’axe  , je  fais  palier  un  plan 
GE  H F paralelle  à la  bafe  du  cylindre,  6c  par  conféquent  j’ai  un 
onglet  EBFG  de  la  première  efpéce  que  je  puis  aifément  con- 
noitre  , 6c  il  faut  ajouter  à cet  onglet  la  portion  EGFCARDS  ; 

’ cette  portion  eft  facile  à connoître, 

: fa  bafe  RDS  multipliée  par  fa  hau- 
donc  plus  qu’à  trouver  l’autre  partie 
REFSCA.  Pour  cela,  je  prolonge  le  plan  incliné  jufqu’à  ce  qu’il 
coupe  le  côté  oppofé  du  cylindre  en  N,  ce  qui  me  donne  un 
onglet  renverfé  de  la  première  efpéce  ENFH  qui  eft  égal  à l’on- 
glet EBFG  , à caufe  que  les  baies  de  cès  onglets  font  égales, 
ôc  que  l’inclinaifon  de  leurs  plans  eft  la  même  5 je  coupe  l’onglet 
ENFH  par  un  plan  A VTC  perpendiculaire  fur  labafe,  6c  fa  por- 
tion A VTCFE  peut  fe  connoître  aifément  ( A^.  y2o.)  ;‘or,  la  por- 
tion cylindrique  RACSFEVT  étant  le  produit  de  fa  bafe  RSCA; 

par 


or,  ta  partie  rvuorijti  u< 
puifqu  elle  eft  le  produit  d 
teurDG,  il  ne  me  refte 
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par  fa  hauteur  RE  eft  connue  ; retranchant  donc  de  cette  por- 
tion la  partie  AVTCFE,  le  refte  fera  la  folidité  de  l’autre  par- 
tie AREFSC,  ainfi  la  folidité  de  l’onglet  ABCD  fera  connue. 

. f2j.  Problème.  Trouver  la  folidité  d’un  cylindre  ABPDH 
3 46-  ) tronqué  par  un  plan  incliné  DPHB  qui  pajje  par  (ex- 
trémité B de  la  bafe. 

Je  multiplie  la  bafe  AB  du  cylindre  tronqué  par  la  moitié  de 
fa  hauteur,  & le  produit  eft  la  folidité  demandée. 

. Car  fi  par  le  point  O où  le  plan  incliné  coupe  l’axe  RS  , je  fais 
palier  un  plan  MDNH  paralelle  à la  bafe  du  cylindre,  ce  plan 
fera  un  cercle  coupé  en  deux  parties  égales  par  le  plan  incliné 
qui  paffe  ‘par  fon  centre  ; ainfi  nous  aurons  deux  onglets  de  la 
première  efpéce  PDHM,  DBHN,  qui  feront  égaux  entr’eux  , à 
caufe  qu’ils  ont  les  bafes  égales , & que  les  plans  inclinés  faifant 
des  angles  égaux  furies  baies,  forment  des  hauteurs  égales  MP, 
NB  ; c eft  pourquoi  ajoutant  à chacun  de  ces  onglets  la  portion 
cylindrique  ABDHM,  nous  aurons  le  cylindre  AMNB  égal  au 
cylindre  tronqué  ABDPH  ; or,  le  cylindre  AMNP  a pour  hau- 
teur la  droite  AM  qui  eft  la  moitié  de  la  droite  AP.  Donc , &c. 

y 24.  Problème.  Trouver  la  folidité  d'un  cylindre  ABCD 
(Fig.  j 47.  ) tronqué  par  un  plan  incliné  DC  qui  coupe  les  deux  côtés 
DA , CB  du  cylindre. 

Je  prens  la  moitié  MX  de  la  différence  DX  de  la  plus  grande 
hauteur  DA  du  cylindre  tronqué  à la  moindre  hauteur  CB  ; j’a- 
joute cette  différence  à la  moindre  hauteur  CB  ou  AX,  ce  qui 
donne  la  droite  AM  , & multipliant  la  bafe  AB  du  cylindre  par 
AM,  le  produit  eft  la  folid.té  demandée. 

Car  fi  par  le  point  O où  le  plan  incliné  coupe  l’axe , je  fais  paf- 
fer  le  cercle  MN  qui  fera  coupé  en  deux  également  par  ce  pian, 
j’aurai  deux  onglets  de  la  première  efpéce  égaux  PDHM,  PCHN, 
& ajourant  à chacun  d’eux  la  partie  commune  ABCHMP,  j’au- 
rai le  cylindre  ABNM  égal  au  cylindre  tronqué  ABCD  ; or,  le 
cylindre  ABNM  a pour  hauteur  la  droite  AM.  Donc,  &c. 

yay.  Proposition  CXVI.  Si  un  cercle  ABCD  (Fig.  348.) 
tourne  autour  d'une  tangente  HP  paralelle  à (un  de  fes  diamètres  BD  , 
lefoltde  qu’il  aura  décrit  apres  fa  révolution  entière , fera  égal  à un 
cylindfe  qui  a pour  bafe  le  cercle  ABCD , & pour  hauteur  une  ligne r 
droite  égale  à fa  circonférence. 

Suppofons  que  le  cercle  ABCD  (Fig-  349»)  foit  égal  au  cer- 
cle AdCD  delà  Figure  348;  je  conçois  que  le  diamètre  DB 
Tome  1.  I i i 
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paralelle  à la  tangente  PH  foit  coupé  en  une  infinité  de  parties 
égales,  ôc  que  de  tous  les  points  foient  menées  des  perpendicu- 
laires à la  tangente  PH , lefquelles  aillent  aboutir  à la  circonfé- 
rence en  A , S,  ôcc.  Quand  le  cercle  tournera  autour  de  PH  , 
le  diamètre  AC  perpendiculaire  à la  tangente  PH  décrira  un  cer- 
cle ; mais  les  autres  Elemens.SV , &c.  du  cercle  ABCD  décri- 
ront des  oouronnes  ; car  ST  décrira  un  cercle  , & fa  partie  VT 
en  décrira  un  autre  : ainli  ce  que  SV  décrira  fera  le  cercle  décrit 
par  ST,  moins  le  cercle  décrit  par  VT,  c’eft à-dire  une  couron- 
ne, ôc  ainli  des  autres  Elcmens;  enfin  les  extrémités  D,  B du  dia- 
mètre DB  paralelle  à la  tangente  PH  décriront  des  circonféren- 
ces, & il  eft  clair  que  le  folide  décrit  par  le  cercle  ABCD  au- 
tour de  cette  tangente , ne  fera  pas  différent  de  la  Tomme  du 
cercle  décrit  par  le  diamètre,  des  couronnes  décrites  par  les  au- 
tres Elémens  , ôc  des  circonférences  décrites  par  les  points- 
D,  B. 

Maintenant  fur  l’extrémité  A du  diamètre  AC  , j’éleve  une 
droite  AR  perpendiculaire  fur  le  plan  du  cercle  ABCD,  & fai- 
fant  cette  droite  égale  à la  circonférence  que  le  diamètre  AC  dé-, 
criroit  en  tournant  autour  de  PH  ; je  mène  la  droite  RC , ce  qui 
me  donne  un  triangle  CAR  égal  au  cercle  que  le  diamètre  AC 
décriroir  autour  de  PH  (N.  378. ) 5 de  même  fi  fur  l’extrémité  de 
la  droite  ST , j’éleve  une  droite  SZ  perpendiculaire  au  cercle» 
& par  conféquent  paralelle  à AR  , ôc  que  je  fafie  SZ  égale  à la 
circonférence  que  ST  décriroit  autour  de  PH  , le  triangle  TSZ 
que  je  formerai  en  menant  ZT  fera  égal  au  cercle  décrit  par  ST 
autour  de  PH  , ôc  menant  dans  ce  triangle  la  droite  VX  paralel- 
le à la  droite  SZ,le  triangle  TVX  femblable  au  triangle  TSZ 
fera  égal  au  cercle  que  TV  décriroit  autour  de  PH  ; car  nous  au- 
rons ST.  SZ  : : TV.  VX  ; mais  SZ  eft  la  circonférence  du  rayon 
ST;  donc  VX  fera  la  circonférence  du  rayon  TV,  ôc  par  con- 
féquent TVX  fera  égal  au  cercle  du  rayon  TV;  ainfi  le  trapezoïde 
SZXV  fera  égal  à la  couronne  que  décriroit  SV  en  tournant  au- 
tour de  PH.  Faifant  donc  la  même  chofe  à l’égard  des  autres 
Elémens  du  cercle , ainfi  que  la  Figure  le  fait  voir,  ôc  élevant  fur 
les  points  D,  B,  des  perpendiculaires  égales  aux  circonférences 
que  ces  points  décriroient  autour  de  PH  , le  triangle  ARC  joint 
aux  trapezoïdes  faits  fur  les  Elémens  du  cercle , ôc  aux  deux  per- 
pendiculaires élevées  fur  les  points  D,B,  fera  égal  au  cercle 
que  décriroit  AC , joint  aux  couronnes  que  les  Elémens  décri- 
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roient,  & aux  circonférences  que  décriroient  les  points  D,  B. 

Or,  le  folide  compofé  par  le  triangle  ARC,  fie  par  les  trapc- 
zoïdes  faits  fur  les  Elémens  du  cercle  joints  aux  droites  fur  les 
points  D , B forment  un  cylindre  tronqué  qui  a pour  bafe  le  cer- 
cle ABCD  , 6c  pour  hauteur  la  droite  AR  égale  à la  circonfé- 
rence que  décriroit  le  diamètre  AC  autour  de  PH  ; car  les  trian- 
gles CAR,  TSZ,  TVX,  ôcc.  étant  tous  redangles  6c  fembla- 
bles , les  angles  qu’ils  forment  fur  PH  font  égaux,  ôc  par  confé- 
quent  leurs  hypothenufes  étant  paralelles  entr’elles  forment  un 
plan  incliné , 6c  leurs  hauteurs  AR,  SZ,  VX , 6c c.  forment  la 
furface  d’un  cylindre  tronqué  par  ce  plan  ; donc  le  folide  com- 
pris fous  toutes  ces  lignes , en  un  cylindre  rronqué  par  un  plan 
incliné  qui  pafTe  par  l’extrémité  de  fa  bafe.  Suppofant  donc  que 
ce  cylindre  foit  repréfenté  par  la  Figure  3 yo,  fa  folidité  eft  égale 
à fa  bafe  multipliée  par  la  moitié  AM  de  fa  hauteur  AR  {IV.  y 2 3.); 
mais  AR  étant  la  circonférence  du  diamètre  *fa  moitié  AM  eft 
la  circonférence  du  rayon  CO  moitié  du  diamètre , c’eft-à-dire 
la  circonférence  de  la  bafe  ; donc  le  cylindre  tronqué  ACR , ôc 
par  conféquent  le  folide  que  décriroit  la  bafe  AC  autour  de  PH, 
eft  égal  à la  bafe  AC  multipliée  par  fa  circonférence. 

52 6.  Lorfqu’un  cercle  ABCD  {Fig.  j48.  ) tourne  autour  d’une 
tangente  PH , le  folide  qu’il  décrit , fe  nomme  Anneau  fermé , 
parce  que  le  vuide  BHCSD  qui  fe  trouve  au  milieu  n’eft  point 
percé  à jour.  La  partie  de  ce  folide  décrite  par  le  demi  - cercle 
BCD  fe  nomme  Partie  intérieure , 6c  la  partie  décrite  par  le  demi- 
cercle  BAD , fe  nomme  Partie  extérieure  , le  cercle  ABCD  fe 
nomme  Cercle  générateur  de  l’anneau. 

527.  Corollaire.  I*r.  La  partie  extérieure  d'un  anneau  eft  égale 
à la  moitié  du  cylindre  qui  a pour  bafe  le  cercle  générateur  de  /’ an- 
neau , & pour  hauteur  la  circonférence , plus  une  Sphère  qui  aurait 
pour  grand  cercle  le  cercle  générateur. 

Le  cercle  AC  {Fig.  jyo.  ) en  tournant  autour  de  PH  produit 
un  anneau  fermé  égal  au  cylindre  tronqué  ACR  ; or  , tous  les 
points  du  dîamétre  DB  du  demi- cercle  DCB  étant  également 
éloignés  de  PH , produifent  en  tournant  autour  de  PH  des  cir- 
conférences toutes  égales  à la  circonférence  du  rayon  CO  , 6c 
par  conféquent  à la  droite  AM  ou  DS  ; élevant  donc  fur  tous  les 

E oints  de  ce  diamètre  de»  droites  égales  à DS , 6c  perpendicu- 
lites  fur  le  cercle  AC , elles  formeront  un  re&angle  DSNB , 6c 
la.  folide  DSNBC  fera  égal  à la  partie  intérieure  de  l’anneau  ; 
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donc  le  folide  DABRNS  fera  égal  à la  partie  extérieure  de  l’an- 
neau.  Mais  ce  folide  eft  compofé  de  la  partie  DABNMS  égale 
à la  moitié  du  cylindre  AT , qui  a pour  bafe  le  cercle  généra- 
teur , & pour  hauteur  la  circonférence  de  cette  bafe , 6c  d’un 
onglet  SMNR  qui  a pour  bafe  le  demi -cercle  SMN  égal  au 
demi-cercle  de  la  bafe  ÀC,  6c  pour  hauteur  la  droite  MR , lequel 
onglet  eft  égal  à la  Sphère  que  décriroit  fa  bafe  en  tournant  au- 
tour de  fon  diamètre  (Al.  s 18.  ).  Donc,  ôcp. 

y 28.  Corollaire  II.  La  parue  intérieure  d’un  anneau  fermé- 
ejl  égale  à la  moitié  du  cylindre  qui  auroit  pour  bafe  le  cercle  généra- 
teur , & pour  hauteur  la  circonférence , moins  une  Sphère  dont  le  grand 
cercle  feroit  le  cercle  générateur. 

La  partie  intérieure  eft  égale  au  folide  DSNBC  ( Fig.  y yo.  ) , 
c’eft-à-dire  au  demi-cylindre  DCBNTS , moins  l’onglet  renverfé 
SNTC  égal  à l’onglet  SMNR.  Donc,  ôcc. 

y 29.  Problème  Trouver  le  vut de  BRCSD  (Fig.  348.  ) que  laijfe 
le  cercle  A B CD  en  tournant  autour  de  fa  tangente  PH. 

Des  extrémités  B,  D du  diamètre  BD,  je  mene  les  droites 
BO  , DX  perpendiculaires  fur  la  tangente  PH , ce  qui  forme  un 
rctlangle  BOXD,  lequel  en  tournant  autour  de  PH,  produit  un 
cylindre  BRSD  , tandis  que  le  demi-cercle  infcrit  dans  ce  rec- 
tangle produit  la  partie  intérieure  de  l’anneau;  retranchant  donc 
du  cylindre  BRSD  la  partie  intérieure  de  l’anneau,  le  refte  fera 
le  vuide  demandé  BRCSD. 

Nota.  Que  la  moitié  de  ce  vuide,  c’eft-à-dire  la  partie  DCS, 
eft  un  cône  curviligne  dont  le  côté  DC  eft  un  quart  de  circonfé- 
rence de  cercle,  6c  que  par  conféquent  on  peut  mefurer  ces  for- 
tes de  cônes,  de  même  que  les  pyramides  curvilignes  dont  les 
arêtes  font  des  quarts  de  circonférences  qui  tournent  leur  con- 
vexité vers  l’axe  , ainfi  qu’on  va  voir  dans  le  Problème  fuivanr. 

y jo.  Problème.  Trouver  ta  folidite  d'une  pyramide  ABCDE 
( Fig.  J y 1 . ) dont  les  arêtes  AE , BE , ÔCC.  font  des  quarts  de  circon- 
férence de  cercle  qui  tournent  leur  convexité  vers  l axe  QE. 

Je  circonfcris  a la  bafe  un  cercle  DABC  , ce  que  je  puis  tou- 
jours faire,  parce  qu’il  faut  que  les  lignes  AO,  DO,ÔB,OC 
menées  des  angles  de  la  bafe  au  centre  O foient  toujours  égales 
tntr’elles,  ôc  à la  hauteur  OE,  (i  l’on  veut  que  les  arêtes  AE, 
BE  foient  des  quarts  de  circonférence  , ôc  je  conçois  un  cône 
qui  auroit  pour  bafe  le  cercle  ABCD , 6c  dont  le  côté  feroit  l’a- 
rête AE,  6c  ce  cône  m’eft  connu  par  le  Problème  précèdent.  Je 
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conçois  aufïi  que  le  cône  ôc  la  pyramide  foient  coupés  par  une 
infinité  de  plans  paralelles  à leurs  bafes  , lefquels  plans  feront 
dans  le  cône  des  cercles,  tels  que  le  cercle  JLFGH,  ôc  dans  la 
pyramide  des  plans  LFGH  femblables  à la  bafe , à caufe  que  leurs 
côtés  ôc  leurs  diagonales  font  paralelles  à celles  de  la  bafe  , ce 
qui  fait  que  ces  plans  LFGH , ôcc.  font  femblablement  infcrits 
dans  les  cercles  LFGH,  ôcc.  ainfi  chaque  plan  LFGH  de  la  py- 
ramide fera  au  cercle  correfpondant  LFGH  du  cône,  comme  la 
bafe  ABCD  de  la  pyramide  eft  au  cercle  ABCD  , qui  eft  la  bafe 
du  cône,  ôc  par  conféquent  la  pyramide  eft  au  cône,  comme  la 
bafe  ABCD  eft  au  cercle  ABCD.  Je  dis  donc  par  Régie  de  trois: 
comme  le  cercle  ABCD  eft  à la  bafe  ABCD  , ainfi  le  cône  eft 
à un  quatrième  terme  qui  fera  la  pyramide  cherchée. 

Définition.  Si  un  cercle  ABCD  ( Fig.  jy  2.  ) tourne  au- 
tour d’une  droite  PH  perpendiculaire  fur  le  diamètre  AC  pro- 
longé en  O , ôc  paralelle  au  diamètre  BD  , le  folide  décrit  après 
la  circonvolution  , fe  nomme  Anneau  ouvert , parce  qu’il  laide  au- 
tour de  PH  un  creux  BCDSQll  percé  à jour.  La  partie  de  ce 
folide  décrite  par  le  demi  cercle  BCD,  fe  nomme  Partie  intérieu- 
re de  f anneau  , ôc  la  partie  décrite  par  le  demi-cercle  BAD  , fç 
nomme  Partie  extérieure  ; le  cercle  ABCD  eft  le  cercle  généra- 
teur. 

y j 1 . Proposition  CXVII.  La  folidité  d'un  anneau  ouvert , 
ejl  égale  à un  cylindre  qui  aurait  pour  bafe  le  cercle  générateur  ABCD, 
& pour  hauteur  une  ligne  égale  à la  circonférence  que  décrit  fon  centre 
X autour  de  PH. 

Je  conçois  que  le  cercle  foit  divifé  en  fes  Elémens  paralelles 
au  diamètre,  lefquels  foient  prolongés  jufqu’à  PH.  ( Fig.  3 y 5.) 
Quand  le  cercle  tournera , la  ligne  AO  décrira  un  cercle  autour 
de  PH , ôc  fa  partie  OC  en  décrira  un  autre,  ôt  par  conféquent  le 
diamètre  AC  décrira  une  couronne,  c’eft-à-dire  le  cercle  du 
rayon  AO  , moins  le  cercle  du  rayon  CO.  Par  la  même  raifon 
les  autres  Elémens  tels  que  SV  décriront  auffi  des  couronnes  , 
ôc  les  extrémités  D,B  décriront  des  circonférences,  lefquclles 
jointes  aux  couronnes  des  Elcmens , formeront  enfemble  l’an- 
neau. 

Je  conçois  que  fur  l’extrémité  A foit  élevée  une  droite  A R per- 
pendiculaire furie  plan  du  cercle  ABCD,  ôc  égale  à la  circon- 
férence que  ce  point  décriroit  autour  de  PH  , ôc  menant  la  droire 
RO  j le  triangle  AR.O  eft  égal  au  cercle  que  la  droite  AO  dé- 
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criroit  autour  de  PH  ; de  même  élevant  fur  le  point  C une  droite 
ÇL  perpendiculaire  fur  le  cercjo  , & égale  à la  circonférence 
que  décriroit  la  droite  CO  , le  triangle  COL  eft  égal  au  cercle 
que  décriroit  CO,  & comme  ce  triangle  eft  femblable  au  trian- 
gle AOR , fon  hypothenufe  LO  eft  une  portion  de  l’hypothenufe 
OR  ; ainfi  le  trapezoïde  R ACL  eft  égal  à la  couronne  que  décri- 
roit AC  ; ôc  faifant  la  même  chofe  fur  les  autres  Êlémens  SV,  ôcc. 
pn  aura  autant  de  trapezoïdes  SZKV  , ôcc.  égaux  aux  couronnes 
de  l’anneau  chacun  à chacune  ; enfin,  élevant  fur  les  extrémités 
J) , Ë du  diamètre  des  droites  égales  aux  circonférences  qu’elles 
décriroient  ; ces  deux  droites  , jointes  aux  trapezoïdes , feront 
égales  à l’anneau. 

Or,  toutes  les  hauteurs  de  ces  trapezoïdes  forment  la  futfacç 
d’un  cylindre , & les  hypothenufes  RO , ZT , ôcc.  forment  un 
plan  incliné  qui  coupe  cette  furface,  6c  qui  ne  paife  pas  l’extrémi- 
té de  la  bafe  ABCI5  ; donc  toutes  ces  lignes  renferment  un  cy- 
lindre tronqué  par  un  plan  incliné  qui  coupe  fes  côtés  oppofés. 
Suppofant  donc  que  ce  cylindre  foit  reprefenté  par  la  figure 
334,  fa  folidité  eft  égale  à fa  bafe  AC  multipliée  pat  la  hauteur 
AM  égale  à la  moindre  hauteur  AF,  plus  la  moitié  MF  de  la 
différence  RF  des  hauteurs  RA,  LC  {N.  y 24.  );  mais  AM=XQ, 
ôc  à caufe  des  triangles  femblables  RAO , QXO  ; nous  avons 
OA.  AR  ::  OX.  XQ»  donc  AR  étant  égal  à la  circonférence 
de  AX , nous  aurons  XQ  égal  à la  circonférence  de  OX , 6c  par 
conféquent  l’anneau  eft  égal  au  cylindre  qui  a pour  bafe  le  cer- 
cle générateur,  6c  pour  hauteur  une  droite  égale  à la  circonfé- 
rence que  fon  centre  X décriroit  autour  de  PH. 

y 3 2.  Corollaire  1er.  La  partie  intérieure  de  [anneau  eft  égale  à la 
moitié  du  cylindre  AMNEC  ( Fig.  3 y 4.  ) égal  à [anneau,  moins  un 
onglet  SNLE,  égal  à la  Sphère  dont  le  grand  cercle  fer  oit  le  cercle  géné- 
rateur. 

Tandis  que  le  demi-cercle  ËCD  tourneroit  autour  de  PH, 
tous  les  points  du  diamètre  DB  étant  également  éloignés  de  PH 
décriroient  des  circonférences  égales  à la  droite  XQ.  Elevant 
donc  fut  tous  ces  points  des  perpendiculaires  égales  à XQ  » 
nous  aurons  le  paralellogramme  DSNB , ôc  par  conféquent  le 
folide  DCBNLb  eft  égal  à la  partie  intérieure  de  l’anneau  ; or , 
il  manque  à ce  folide  pour  être  égal  au  demi-cylindre  DCBNES 
un  onglet  NSLE  qui  a pour  bafe  le  demi -cercle  NES  égal  au 
demi-cercle  générateur , 6c  pour  hauteur  la  droite  EL  égale  à la 
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moitié  de  la  différence  RF  des  hauteurs  RA , LC  ; mais  RA 
étant  égal  à la  circonférence  du  rayon  AO  , & CL  égal  à la  cir- 
conférence du  rayon  CO  ; la  différence  RF  doit  être  égale  à la 
circonférence  que  décriroit  le  diamètre  AC  qui  eft  la  différence 
des  rayons  AO , CO  ; donc  la  moitié  MF  eft  égal  à la  circonfé-  * 
rence  de  la  moitié  CX  du  diamètre , c’eft-à-dire  à la  circonfé- 
rence ABCD , & par  conféquent  l’onglet  SNEL  , eft  égal  à la 
Sphère  qui  auroit  pour  grand  cercle,  lé  cercle  générateur  (A',  y 1 8.). 
Donc , &c. 

5 j j.  Corollaire  II.  La  partie  extérieure  de  Panneau  ouvert  ejt 
égale  à la  moitié  du  cylindre  ÀMNEC  ( Fig.  J 5-4.  ) qui  auroit  pour 
bafe  le  cercle  générateur  AC , plus  un  onglet  S MN  R égal  à Id  Sphère 
dont  le  grand  cercle  feroit  le  cercle  générateur.  Par  le  Corollaire  pré- 
cèdent la  partie  intérieure  de  l’anneau  eft  égale  à la  partie  cylin- 
drique DBCNSL;  donc  puifque  l’anneau  entier  eft  égaiaa  cy- 
lindre tronqué  ACLR  , la  partie  extérieure  doit  être  égale  au 
refte  DABNSR  ; mais  ce  refte  eft  compofé  du  demi-cylindre 
DABNSM  j plus  de  l’onglet  SMNR  égal  à l’onglet  SENL. 
Donc , Ôcc. 

J 34.  Problème.  Trouver  la folidité  du  vuide  BCDSQR 
( Fig.  3 y 2.)  d’un  anneau  ouvert . 

Des  extrémités  D , B , du  diamètre  DB  paralclle  à la  droite 
HP,  je  mene  les  droites  BF  , DZ perpendiculaires  fur  HP,  ce 
qui  forme  un  reélangle  BFZÔ.  Or , tandis  que  le  cercle  ABCD 
tourne  autour  de  HP , ce  re&angle  décrit  un  cylindre  BRSD  * 

& le  demi-cercle  BCD  décrit  la  partie  intérieure  de  l’anneau  ) 
«tranchant  donc  du  cylindre  BRSD  la  partie  intérieure  , le  ïefté 
eft  la  folidité  du  vuide  BCDSQR. 

Nota.  Que  la  moitié  de  ce  vuide,  c’eft-à-dire  CDSQ  formé 
un  cône  tronqué  paralellcment  à fa  bafe  par  le  cercle  que  GO 
décrit , & dont  le  côté  eft  un  quart  de  circonférence  de'  eretclé 
CD  qurtourne  fa  convexité  vers  l’axe  OPi  & que  par  conféquent 
on  peut  mefurer  ces  fortes  de  cônes , de  même  que  les  pyratrii-' 
des  tronquées  par  un  plan  paralelle  à leurs  bafes , ôc  qui  ont  polit 
arêtes  des  quarts  de  circonférences  de  cercle,  comme  on  va  voit 
dans  le  Problème  fuivanr. 

y 5 y .«Problème.  Trouver  la folidité  d'une  pyramide  ABCDEFHG 
( Fig.  jyy.  ) tronquéepar  un  plan  EFHG  paralèlh  à fa  bafe  ABCD, 
«Sr*  dont  les  arêtes  AF,  BII,  tac.  font  des  quarts \e  circonférence  de 
ter  des  convexes  du  cStè  de  P axe. 
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Je  circonfcris  un  cercle  autour  de  la  bafe  ABCD  , & je 
conçois  un  cône  tronqué  qui  ait  pour  côté  le  quart  de  cir- 
conférence de  cercle  AF  ; je  conçois  encore  que  le  cône 
ôc  la  pyramide  foient  coupés  par  une  infinité  de  plans  paralelles 
* à leurs  bafes  qui  feront  des  cercles  dans  le  cône  , ôc  des  plans 
femblables  à la  bafe  ABCD  dans  la  pyramide.  Ainfi  tous  les 
cercles  du  cône  feront  entr’eux  comme  tous  les  plans  de  la  py- 
ramide , ou  comme  le  cercle  de  la  bafe  du  cône  eft  au  plan  de 
la  bafe  de  la  pyramide  : or  , le  cône  m’eft  connu,  ainfi  qu’on 
vient  de  voir  dans  la  Remarque  du  Corollaire  précédent.  Donc 
je  n’ai  qu’à  dire  : la  bafe  du  cône  efi  au  cône , comme  la  bafe 
de  la  pyramide  eft  à un  quatrième  terme  qui  fera  la  pyramide. 

y 3 6.  Problème.  Trouver  la  fait  dite  d' un  folide  à calotte , défi- 
à- dire  d une  pyramide  dont  les  arêtes  font  des  quarts  de  circonférences 
concaves  du  côté  de  t axe. 

Soit  le  folide  ABCDE  ( Fig.  j ytf.  ) qui  a pour  bafe  le  paralello- 
gramme  ABCD  , 6c  dont  les  arêtes  AE , BE , ôcc.  font  des  quarts 
de  circonférences  dont  la  concavité  eft  en  dedans  du  folide;  je 
mené  les  diagonales  AC , BD  de  la  bafe , 6c  du  point  O où  elles 
fe  coupent,  j’éleve  perpendiculairement  fur  la  bafe  la  droite  OE, 
qui  fera  l’axe  du  folide  , car  les  droites  AO  , OE,  étant  perpen- 
diculaires entr’elles,  doivent  embrafler  un  quart  de  circonféren- 
ce AE , & par  la  même  raifon  les  droites  DO , OE  doivent  em- 
bralfer  un  quart  de  circonférence  , ôc  ainfi  des  autres.  Je  con- 
çois que  le  folide  foit  coupé  par  une  infinité  de  plans  paralelles 
à la  bafe,  tels  que  FGHL  ; tous  ces  plans  feront  femblables  en- 
tr’eux ôc  à la  bafe , à caufe  que  leurs  côtés  font  paralelles  chacun 
à chacun , ôc  leurs  diagonales  aufii , ce  qui  rend  les  angles  égaux 
chacun  à chacun  ( N.  47p.) , Ôc  par  conféquent  les  triangles  for- 
més par  les  diagonales , font  femblables.  Ainfi  ces  plans  feront 
entr’oux  comme  les  quarrés  de  leurs  diagonales  FH , AC  ou  do 
leurs  demi-diagonales  FR,  AO,  mais  ces  demi-diagonales  font 
les  Elémens  du  quart  de  cercle  AEO  , donc  tous  les  plans  font 
entr’eux  comme  les  quarrés,  ou  comme  les  cercles  décrits  pat 
les  Elémens  FR,  ôcc.  qui  tourneroient  autour  du  rayon  fixe  EO^ 
or,  ces  cercles  compoferoient  une  demi-fphére  , ôc  pour  avoir 
la  valeur  de  leur  femme,  il  faut  multiplier  le  plus  grand  par  les 
deux  tiers  de  la  hauteur  OE  ; donc  pour  avoir  le  folide  ABCD , 
il  faut  multiplier  le  plus  grand  plan  ABCD  par  les  deux  tiers  dp 
la  hauteur  OE, 
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Nota.  Ce  que  nous  difons  ici  doit  s’entendre  de  toutes  les 
calottes  qui  auroient  pour  bafe  des  polygones  réguliers  ; de  mê- 
me que  ce  que  nous  avons  dit  ci-deffus  ( N.  y 3 0 , y?  J*) touchant 
les  pyramides  qui  ont  pour  arêtes  des  quatts  de  circonférence 
convexes  vers  l’axe  , doit  s’entendre  de  toutes  les  pyramides  de 
cette  nature  qui  auroient  des  polygones  réguliers  pour  bafe. 

5 Définition.  Les  Solides  qui  font  compofés  d’un  même 
nombre  de  faces  femblables  chacune  à chacune , font  dits  Solides 
femblables. 


yjS.  Proposition  CXVIII  Les paralellepipedes,  ou  lesprifmes , 
ou  les  cylindres  femblables  ,font  entr’eux  comme  l;s  cubes  de  leurs  hau- 
teurs, ou  des  cotés  homologues  de  leurs  bafes , ou  des  circuits  de  ces 
bafes , ou  enfin  de  quelques  lignes  femblablement  pofées. 

Soient  les  deux  paralellepipedes  femblables  AE , ae  (Fig.  3 y 7.)  ; 
le  premier  eft  égal  au  produit  de  fa  bafe  ABCD  par  fa  hauteur 
AH , ôc  le  fécond  eft  égal  au  produit  de  fa  bafe  abcd  par  fa  hau- 
teur ah  ; donc  les  deux  folides  font  entr’eux  comme  ces  produits  ; 
mais  les  bafes  ABCD , abcd  étant  femblables,  font  entr’elles  corn* 
me  les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues  AB , ab  ; donc  le  pre- 
mier folide  eft  au  fécond , comme  le  quarré  AB  multiplié  par  la 

— * 

hauteur  AH , eft  au  quarré  ab , multiplié  par  la  hauteur  ah  ; mais 

à caufe  que  les  faces  HABN , habn  font  femblables , les  hauteurs 

AH,  ah  font  entr’elles  comme  les  côtés  AB,  ab -,  donc  le  pre- 

■ ■ — » 

micr  folide  eft  au  fécond , comme  le  quarré  AB  multiplié  par 
AB  eft  au  quarré  ab  multiplié  par  ab , c’eft-à-dire  comme  le  cube 
AB  du  côté  AB  eft  au  cube  ab  du  côté  homologue  ab. 

Mais  les  cubes  AB, ab  des  côtés  homdlogues  AB,  ab  font 
entr’eux  comme  les  cubes  des  côtés  homologues  AH , ah  ; donc 
les  folides  femblables  AE , ae  font  aulfi  comme  les  cubes  de  leur 
hauteur,  ôc  on  prouvera  de  la  même  façon  qu’ils  font  comme 
les  cubes  des  circuits  de  leurs  bafes,  êcc.  à caufe  que  les  circuits, 
des  bafes  femblables  font  entr’eux  comme  leurs  côtés  homolo- 
gues ; ôc  la  démonftration  eft  la  même  pour  les  prifmcs  fembla- 
bles , ôc  pour  les  cylindres  femblables , puifque  les  bafes  des  cy- 
lindres font  des  polygones  d’une  infinité  de  côtés. 

y 39 . Corollaire  Ier.  Les  pyramides  femblables  & les  cônes  fem- 
blables , font  entr’eux  comme  les  cubes  de  leurs  hauteurs  ou  de  leur  côtés 
Tome  /.  K k k. 
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homologues.  Les  pyramides  font  les  tiers  des  prifmes  de  tnênter 
hauteur  ; donc  fi  les  pyramides  font  femblables , leurs  prifmes  le 
font  aufTi , puifque  les  hauteurs  doivent  être  entr 'elles  comme  les 
côtés  homologues  des  bafes  ; mais  les  priûnes  femblables  fout 
comme  les  cubes  de  leurs  côtés  homologues  ; donc  les  pyrami- 
des femblables  qui  font  le  tiets  des  prifmes  , font  auffi  comme 
les  cubes  de  leurs  côtés  homologues;  ôc  la  même  chofe  doit £2 
dire  des  cônes  femblables  qui  ne  font  autre  chofe  que  des  pyra- 
mides ; donc  les  bafes  ont  une  infinité  de  côtés. 

y 40.  Corollaire  II.  Toutes  les  fpheres font  fembtables , & par 
confequent  entr  elles  comme  les  cubes  de  leurs  diamètres.  La  fphere 
ABCD  {Fig.  3 y 8.)  eft  égale  à fon  grand  cercle  AC  multiplié  par 
les  deux  tiers  du  diamètre  BD,  (N.  y 10.)  6c  la  fphere  abcd  eft 
égale  au  produit  de  fon  grand  cercle  ac  par  les  deux  tiers  du  dia- 
mètre bd ; mais  les  deux  cercles  AC  , ac  étant  femblables,  font 
comme  lesquarrés  de  leurs  diamètres,  ou  des  diamètres  BD,  bd* 

donc  la  fphere  ABCD  eft  à la  fphere  abcd  comme  AC  x f AC 

oc  x f ac  ou  comme  AC  eft  à ac. 

y4i.  Corollaire  III.  Les  onglets  femblables  font  entr' eux  comme 
les  cubes  de  leurs  hauteurs , ou  des  diamètres  de  leurs  bafes  6c  c. 

Si  les  onglets  femblables  ABCE,  abce  {Fig.  3 y y>.)  font  delà 
première  efpece , le  premier  eft  égal  à fon  grand  triangle  BED 
multiplié  par  ÿ AC , {N.  y 1 y.)  6c  le  fécond  eft  égal  à fon  grand 
triangle  bed  multiplié  par  f ac  ; mais  par  la  fuppofition  , les  deux 
grands  triangles  étant  femblables  , font  entr'eux  comme  les  quar- 

a — % 

tés  BD  , bd  de  leurs  bafes  BD , bd  ; donc  les  onglets  font  entre- 

eux  comme  BD  x ÿ.  AC  , bdx  f acy  ou  comme  BD  x AC,  bd 
xac-j  or,  BD,  bd  ::  AC.  ac-,  donc  les  deux  onglets  font  entr’eux 

comme  BD  x BD,  bdx  bd,  ou  comme  BD.  bd. 

Si  les  onglets  femblables  ABCE,  abce  {Fig.  360.)  font  de  la 
fécondé  efpece , en  forte  que  leurs  bafes  ABC , abc  foient  moin- 
dres chacune  qu’un  demi  cercle , on  pourra  toujours  les  regarder 
comme  faifant  partie  d’autres  onglets  femblables  de  la  première 
efpece  NMRE,  nmre  qui  auront  pour  bafes  des  demi-cercles, 
6c  alors  les  deux  onglets  ABCE,  abce,  feront  entr’eux  comme 
les  onglets  NMRE,  nmre  » car  les  bafes  ou  fegments  femblables 
ABC,  abc , feront  entr’eux  comme  les  bafes  ou  demi-cercles 
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NMR , nmr , & les  hauteurs  BE , be  comme  les  hauteurs  ME  , 

me-,  donc  les  onglets  A BCE,  abce  feront  entr’eux  comme  Ml£ 

me  ou  comme  BE.  be. 

Et  par  un  femblable  raifonnement  on  prouvera  que  les  onglets 
femblables  de  la  fécondé  efpece  qui  ont  pourbafes  des  fegmens 
plus  grands  que  le  demi-cercle,  font  entr’eux  comme  les  cubes  de 
leurs  hauteurs. 

y4a.  Corollaire.  En  général  tous  les  folides  femblables  de 
quelque  façon  qu’ils  foient  compofés , font  entreux  comme  les  cubes 
de  leurs  cStés  homologues.  Car  fi  l’on  prend  dafts  ces  folides  des 

Sioints  femblablement  pofés  , & que  de  tous  les  angles  de  leur* 
aces  on  mene  des  droites  à ces  points,  on  décompofera  les  fo- 
lides en  autant  de  pyramides  femblables  entr’elles,  qui  feront 
comme  les  cubes  de  leurs  côtés  homologues,  fit  par  conféquent 
les  folides  compofés  de  ces  pyramides  feront  dans  la  même  raifon. 

Du  changement  des  Solides. 

y4?.  De  tout  ce  que  nous  venons  de  dire,  il  eft  aifc  de  voit 
qu’on  peut  changer  une  pyramide  en  un  paralellepipede  ou  un 
prifme  qui  auroit  même  bafe , & pour  hauteur  le  tiers  de  la  hau- 
teur de  la  pyramide , qu’un  prifme  ou  paralellepipede  fe  peut 
changer  en  pyramide  ; qu’une  fphere  peut  être  transformée  en 
un  cylindre  ou  en  un  onglet , &c.  c’eft  pourquoi  je  me  conten- 
terai de  donner  ici  quelques  réglés  générales,  pour  changer  un 
folide  en  un  autre,  ou  pour  faire  un  folideégal  à plufleurs  autres; 
ou  enfin  pour  rendre  un  folide  femblable  à un  autre. 

y44.  Problème.  Un  paralellepipede  AB  (Fig.  j 6 1.)  étant  donné, 
trouver  un  autre  paralellepipede  qui  lui  foit  égal , & qui  ait  pour  hau-t 
teur  une  droite  donnée  ae. 

Puifque  le  paralellepipede  que  je  cherche  doit  être  égal  au  pa- 
ralellepide  AB,  fa  hauteurs  doit  être  à la  hauteur  AE  récipro- 
quement comme  la  bafe  ACHD,  eftà  la  baf bac/td  que  je  cherche} 

( Aê  497.  ) je  donne  à la  bafe  que  je  cherche  la  dimcnfionai  égale 
à la  dimenfion  AD  de  la  bafe  ADCH  , & alors  la  bafe  ABCD 
fera  à la  bafe  abcd  cherchée  comme  l’autre  dimenfion  AC.  eft  à 
la  dimenfion  cherchée  ac  5 c’eft  pourquoi  je  dirai  la  hauteur  ae 
eft  à la  hauteur  AE , réciproquement  comme  AC  eft  à un  qua- 
trième terme , lequel  étant  trouvé  par  les  régies  ordinaires , fera 

Kkkij 
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la  droite  Faifant  donc  un  paralellepipede  fur  la  bafe  dach  avec 
la  hauteur  ae , le  paralellepipede  ab  fera  égal  au  paralellepipede 
AB. 

J4J.  Problème.  Un  paralellepipe  AB  ( Fig.  3 6 1 .)  étant  don- 
né , trouver  un  autre  paralellepipede  qui  lui  fait  égal  & qui  ait  une 
bafe  donnée. 

Si  la  bafe  donnée  achd  a une  dimenfion  da  égale  à la  dimenfion 
DA  de  la  bafe  DACH  , alors  les  deux  bafes  font  entr’elles  com- 
me les  dimenfions  ac , AC  ; c’eft  pourquoi  je  dis  la  bafe  dach  eft 
à la  bafe  DACH,  c’eft-à-dire  la  dimenfion  ac  eft  à la  dimenfion 
AC  réciproquement,  comme  la  hauteur  AE , eft  à un  quatrième 
terme,  lequel  étant  trouvé  par  les  régies  ordinaires,  donne  la 
hauteur  ae  que  je  dois  donner  au  paralellepipede  ab , qui  fera  égal 
au  paralellepipede  AB. 

Mais  fi  la  bafe  donnée  dpqr  n’a  pas  une  dimenfion  commune 
avec  la  bafe  DACH , je  la  change  en  un  autre  dach  qui  foit  égale 
à dpqr , ôc  qui  ait  la  dimenfion  da  égale  à la  dimenfion  DA  , en 
dilant  da  eft  à dp,  réciproquement  comme  drettadh,  après  quoi 
j’acheve  le  refte  comme  auparavant. 

Nota.  Que  par  le  mot  de  dimenfion  on  doit  toujours  entendre 
une  ligne  perpendiculaire  fur  l’autre  dimenfion  ; car  on  fçait  bien 
que  les  dimenfions  des  plans  font  longueur  6c  largeur,  ôc  que  ces 
quantités  doivent  être  perpendiculaires  entr’elles. 

$46.  Problème.  Deux  paralellepipede s AC , ac  ( Fig.  362.) 
étant  donnés , trouver  un  paralellepipede  qui  leur  foit  égal. 

Je  cherche  à donner  au  paralellepipede  ac  une  hauteur  égale 
à la  hauteur  AM  du  paralellepipede  AC,  6c  pour  cela  je  change 
d’abord  fa  bafe  an  en  un  autre  pq  qui  ait  la  dimenfion  dp  égale  à 
la  dimenfion  DA , 6c  le  paralellepipede  ph  fait  fur  la  bafe  pq  avec 
la  hauteur  am  eft  égal  au  paralellepipede  ac.  Maintenant,  je  dis  j 
la  hauteur  AM  que  je  veux  donner  au  paralellepipede  ph , eft  à la 
hauteur  am  qu’il  a réciproquement , comme  pr  eft  à un  quatrième 
terme  RF , ôc  faifant  avec  RF  une  bafe  RT  qui  ait  la  dimenfion 
RN =dp,  le  paralellepipede  RS  fait  fur  la  bafe  RT,  ôc  avec  la 
hauteur  RQ  = AM  fera  égal  au  paralellepipede  ph  ou  ac , 6c  par 
confisquent  le  paralellepipede  AS  fera  égal  aux  deux  paralellcpi- 
pedes  donnés. 

Î47 . Corollaire  Ier.  On  peut  de  la  même  façon  faire  un  pa- 
lalcllepipcde  égala  plufieurs  autres,  ou  à plufieurs  cubes* 

548.  Corollaire  II.  Pour  faire  un  paralellepipede  égal  à la 
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fomme  d’un  paralellepipede  & d’un  ptifme , qui  auroit,  par  exem- 
ple, pourbafe,  un  pentagone,  je  changerais  la  bafe  du  prifaie 
en  triangle , & le  triangle  en  redangle , 6c  par  conféquent  le  pa- 
ralellepipede qui  auroit  pour  bafe  ce  rectangle,  ôc  pour  hauteur 
la  hauteur  du  prifrne  feroit  égal  au  prifme;  c’eft  pourquoi  je  n’au- 
rois  plus  qu’à  faire  un  feul  paralellepipede  égal  aux  deux , comme 
ci-deffus. 

On  peut  de  la  même  façon  faire  un  paralellepipede  égal  à deux 
ou  plusieurs  pyramides  , en  changeant  auparavant  les  pyramides 
en  paralellepipedes. 

De  même  encore , on  peut  faire  une  pyramide  égale  à plufieurs 
pyramides,  en  changeant  d’abord  toutes  les  pyramides  en  para- 
lellepipedes, enfuite  iaifant  un  paralellepipede  égal  à la  fomme 
des  paralellepipedes;  puis  en  faifant  une  pyramide  égale  au  para- 
lellepipede total , c’eft-à-dire  triplant  la  hauteur  de  ce  paralelle- 
pipede  ; car  une  pyramide  de  même  bafc  qu’un  paralellepipede 
fie  qui  a le  triple  de  la  hauteur  , eft  égale  au  paralellepipede. 

Je  laifle  aux  Commançans  le  plaifir  de  trouver  une  infinité 
d’autres  changemens  qu’on  peu  faire  fur  les  folides,  enfuivant  ce 
qui  vient  d’être  dit. 

5-49.  Problème.  Exprimer  en  lignes , la  raifon  de  plufieurs 
folides. 

Je  change  les  folides  donnés  en  autant  de  paralellepipedes , 
dont  les  bafes  ayent  une  dimenfion  commune  ôc  qui  ayent  la 
même  hauteur,  ôc  alors  tous  ces  paralellepipedes  feront  entr’eux 
comme  les  diinenfions  inégales  de  leurs  bafes;  c’eft  pourquoi  ces 
dimenfions  exprimeront  le  rapport  des  folides  donnés. 

y y 0.  Problème.  Faire  un  cube  qui  fait  à un  autre  cube  dans  telle 
raifon  que  t on  voudra. 

Suppofé  qu’on  demande  un  cube  double  du  cube  AB,(Fig.  3 63.) 
je  prens  une  droite  AH  double  du  côté  de  AC,  ôc  enfuite  deux 
moyennes  proportionnelles  entre  AH  ôc  AC;  ce  qui  fe  fait  par 
le  moyen  du  compas  de  proportion,  comme  on  verra  fur  la  fin 
de  ce  Chapitre , ôc  le  cube  fait  fur  la  première  des  deux  moyen- 
nes proportionnelles  eft  double  du  cube  AB. 

Car  nommant  b la  première  des  deux  moyennes,  ôc  cia  fécon- 
dé, nous  avons::  AC.  b.  c.  AH;  donc  AC.  bi  ::  AC.  AH; 
{ Livre  l‘r.  N.  327.)  mais  AC  eft  la  moitié  de  AH  par  la  conf 
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tru£Hon  ; donc  le  cube  Ad  ou  AB  eft  {la  moitié  du  cube  fait 
fur  b. 

Si  l’on  demande  un  cube  qui  ne  foit  que  le  tiers  du  cube  AB 
je  prens  le  tiers  AD  du  oôté  AC,  enfuit  e deux  moyennes  pro- 
portionnelles m , n entre  AC  & AD  ; ce  qui  me  donne  ::  AC. 

m.  ».  AD.  donc  AC.  mi  : : AC.  AD  ; mais  AC  eft  triple  de  AD  ; 

donc  le  cube  AC  ou  AB  eft  triple  du  cube  fait  fur  la  premiers 
moyenne  proportionelle  m. 

Enfin  fi  l’on  demande  un  cube  qui  foit  au  cube  AB  comme  une 
ligne  donnée  a eft  à une  ligne  donnée  b,  je  cherche  une  quatrième 
proportionnelle  x aux  deux  lignes  données  b , a & au  côté  AC  y 
donne  ce  qui  me  b.  a::  AC.x  oux  AC::  a.  b ou  AC.x  ::  b.  a.  Je 
cherche  deux  moyennes  proportionnelles  entre  AC  & x , & j’ai 

A C.m.  n.xi  donc  AC.  mi  ::  AC. a:  ::b.  a,  ôc  par  conféquent le 
cube  fait  fur  AC,  c’eft*à-dirc  le  cube  AB  eft  au  cube  fait  fur  la 
première  moyenne  portionnelle  m,  comme  b eft  à a. 

y y i.  Problème.  Faire  un  cube  égal  à un  paralellepide  donné  AB 
(Fig.  jô*.). 

Je  change  la  bafe  AC  du  paralellepipede  en  un  quarré  MP  qui 
lui  foit  égal , ôc  multipliant  MP  par  la  hauteur  MQ  égale  à la 
hauteur  AE  du  paralellepipede  donné,  j’ai  le  paralellepipede  MN 
égal  au  paralellepipede  AB.  Jecherche  deux  moyennes  propor- 
tionnelle m , n entre  le  côté  MR  du  quarré  MP  Ôc  la  hauteur 
MQ  ou  AE , ôc  le  cube  fait  fur  la  première  proportionnelle  m , 
eft  égal  au  paralellepipede  MN,  ôc  par  conléquent  au  paralelle- 
pipede AB. 

Car  par  la  conftru&ion  , nous  avons  : : MR.  m.  ».  MQ  ; donc 

MR.  mi  : : MR.  MQ , ôc  faifant  le  produit  des  extrêmes  ôc  celui 

— - 1 

des  moyens,  nous  avons  MR  x MQ  = »jî  x MR  , ôc  divifant 

tout  par  MR,  nous  aurons  MR  x MQ  = mi;  niais  MR  x MQ  eft 
le  paralellepipede  MN  ou  AB;  donc  ce  paralellepipede  eft  égal 
au  cube  de  mi. 

yy2.  Corollaire.  On  peut  par  ce  moyen  faire  un  cube  égal 
à pluficurs  cubes  ou  à plufieurs  paralellepipedes,  ou  à plufieurs 
pyramides  ou  à plufieurs  figures  de  différente  efpcce,  en  rédui- 
f'ant  d’abord  toutes  les  figures  en  un  paralellepipede  égal  à toutes 
les  figures,  ôc  cnfuire  un  cube  égal  a ce  paralellepipede. 
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( jj.  Problème.  Deux foltdcs femblables  AC,ac  (Fig.  3 65.) 
étant  donnés , trouver  un  autre  folide  PX  qui  foit  égal  à la  fortune  des 
deux , & qui  leur  foit  Jemblable. 

Je  cherche  un  cube  égal  aux  deux  folides  donnés , Ôc  je  fup- 
pofe  que  la  ligne  s foit  le  côté  de  ce  cube  ; je  cherche  aufli  un 
cube  égal  à l’un  des  folides  donnés;  par  exemple,  au  folide  ac  , 
& je  fuppofe  que  le  côté  de  ce  cube  foit  la  droite  r;  enfuite  je 
dis  le  côté  r eft  au  côté  ad  du  folide  ac , comme  la  droite  r eh  à 
un  quatrième  terme  que  je  nomme  PQ  , ôc  qui  fera  le  côté  ho- 
mologue du  folide  que  je  cherche.  Je  dis  de  même  le  côté  r eft 
au  côté  «r»,  comme  le  côté  s à un  quatrième  terme  que  je  nom- 
me PR , ôc  qui  fera  un  autre  côté  homologue  du  folide  que  je 
cherche;  enfin  je  dis  le  côté  r eft  à la  hauteur  ae,  comme  le  côté 
r eft  à un  quatrième  terme  que  je  nomme  PT , ôc  qui  fera  la  hau- 
teur du  folide  cherché  ; faifanr  donc  avec  les  trois  dimenfions 
PQ  j PR , PT  , le  folide  PX , ce  folide  fera  égal  aux  deux  don- 
nés , ôc  leur  fera  femblable. 

Car,  par  la  conftruâion,  nous  avons  r.  ad  ::  s pQ,  puis  r. 
dm  ::  s rR;  enfin  r.  ae  ::r.  PT,  ôc  muldpliant  ces  trois  propor- 
Jes  unes  par  les  autres , c’eft-à-dire  les  antécédents  par  les  anté- 
cédents, les  conféquents  par  les  conféquents  ,*  nous  aurons  ri. 
adxamx  ae  : : si.  PQxPR  x PT  ; mais  ri  —ad  xamx  ae;  donc 
si = PQ  x PR  x PT.  Or , si  eft  le  cube  égal  aux  deux  folides  don- 
nés ; donc  PQ  x PR  x PT  ou  le  folide  PX  eft  aufli  égal  à ces  deux 
folides 5 ôc  déplus , il  leur  eft  femblable puifque  fes  dimenfions 
PQ , PR  , PT  font  femblables  aux  dimenfions  du  petit  folide  ac. 

Nota.  Je  laifle  grand  nombre  d’autres  Problèmes  fur  cette  ma- 
tière , qui  peuvent  fe  refoudre  aifément  en  fuivant  les  principes 
gue  je  viens  d’établir. 

Des  Surfaces  des  Solides. 

yy*.  Dans  les  folides  qui  ont  une  ou  deux  bafes , tels  que  font 
les  pyramides , les  cônes , les  demi-fphéres , les  paralellepipedes, 
les  prifmes,  les  cylindres , ôcc.  on  entend  par  le  mot  de  Surface , 
la  valeur  des  plans  montans  ou  des  côtés  courbes  qui  montent 
fans  y comprendre  les  bafes  , ôc  quand  on  veut  que  les  bafes 
foient  comprifes  on  fe  fert  du  mot  de  Surface  totale. 

5 jy.  Proposition  ÇXIX.  La furface  d’un  paralellepipede  droit , 
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d'un  prifmc  droit  ou  S un  cylindre  droit  ejl  égale  au  circuit  de  fa  bafe 
multiplié  par  la  hauteur  du  folide.  . 

Soit  le  paralellepipede  AB  ( Fig.  36 1.)  ; fa  furface  n’eft  autre 
chofe  que  la  fomme  des  quatre  reâangles  montans  compris  en- 
tre fes  deux  bafes  ; or , ces  reâangles  font  chacun  le  produit  de 
fa  bafe  par  fa  hauteur , ôc  la  hauteur  e(l  la  même  dans  chacun 
d’eux  ; donc  ces  quatre  reÛangles  font  le  produit  de  leurs  quatre 
bafes  AC,  CH,  HD,  DA  par  la  hauteur  AE , c’eft-à-dire  le  pro-, 
duit  du  circuit  ou  contour  ÀCHD  par  la  hauteur  AE. 

On  démontrera  la  même  chofe  pour  les  prifmes  droits  , 6c 
pour  les  cylindres  droits , car  les  bafes  des  cylindres  étant  des 
polygones  d’une  infinité  de  côtés , leurs  furfaces  , lorfqu’ils  font 
droits , ne  font  autre  chofe  qu’une  infinité  de  rectangles  qui  ont 
cous  pour  hauteur  la  hauteur  du  cylindre. 

yytf.  Corollaire  Ier.  Pour  mefurer  la  furface  d’un  paralelle- 
pipede  incliné  AC  (Fig.  366.) , il  faut  néceflairement  mefurer 
a part  les  plans  montans , car  quoiqu’il  puifle  arriver  que  les  deux 
faces  AEFD,  6c  fa  paralelle  BHCO  foient  encore  des  reêtan- 
gles  ; cependant  la  face  ABHE , 6c  fa  paralelle  DOCF  feront 
toujours  des  paralellogrammes  , dont  les  côtés  feront  inclinés 
de  façon  que  la  face  ABHE  ne  fera  pas  le  produit  de  fa  bafe 
AC  par  la  longueur  AE,  au  lieu  que  la  face  AEFD  fera  égale  à 
fa  bafe  AD  multipliée  par  la  longueur  AE. 

La  même  chofe  doit  fe  dire  de  tous  les  prifmes  inclinés. 

yy7.  Corollaire  II.  La  même  difficulté  fubfifte  pour  les 
cylindres  inclinés  ; il  femble  cependant  qu’on  puifle  aifément  les 
mefurer  en  cette  façon  : foit  le  cylindre  incliné  ÀBCD  (Fig.  3 6 7.), 
je  le  coupe  par  un  plan  EB  perpendiculaire  entre  les  côtés  AD, 
BC , 6c  qui  paflTe  par  l’extrémité  B de  la  bafe  inférieure  AB  ; je 
conçois  que  le  cylindre  foit  prolongé  du  côté  de  D,  6c  je  le  cou- 
pe par  un  autre  plan  FC  paralelle  au  plan  EB,  ce  qui  me  donne 
un  cylindre  droit  EBCF  égal  au  cylindre  incliné  ABDC  , car 
la  partie  cylindrique  ABE  étant  égale  à la  partie  cylindrique 
DCF,  fi  l’on  ajoute  de  part  6c  d’autre  la  partie  commune  EBCD , 
on  aura  A BCD  = EBCF  , multipliant  donc  la  circonférence  de 
la  bafe  EB  du  cylindre  droit  EBCF  par  le  côté  BC  , le  produit 
fera  la  furface  du  cylindre  droit  EBCF  , 6c  par  conféquent  du 
cylindre  incliné  ABCD  ; mais  la  queftion  confifte  à trouver  le 
circuit  de  la  bafe  EB , car  cette  bafe  n’eft  plus  un  cercle  comme 
la  bafe  AB,  mais  un  ellipfe,  comme  nous  ferons  voir  dans  la 

fuite. 
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fuite.  C’eft  pourquoi  le  pluy  court  eft  de  mefurer  avec  un  fil  le 
contour  de  la  baie  E6. 

y y 8.  Proposition  CXIX.  La  furface  de  toute  pyramide  droite 
& dont  la  bafe  eji  un  polygone  régulier , eft  égale  au  contour  de  fa 
bafe  multipliée  par  la  moitié  d'une  droite  menée  du  fommct  E perpen- 
diculairement Jur  le  cêté  ou  bafe  de  C une  des  faces. 

Soit  la  pyramide  quarrée  ôc  droite  ABCD  ( Fig.  j 58.  ) ; fa  fur- 
face  eft  compofée  de  quatre  triangles  femblables  & égaux , fie 
par  conféquent  elle  eft  égale  à quatre  fois  le  triangle  AEB  ; or , 
ce  triangle  eft  égal  à fa  bafe  AB  multipliée  par  la  moirjé  de  la 
hauteur  FE  ; donc  la  furface  de  la  pyramide  eft  égale  à quatre 
fois  la  bafe  AB  ou  au  circuit  ABCD , multiplié  par  la  moitié  de 
AE. 

y 5p.  Remarque.  Si  on  coupoit  la  pyramide  par  un  plan 
MNOQ  paralelle  à la  bafe,  fie  qui  coupât  les  quatre  arêtes  cha- 
cune en  deux  également  , le  contour  MNOQ  feroit  égal  à la 
moitié  du  contour  ABCD  de  la  bafe;  car  les  triangles  fembla- 
bles EAB  , EMN , donnent  EA.  EM  : AB.  MN  ; mais  par  la 
conftruâion  nous  avons  EM= -j-E A , donc  MN =^AB , & ainfi 
des  autres  faces.  Or,  comme  le  produit  du  contour  ABCD  par 
la  moitié  de  EF  eft  la  même  chofe  que  le  produit  de  la  moitié 
du  contour  ABCD  par  la  droite  EF  toute  entière  ; il  s’enfuit 
que  la  furface  de  toute  pyramide  droite  ôc  régulière  , eft  égale 
au  produit  du  contour  moyen  pris  entre  le  fommet  fit  la  bafe  à 
égale  diftance , multiplié  par  la  droite  EF. 

y7o.  Corollaire  Ier.  La  furface  de  tout  cône  droft  ABC 
(Fig.  ? 5p.  ) eft  égale  au  produit  de  la  circonférence  AB  de  fa  bafe 
multipliée  par  la  moitié  du  coté  CB,  ou  à la  circonférence  moyenne 
MN  multipliée  par  le  côté  CB.  Car  tout  cône  régulier  eft  une  py- 
ramide régulière  d’une  infinité  de  côtés  , fit  la  droite  menée  du 
fommet  C fur  la  bafe  infiniment  petite  de  l’un  des  triangles  qui 
compofent  les  faces  n’eft  pas  différente  du  côté  CB.  Donc , ôte. 

y 7 1 . Corollaire  II.  Pour  mefurer  les  furfaces  des  pyrami- 
des droites  qui  ne  font  pas  régulières , fit  des  pyramides  inclinées 
dont  les  bafes  font  régulières  ou  irrégulières  ; il  faut  néceffaire- 
ment  mefurer  chaque  face  des  triangles  à part , à caufe  qu’ils  n’ont 
pas  tous  la  même  hauteur.  De-là  vient  qu’on  n’a  pas  encore  trou- 
vé la  maniéré  de  mefurer  la  furface  d’un  cône  incliné  ABC 
( Fig.  370.  ).  Quelques  Auteurs  donnent  pour  régie  de  multiplier 
la  circonférence  de  la  bafe  AB  parla  moitié  du  côté  CD  moyerç 
Tome  J.  LU 


*yo  ELEMENS 

entre  le  plus  grand  côté  AC,  ôc  la  moindre  BC , ce  qui  n’eft 
fondé  fur  aucune  preuve  Géométrique,  6c  ne  peut  faire  tout  au 
plus  qu’une  approximation. 

f 72.  Proposition  CXX.  La  furface  S une  pyramide  droite 
& régulière  tronquée  paralellement  à fa  bafe  efi  égale  à ta  fomme  des 
circuits  ABCD,  HGFE  defes  bafes  (Fig.  371.)  multipliée  par  la 
moitié  de  la  ligne  droite  RS  perpendiculaire  entre  les  deux  côtés  para- 
lelles  AB , H G de  f une  de  fes  faces  A BGH  , ou  bien  cette  furface  ejl 
égale  au  circuit  MNOQ  qui  coupe  les  arêtes  AH,  GB , ôte.  chacune 
en  deux  également , multiplié  par  la  droite  RS. 

La  pyramide  étant  droite  ôc  régulière  , fa  furface  tronquée  eft 
compofée  d’autant  de  trapezoïdes  égaux  que  la  bafe  a de  côtés; 
or,  le  trapezoïde  ABGH  eft  égal  à la  fomme  de  fes  deux  côtés 
paralelles  AB,  HG  multipliée  par  la  moitié  de  fa  hauteur  RS, 
ou  à la  droite  MN  qui  coupe  fes  deux  côtés  non  paralelles  en 
deux  également  multipliée  par  la  hauteur  RS  (A'.  386.)  ; donc 
la  furface  de  la  pyramide  tronquée  eft  égale  à autant  de  foi*  l’un 
ou  l’autre  de  ces  produits  que  la  bafe  a de  côtés,  c’eft-à-dire  dans 
cette  figure  à quatre  fois  l’un  ou  l’autre  produit;  or , + fois  les 
côtés  AB,  HG  forment  les  deux  circuits  ABCD,  HGFE  , 6c 
quatre  fois  MN  forment  le  circuit  MNOQ.  Donc,  ôcc. 

y 73.  Corollaire.  La  furface  cf  un  cône  droit  tronqué  para- 
le/lement  à fa  bafe  ejl  égale  aux  circonférences  de  fes  deux  bafes  AB, 
DC  ( F^g.  372.),  multipliées  par  la  moitié  du  côté  CB,  ou  à la  circon- 
férence moyenne  EF  qui  coupe  les  côtés  D A , CB  chacun  en  deux  ega- 
lement multiphée  par  le  coté  CB.  Cela  eft  évident  à caufe  qu'un 
cône  droit  tronqué  paralellement  à fa  bafe  eft  une  pyramide  droite, 
régulière  d’une  infinité  de  côtés , ôc  tronquée  paralellement  à fa 
bafe. 

J74*  Corollaire  II.  La  furface  d’une  pyramide  droite  irré- 
gulière tronquée  paralellement  à fa  bafe , ne  peut  fe  mefuter  qu’en 
prenant  chaque  face  à part,  ôc  il  faut  dire  la  même  chofe  des 
pyramides  inclinées  tronquées  , à caufe  que  leurs  faces  font  tou- 
tes différentes. 

575.  Proposition  CXXI.  Si  ton  inferit  dans  un  demi- 
cerJe  ACDF  un  polygone  régulier  A BCDEF  (Fig.  373.  ) dont  deux 
de  fes  côtés  AB , EF/f  terminent  fur  les  extrémités  A , F du  diamètre 
AF  , <£r  que  ton  fajje  tourner  ce  polygone  autour  du  diamètre  fixe  AF  , 
la  furface  que  les  côtés  AB,  BC,  CD,  ôcc.  de  ce  polygone  décriront,  fera 
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■égale  à la  circonférence  qui  auroit  pour  rayon  P apothème  OR  multi- 
pliée par  te  diamètre  AF. 

Il  eft  vifikle  que  les  côtés  AB,  EF  décriront  des  furfaces  de 
cônes , que  les  côtés  BC , DE  qui  ne  font  pas  paralellcs  à l’axe, 
ôc  qui  ne  le  touchent  point  , décriront  des  furfaces  de  cônes 
tronqués  paralellement  à leurs  bafes  , ôc  que  s’il  fe  trouve  un  côté 
CD  paralelle  au  diamètre , ce  côté  décrira  une  furface  de  cylin- 
dre. Je  mené  de  tous  les  angles  des  droites  BH , CM , DT , EV 
perpendiculaires  fur  le  diamètre;  & fi  je  démontre  que  la  furface 
de  cône  que  décrit  AB  eft  égale  à la  droite  AH  comprife  entre 
le  point  A ôc  la  perpendiculaire  BH,  multipliée  par  la  circonfé- 
rence dont  le  rayon  eft  l’apothême  OR  ,que  la  furface  tronquée 
que  décrit  BC  eft  égale  Lia  droite  HM  comprife  entre  les  deux 
perpendiculaires  BH,  CM,  multipliée  parla  même  circonfé- 
rence, ôc  ainfi  de  fuite  ; j’aurai  démontré  aufft  que  la  fomme  de 
toutes  les  furfaces  eft  égale  à la  fomme  des  parties  AH , JIM , 
MT,ôcc.  du  diamètre  AF,  c’eft-à-dire  au  diamètre  AF  multiplié 
par  la  circonférence  dont  le  rayon  feroit  l’aporhême  OR  , ôc  que 
par  conféquent  la  furface  totale  décrite  par  les  côtés  du  polygone 
eft  égale  à la  furface  d’un  cylindre  qui  auroit  pour  bafe  le  cercle  ; 
donc  le  rayon  feroit  OR , ôc  pour  hauteur  le  diamètre  AF  ; pour 
en  venir  donc  à la  démonftration. 

La  furface  de  cône  décrite  par  le  côté  AB  eft  égale  à la 
circonférence  de  fa  bafe  ou  à la  circonférence  que  la  perpen- 
diculaire BH  décriroit  autour  du  diamètre  AF  multipliée  par  U 
moitié  du  côté  AB  ( N.  ^70.),  ou  bien  en  coupant  AB  en  deux 
également  en  R,  la  furface  du  cône  eft  égale  à la  circonférence 
que  décriroit  la  droite  RS  perpendiculaire  fur  AF  multipliée  par 
le  côté  AB  ; or,  l’apothême  OR  étant  perpendiculaire  fur  AB, 
les  triangles  re&angleÿ  SOR,  RAS  font  femblables , ôc  à caufe 
des  paralelles  RS , BH , les  triangles  reflangles  RAS , BAH  font 
aulïi  femblables  ; donc  le  triangle  SOR  eft  lemblable  au  triangle 
BAH,  ôc  par  conféquent  BA.  AH  ::  RO.  RS , ôc  au  lieu  des 
deux  derniers  termes  RO , RS,  mettant  les  circonférences  dont 
ils  feroient  les  rayons  ; lesquelles  circonférences  font  cntr’elles 
comme  leurs  rayons,  ôc  nommant  ces  circonférences  ( RO,  ( RS, 
nous  aurons  BA.  AH  ::  (RO.  (RS,  ôc  faifant  le  produit  des  ex* 
tApes  , ôc  celui  des  moyens  , nous  aurons  B A x ( RS  — AH  K 
(RU,  c’eft-à-dirc  la  droite  AH  multipliée  parla  circonférence 
de  l’apothême  RO  égale  à la  droite  AB  multipliée  par  la  cirepn- 
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férence  du  rayon  RS  ou  à la  furface  conique  que  décriroit  AB. 

Pour  démontrer  la  môme  chofe  à l egard  des  furfaces  de  cône 
tronqué  que  décriroient  les  droites  BC,  DE,  ôcc.  *qui  ne  font 
point  paralelles  au  diamètre  AF,  & qui  n’y  aboutiffent  point.  Je 
divife  DE  en  deux  également  en  P , ôc  menant  au  centre  la  droite 
PO , cette  droite  eft  encore  l’apothème  du  polygone  ; du  point  E, 
jemene  EL  paralelle  au  diamètre,  & du  point  P la  droite  PX 
perpendiculaire  fur  le  même  diamètre  ; le  triangle  re&angle  OPX, 
eft  femblable  au  triangle  >wP«  , lequel  eft  femblable  au  triangle 
«PE  , ôc  celui-ci  eft  femblable  au  triangle  LED;  donc  les  trian- 

Çles  OPX , LDE  étant  femblables  , nous  avons  DE , LE  ou 
'V  ::  OP.  PX,  ôc  au  lieu  de  OP,  PX  , mettant  les  circonfé- 
rences dont  elles  feroient  rayons , ôc  que  nous  nommerons  ( OP , 
(PX,  nous  aurons  DE.  TV  ::  (OP.  (PX,  d’où  l’on  tire  DE  x 
( PX  = TV x (OP,  mais  DE  x ( PX,  eft  la  furface  de  cône  tron- 

3ué  que  décriroft  DE,  en  tournant  autour  de  AF  {N.  J7J.)» 

onc  cette  furface  eft  égale  à la  partie  TV  du  diamètre  multi- 
pliée par  la  circonférence  dont  le  rayon  feroit  égal  à i apothème 
OP  ou  OR , ôc  ainft  des  autres. 

Quant  à la  furface  que  décriroit  le  côté  CD  paralelle  au  dia- 
mètre , il  eft  clair  qu’elle  feroit  égale  à la  droite  CD  ou  MT  mul- 
tipliée par  la  circonférence  dont  le  rayon  feroit  l’apothème  OZ , 
ou  OR.  Donc , ôcc. 

f7  6.  Corollaire.  Si  l’on  fait  donc  un  cylindre  abmn , 
dont  la  bafe  ab  foit  le  cercle  qui  auroit  pour  rayon  l’apothème 
RO,  ôc  dont  la  hauteur  bm  foit  égale  au  diamètre  AF,  la  furface 
de  ce  cylindre  fera  égale  à la  furface  que  décriroit  le  polygone  en 
tournant  autour  de  AF.  De  plus  , chaque  furface  particulière 
décrite  par  l’un  des  côtés  tel  que  BC  fera  égale  à la  furface  de 
la  portion  du  cylindre  qui  auroit  pour  haflteur  la  partie  HM  du 
diamètre  correfpondante  au  côté  BC , ôc  ainft  des  autres. 

Î77.  Proposition  CXXII.  ha  furface  d'une  Sphère  ABCD 
(Fig.  374.  ) eft  égale  à la  furface  du  cylindre  circonfcrit  EFGH. 

La  Sphère  ABCD  eft  décrite  par  la  circonvolution  du  demi- 
Cercle  DAB  autour  du  diamètre  BD  ; or,  ce  demi  - cercle  pou- 
vant être  regardé  comme  un  polygone  d’une  infinité  de  côtés  y 
la  furface  de  la  Sphère  ne  diffère  point  de  la  fomme  des  furfaces 
que  les  côtés  infiniment  petits  du  polygone,  décrivent  en  tour- 
nant autour  de  BD , ôc  comme  la  fomme  de  ces  furfaces  eft  é^e 
à la  circonférence  qui  auroit  pour  rayon  l’apothème  du  polygone 
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multipliée  parle  diamètre  BD  (N.  J7y.),  il  s’erifuit  que  la  fur- 
face  de  la  Sphère  eft  égale  à ce  produit  ; mais  l’apothême  d’un 
polygone  d’une  infinité  de  côtés , ne  diffère  pas  du  rayon  OA 
du  demi-cercle  ; donc  la  furface  de  la  Sphère  eft  égale  à la  cir- 
conférence du  rayon  OA  multipliée  par  le  diamètre  ED  , & par 
conféquent  elle  eft  égale  à la  furface  du  cylindre  circonfcric 
EFGH. 

778.  Corollaire  Ier.  La  furface  cC  un  fcgment  MBN<fc  Sphère  eft 
égale  à la  furface  de  la  portion  TV  GH  du  cylindre  circonfcrit , la~ 
quelle  à la  hauteur  TH  égale  à la  hauteur  XB  du  fegment.  Car  les 
côtés  infiniment  petits  du  polygone  compris  entre  le  point  B ôc 
la  perpendiculaire  MX  décrivent  des  furfaces  égales  aux  furfaces 
des  portions  cylindriques  qui  ont  pour  hauteurs  les  parties  du 
diamètre  correfpondantes  à ces  côtés  {N.  J7y.  ) ; donc  toutes 
ces  furfaces  font  enfemble  égales  à la  furface  cylindrique  qui  a 
pour  hauteur  la  partie  BX  du  diamètre  correfpondante  à la  Tom- 
me des  côtés. 

y 79.  Corollaire  II.  La  furface  dune  zone  AMNC  eft  égale  à 
la  furface  AC  VT  de  la  portion  cylindrique  qui  a pour  hauteur  la  hau- 
teur OX  de  la  zone.  Ce  qui  fe  démontre  de  la  même  façon , ôc 
ainfi  des  autres  parties  de  la  furface  de  la  Sphère. 

y 80.  Corollaire  IV.  La  furface  d'une  Sphère  eft  quadruple  de 
Jon  grand  cercle  AC.  La  furface  de  la  Sphère  eft  égale  à celle  du 
cylindre  circonfcrit  ÊFGH,  ôc  celle-ci  eft  égale  à la  circonfé- 
rence EF  ou  AC  du  grand  cercle  multipliée  par  le  diamètre. 
Or,  le  grand  cercle  AC  eft  égal  à fa  circonférence  multipliée 

Î>ar  la  moitié  du  rayon  ou  le  quart  du  diamètre  ( N.  378.)  ; donc 
a furface  de  la  Sphère  eft  à fon  grand  cercle , comme  la  circon- 
férence du  grand  cercle  multipliée  par  le  diamètre , eft  à la  même 
circonférence  multipliée  par  le  quart  du  diamètre , ôc  par  con- 
féquent comme  le  diamètre  eft  à fon  quart  ou  comme  4 eft  à 1. 

y 81.  Remarque.  Une  Sphère  peut  être  confiderée  comme 
étant  compofée  d’une  infinité  de  pyramides  dont  les  bafes  infini- 
ment petites,  font  fur  la  furface  de  la  Sphère  , ôc  dont  les  fom- 
mers  font  au  centre  de  la  Sphère , d’où  il  fuit  que  toutes  ces  py- 
ramides ayant  la  même  hauteur,  c’eft-à-dire  le  rayon  de  la  Sphè- 
re, leur  fomme  fera  égale  à la  fomme  de  leurs  bafes  ou  à la  fur- 
face  de  la  Sphère  multipliée  par  le  tiers  du  rayon.  Cela  pofé,  il 
eft  facile  de  mefurer  telle  partie  que  l’on  voudra  de  la  Sphère. 
Par  exemple,  pour  mefurer  le  fe&eur  MBNO  ( Fig.  374.  ) , je 
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multiplie  la  furface  MBN  qui  eft  la  bafe  de  toutes  les  pyramides, 
que  ce  fe£teur  contient  par  le  tiers  du  rayon  BO , & le  produit 
eft  la  folidité  cherchée. 

De  même,  pour  mefurer  le  fegment  fphérique  MBN,  je  me- 
fure  le  fecleur,  & j’en  retranche  le  cône  MON. 

De  même  encore,  pour  mefurer  la  zone  fphérique  AMNC,- 
j’en  retranche  le  cône  MON,  & le  refte  eft  la  fomme  des  pyra- 
mides qui  auroient  leurs  fommets  en  O , & dont  les  bafes  fe« 
roient  fur  la  furface  de  la  zone  i je  multiplie  donc  la  furface  de 
la  zone  par  Je  tiers  du  rayon  , 6c  j’ajoute  au  produit  le  cône 
MON,  ce  qui  me  donne  la  folidité  de  la  zone , ôc  ainfi  des  autres.' 

y 8 2.  P ro  position  CXXIII.  La  furface  et  un  onglet  ABCE 
( Fig-  3 7 f • ) eft  & la  furface  de  la  Sphère  que  fa  bafe  ABC  décrirait  en 
tournant  autour  du  diamètre  AC,  comme  la  plus  grande  hauteur  EB 
de  t onglet , eji  à la  circonférence  du  grand  cercle  de  la  Sphère. 

Suppofons  que  l’onglet  foit  égal  à la  fphére , la  plus  grande 
hauteur  EB  fera  donc  égale  à la  circonférence  du  grand  cercle, 
(N.  y 1 8.)  or.  la  furface  de  cet  onglet  eft  coinpofée  d’une  infinité 
de  droites  élevées  perpendiculairement  fur  tous  les  points  de  la 
circonférence  ABC  de  la  bafe , ôc  égales  chacune  à chacune  aux 
circonférences  que  tous  les  joints  cfe  ABC  décriroient  en  tour- 
nant autour  de  AC,  car  partout  où  on  voudra  couper  l’onglet 
par  un  plan  HPL  paralelle  au  grand  triangle  EBO , on  aura 
HP.pl  ::  EB.  BO;  mais  EB  eft  la  circonférence  du  rayon  BO{ 
donc  HP  fera  aufli  la  circonférence  du  rayon  PL , 6c  ainfi  de»  . 
autres.  Or , toutes  les  circonférences  décrites  par  tous  les  points 
de  la  circonférence  CBA  qui  toumeroient  autour  de  CA , for- 
ment la  furface  de  la  Sphère  ; donc  la  furface  de  l’onglet  eft  égale 
à celle  de  la  Sphère. 

Que  fi  l’onglet  eft  moindre  ou  plus  grand  que  la  Sphère  , la 
plus  grande  hauteur  EB  lira  auffi  moindre  ou  plus  grande  que  la 
circonférence  du  grand  cercle,  6c  par  conféquent  HP  fera  auffi 
moindre  ou  plus  grande  que  la  circonférence  du  rayon  PL , 6c 
ainfi  des  autres  ; d’où  il  fuit  que  la  furface  de  l’onglet  fera  moin-’ 
dre  ou  plus  grande  que  la  furface  de  la  Sphère  , félon  que  EB 
fera  moindre  ou  plus  grande  que  la  circonférence  du  grand  cer- 
cle , 6c  que  par  conféquent  la  furface  de  l’onglet  fera  à celle  de 
la  Sphère , comme  la  hauteur  EB  eft  à la  circonférence  du  grand 
cercle. 

y 83.  Corollaire  Ier.  Si  ton  coupe  un  onglet  de  la  première  efpece 
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par  un  vlan  HPL  parait  lie  à /on  grand  triangle , la  furface  de  la  por-  • 
lion  HrLC  coupée  par  ce  plan  ejl  à la  furface  que  fa  bafe  PCL  décri- 
rait en  tournant  autour  du  diamètre , comme  la  hauteur  EB  de  l onglet 
ejl  à la  circonférence  du  grand  cercle.  C’eft  une  fuite  évidente  de 
cette  Propofition. 

j 84.  Corollaire  II  La  furface  d’un  onglet  de  la  première  efpece 
ABCD  ejl  égale  à un  r eft  angle  qui  auroitpour  bafe  le  diamètre  AC  , 
& pour  hauteur  une  droite  égale  à la  plus  grande  hauteur  EB  de 
l'onglet. 

Si  l’onglet  eft  égal  à la  Sphère,  fa  furface  eft  auffi  égale  à celle 
de  la  Sphère  ; or  , la  furface  de  la  Sphère  eft  égale  à celle  du  cy- 
lindre circonfcrit , fie  celle-ci  eft  égale  à la  circonférence  du 
grand  cercle  multipliée  par  le  diamètre  CA  » fi  l’on  prend  donc 
une  ligne  droite  CT  égale  à la  circonférence  du  grand  cercle 
ou  égale  à la  hauteur  EB  de  l’onglet,  le  reftangle  fait  fous  CT  , 
& le  diamètre  AC  fera  égal  à la  furface  du  cylindre  ou  de  U 
Sphère  ou  de  l’onglet. 

Que  fi  l’onglet  eft  moindre  ou  plus  grand  que  la  Sphère , fa 
furface  fera  à celle  de  la  Sphère  ou  au  refitangle  AT  comme  la 
hauteur  EB  eft  à la  circonférence  du  grand  cercle  ou  à la  droite 
CT  ; prenant  donc  une  ligne  moindre  ou  plus  grande  que  CT  , 
& faifant  avec  cette  ligne  ô c avec  le  diamètre  AC  un  rectangle 
AX , ce  reûangle  fera  égal  à la  furface  de  l’onglet , puifque  le 
xeétangle  AX  fera  au  reétangleAT,  comme  la  hauteur  BE  eft  à 
la  circonférence  du  grand  cercle  égale  à AT. 

y8y.  Corollalre  III.  La  furface  des  onglets  de  la  féconde 
efpece  fe  trouvera  aifément , en  obfcrvant  ce  que  nous  avons  dit 
touchant  leur  folidité. 

Par  exemple,  pour  trouver  la  furface  de  l’onglet  ADCB  de  la 
féconde  efpece  (Fig.  344.)  qui  fait  partie  de  l’onglet  SXTB  de 
la  première  efpece.  Je  vois  qu’il  faut  retrancher  de  la  furface 
de  l’onglet  SXTB.  t°.  La  furface  de  l’efpéce  de  prifir.e  triangu- 
laire QSACZT.  20.  La  furface  de  la  portion  cylindrique 
QXZCAD  ; or,  en  fuppofant  que  l’onglet  foit  égal  à la  Sphère 
que  fa  bafe  décriroit,  la  furface  fera  égale  à la  furface  de  cette 
Sphère  , fie  la  furface  de  l’efpece  de  prifme  QSACZT  eft  égale 
à la  furface  des  deux  fegmens  fphériques  QSz , ZTy  5 enfin , la 
furface  de  la  portion  cylindrique  QXZCAD  eft  égale  à la  cir- 
conférence QXZ  multipliée  par  la  hauteur  XD.  Or,  tout  cela 
eft  facile  à connoître;  donc  il  eft  facile  aulfi  de  connoître  la  fur- 
fâce  de  l’onglet  DACB. 
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• Que  fi  l’onglet  SXTB  n’eft  pas  égal  à la  Sphère , fa  furface 
fera  toujours  à celle  de  la  Sphère  comme  la  hauteur  BX  à la  cir-» 
conférence  du  grand  cercle,  ôc  la  furface  del’efpéce  de  prifme 
QSACTZ  fera  à la  furface  de  deux  fegmens  fphériques  QSz  , 
ZT y , auffi  comme  la  hauteur  BX  à la  circonférence  du  grand 
cercle  ; ainfi  la  furface  de  l’onglet  ADCB  fera  facile  à con- 
noître. 

II  eft  aifé  de  connoître  aufii  la  furface  de  l’onglet  ADCB 
( J4J.)  dont  la  bafe  eft  plus  grande  qu’un  demi-cercle,  en 

obfervant  ce  qui  a été  dit  touchant  fa  folidité. 

y 86.  Remarque.  C’eft  aufti  en  faifant  attention  à ce  qui  a été 
dit  touchant  la  folidité  des  anneaux  ouverts  ou  fermés  , qu’otl 
trouvera  i°.  que  la  furface  d’un  anneau  fermé  ( Fig.  348.  ) fait  pat 
la  circonvolution  d’un  cercle  ABCD  qui  tourne  autour  d’une 
tangente  immobile  HP  eft  égale  à la  furface  d’un  cylindre  AMTC 
( Fig.  3 yo.  ) qui  auroit  pour  bafe  le  cercle  générateur  de  l’anneau , 
& pour  hauteur  DS  la  circonférence  de  ce  cercle.  a°.  Que  la 
furface  de  la  partie  extérieure  de  l’anneau  fermé  eft  égale  à Ta  fur- 
face  du  demi-cylindre  DABMNS  (Fig.  350.),  plus  la  furface  de 
l’onglet  SMNR  égale  à la  furface  de  la  Sphère  qui  auroit  pour 
grand  cercle  le  cercle  générateur.  30.  Que  la  furface  de  la  partie 
intérieure  du  même  anneau  eft  égale  à la  furface  du  demi-cylin- 
dre DCBNTS , moins  la  furface  de  l’onglet  NTSC  égal  à l’on- 
glet SMNR.  40.  Enfin,  que  la  furface  du  vuide  BRCSD  (Fig.} 48.) 
eft  la  même  que  celle  de  la  partie  intérieure  de  l’anneau,  ôc  que 
par  conféquent  la  moitié  de  cette  furface  eft  égale  à la  furface 
du  cône  DCS  qui  a pour  côté  le  quart  de  circonférence  DC  du 
cercle  générateur. 

On  trouvera  de  même  i°.  que  la  furface  d’un  anneau  ouvert 
(Fig.  3 y 2.)  fait  par  la  circonvolution  d’un  cercle  ABCD  qui  tour- 
ne autour  d’une  ligne  extérieure  immobile  HP  eft  égale  à la  fur- 
fàce  d’un  cylindre  ACEM  (Fig.  3 y4- ) qui  a pour  bafe  le  cercle 
générateur,  ôc  pour  hauteur  la  droite  XQ  égale  à la  circonfé- 
rence que  le  centre  X du  cercle  générateur  décrit  autour  de  HP. 
20.  Que  la  furface  de  la  partie  extérieure  du  même  anneau  eft 
égale  à la  furface  du  demi-cylindre  DABNS,  plus  la  furface  d’un 
onglet  SMNR  égal  à une  Sphère  qui  auroit  pour  grand  cercle 
le  cercle  générateur.  30.  Que  la  furface  de  la  partie  intérieure  eft 
égale  à la  furface  du  demi-cylindre  DCBNES  , moins  la  furface 
de  l’onglet  NESL  égal  à l’onglet  SMNR.  40,  Enfin,  que  la  fur- 

face 


Digitized  by  Google 


DES  MATHEMATIQUES.  4J7 
fàcè  du  vuide  BCDSQR  ( Fig.  3 ya.  ) eft  égale  à la  furfacé  de  la 
partie  intérieure  de  l’anneau , ôc  que  par  conféquent  la  moitié  de 
cette  furface  eft  égale  à celle  d’un  cône  tronqué  CDSQ  qui  au- 
roit  pour  arête  le  quart  CD  de  la  circonférence  du  cercle  géné- 
rateur. 

y 87.  Problème.  Trouver  la  furface  d’une  pyramide  ABCDE 
(Fig.  j y 1 . ) dont  les  arêtes  font  des  quarts  de  cercles  convexes  du  côté 
de  taxe. 

Je  circonfcris  autour  de  la  bafe  une  circonférence  de  cercle 
ABCD,  ôc  je  conçois  un  cône  qui  ait  ce  cercle  pour  bafe  , ôc 
pour  côté  l’arête  AE  ; la  furface  de  ce  cône  ne  fera  autre  cho- 
ie que  la  fomme  des  circonférences  que  tous  les  points  du  quart 
de  cercle  AE  , décriraient  en  tournant  autour  de  l’axe  EO  , ôc 
la  furface  de  la  pyramide  n’eft  aufti  autre  chofe  qu’une  fomme  de 
circuits,  tels  queFFHL  femblables  au  circuit  de  la  bafe  ABCD, 
ôc  qui  feraient  inferits  femblablement  dans  les  circonférences 
correfpondantes , ainfi  chaque  circuit  FGHL  eft  à la  circonfé- 
rence correfpondante  comme  le  circuit  ABCD  de  la  bafe  de  la 
pyramide  eft  à la  circonférence  ABCD  de  la  bafe  du  cône.  Donc 
je  dois  dire:  comme  la  circonférence  ABCD  de  la  bafe  du  cône, 
eft  au  circuit  ABCD  de  la  bafe  de  la  pyramide  ; ainfi  la  fomme 
des  circonférences  qui  compofent  la  furface,  c’eft-à-dire  la  fur- 
face  du  cône  eft  à la  fomme  des  circuits  qui  compofent  la  fur- 
face  de  la  pyramide  ou  à la  furface  de  la  pyramide.  Or , la  cir- 
conférence ABCD,  6t  le  circuit  ABCD  font  connus, ôc  la  furface 
du  cône  eft  connue  par  la  Remarque  précédente  ; donc  on  con- 
notera aifément  la  furface  de  la  pyramide. 

y88.  Remarque.  On  connotera  de  la  même  façon  la  furface 
de  la  pyramide  tronquée  (Fig.  3 y y.  ) dont  les  arêtes  F A , QB , ôcc. 
font  des  quarts  de  cercle  convexes  vers  l’axe. 

Quant  à la  calotte  (Fig.  3 y 5.  ),  laquelle  peut  être  regardée 
comme  une  pyramide  dont  les  arêtes  EA , EB  font  des  quarts  de 
cercles  concaves  vers  l’axe , il  eft  vifible  qu’en  faifant  tourner  le 
quart  de  cercle  EOA  autour  de  EO  , il  décrirait  une  demi- 
Sphére , dans  laquelle  la  calotte  ferait  inferite.  Or , la  furface  de 
cette  demi-Sphére  ne  ferait  autre  chofe  que  la  fomme  des  cir- 
conférences que  tous  les  points  de  EA  décriraient  autour  de  EO, 
ôc  la  furface  de  la  calotte  ne  ferait  aufti  autre  chofe  qu’une  fom- 
me de  circuits,  tels  que  LFGH  femblables  au  circuit  ABCD  de 
b bafe , ôc  femblablement  inferits  dans  les  circonférences  corref- 

Tome  /.  M m m 


4*3  E L E M E N S 

pondantes.  Donc  on  dira  comme  la  circonférence  de  la  bafc  de 
la  demi-Sphére  eft  au  circuit  ABCD  de  la  bafe  de  la  calotte; 
ainfi  la  furface  de  la  demi-Sphére  eft  à un  quatrième  terme  qui 
fera  la  furface  de  la  calotte. 

De  quelques  ujages  du  Compas  de  Proportion  nécejfaire  pour 

l'intelligence  de  ce  qui  a été  dit  dans  le  cours  de  ce  Livre. 

y 8p.  Tout  le  monde  fçait  que  le  Compas  de  proportion  eft 
compofé  de  deux  lames  de  cuivre  ou  d’argent  qui  tournent  au 
tour  d’une  charnière  qui  eft  à leur  extrémité,  ôc  que  du  centre  de 
cette  charnière  on  a mené  de  part  ôc  d’autre  des  lignes  fur  les 
deux  lames  qui  ont  différents  noms.  Je  n’entreprens  pas  d’expli- 
quer ici  tous  les  ufages  de  ces  différentes  lignes  ; cela  a été  fait  par 
Mr.  Ozanam  dans  un  petit  Traité  intitulé.  Ufage  du  Compas  de 
proportion , qui  fe  vend  à Paris  chez  Jombert  Libraire.  Ainfi  je  me 
contenterai  de  parler  de  la  maniéré  de  trouver  deux  moyen- 
nes proportionnelles  entre  deux  lignes  données , 6c  de  la  façon 
d’inferire  dans  un  cercle  , un  polygone  qui  n’excéde  pas  douze 
côtés. 

La  ligne  des  parties  égales  eft  ainfi  nommée  , parce  qu’elle  eft 
divifée  en  un  certain  nombre  de  petites  parties  toutes  égales , ôc 
par  conféquent  elle  peut  fervir  d’Echelle. 

La  ligne  des  folides  a été  formée  de  cette  forte.  On  a fait 
folides  femblables , ou  64  cubes  qui  étoient  entr’eux  comme  les 
nombres  naturels  1.  2.  3.  4.  y.  ôcc.  jufqu’à  64,  ôc  l’on  a porté 
les  côtés  de  ces  cubes  fur  la  ligne  des  folides  de  part  ôc  d’autre  , 
en  commençant  toujours  depuis  le  centre  de  la  charnière  ; de 
forte,  par  exemple,  qu’en  prenant  la  longueur  depuis  le  centre 
de  la  charnière  jufqu’au  nombre  1 y , ôc  la  longueur  depuis  le 
charnière  jufqu’au  nombre  marqué  20  ; ces  deux  longueurs  ex- 
priment les  côtés  de  deux  folides  femblables , ou  de  deux  cubes 
qui  feroient  entr’eux  comme  1 y à 20. 

La  ligne  des  polygones  a été  formée  ainfi.  On  a décrit  un  cer- 
cle dans  lequel  on  a inferit  les  polygones  réguliers  depuis  le  trian- 
gle jufqu’au  dodécagone , ôc  l’on  a porté  les  côtés  de  ces  poly- 
gones fur  la  ligne  des  polygones,  à commencer  toujours  depuis 
le  centre  de  la  charnière  ; de  façon  que  la  longueur,  prife  , par 
exemple  depuis  le  centre  jufqu’au  nombre  marqué  y , ôc  la  lon- 
gueur prife  depuis  le  centre  jufqu’au  nombre  marqué  7 , expri- 
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ment  les  côtés  du  pentagone  ôc  de  l’eptagone  infcrits  dans  le 
même  cercle  : cela  pofé. 

ypo.  Problème.  Trouver  deux  moyennes  proportionnelles  entre 
deux  lignes  droites  données  a,  b ( Fig.  375.  ). 

Je  prens  avec  le  compas  ordinaire  la  grandeut  de  la  ligne  », 
ôc  je  la  porte  fur  l’une  des  lignes  des  parties  égajes,  mettant  l’une 
des  pointes  fur  le  centre  de  la  charnière,  ôc  laiflant  tomber  l’au- 
tre fur  cette  ligne , pour  fçavoir  combien  la  ligne  a contient  de 
parties  égales.  Je  fais  la  même  chofe  à l'égard  delà  ligne  A ; ôc 
trouvant,  parexmple  que  la  ligne  a contient  30  parties  égales  ôc 
que  la  ligne  b en  contient  1 7 ; ces  deux  lignes  font  donc  entr’elles 
comme30  eft  à 1 7.  Je  prens  encore  la  grandeur  de  la  ligne  a avec  le 
compas  ordinaire , ôc  j’ouvre  le  Compas  de  proportion  repréfenté 
ici  par  l’angle  BAC,  jufqu’à  ce  que  l’une  des  pointes  du  Compas 
ordinaire  étant  mife  fur  l’un  des  points  30  delà  ligne  des  folides , 
l’autre  pointe  tombe  fur  l’autre  point  30  ;cela  fait, 6c  le  Compas  de 
proportion  reliant  ainfi  ouvert,  je  prens  la  diftance  des  points  17, 
17  ae  la  ligne  des  folides,  ôc  cette  diftance  eft  la  première  des 
deux  moyennes  proportionnelles  m,  n cherchées.  Or,  celle-ci 
étant  trouvée,  il  n’y  a plus  qu’à  prendre  une  moyenne  propor- 
tionnelle», entrer»  ôc  b,  pour  avoir  la  fécondé. 

On  comprendra  la  raifon  de  ceci,  fi  l’on  fait  attention  que  les 
quatre  lignes»,  m,  »,  b étant  en  proportion  continue,  on  doit 
avoir  ai , mi  ::».»::  30.  17 ; ainfi  les  lignes  a,  m doivent  être 
entr’elles  comme  les  côtés  de  deux  cubes  ou  de  deux  folides  fem- 
blables  qui  feroient  entr’eux  comme  30  ôc  à 17.  Or,  les  lignes 
a , m font  égales  par  la  conftruclion , aux  diftances  30,30,  ôc  17, 
17,  ôcàcaufe  des  triangles  femblables  30  A 30,  ÔC17A17, 
nous  avons  30,30 . 17,17  ::  30, A . 17, A 3 donc  ».  m ::  30,  A ; 
17,  A,  mais  30,  A.  ôci  7,  A font  les  côtés  de  deux  folides  femblables 
ou  de  deux  cubes  qui  font  entr’eux  comme  30  a 17  ; donc  les  cu- 
bes de  »,  tw  font  aulTt -comme  30  eft  à 17  , ôc  par  conféquent  m 
eft  la  première  des  deux  moyennes  proportionnelles  cherchées. 

ypi.  PROBLEME.  Un  cercle  ABCD  étant  donné ( Fig.  377.),  trou- 
ver le  côté  d'un  polygone  régulier  qu'on  veut  lui  inferire. 

Je  prens  avec  le  compas  ordinaire  la  grandeur  OH  du  rayon  du 
cercle  donné;  j’ouvre  le  compas  de  proportion,  jufqu’à  ce  que  la 
pointe  du  compas  ordinaire  étant  mife  fur  l’un  des  points  6 de  la 
ligne  des  polygones , l’autre  pointe  tombe  fur  l’autre  point  6i  cela 
fait,  ôc  le  compas  de  proportipn  reliant  ainfi  ouvert,  fi  l’on  de- 
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mande  le  côté  du  pentagone  qu’il  faut  inferire  dans  le  cercle  don- 
né , je  prens  avec  le  compas  ordinaire  la  diftance  y , y des  points 
y , y de  la  ligne  des  polygones , & cette  diftance  eft  le  côté  de- 
mandé AB,  car,  par  la  conftru&ion,  le  rayon  OH  ôc  la  ligne 
AB  font  entr’eux  comme  les  diftances  5,  5 & y,  y ; or,  à caufe 
des  triangles  femblables  6R5,  yRy,  on  a 5,5.  y, y ::  5R.  yR. 
donc  OH.  AB  ::  5R.  yR,  c’cft-à-dirc  le  rayon  OH  du  cercle 
donné  eft  à la  corde  AB,  comme  le  côté  5R  de  l’exagone  inf- 
crit  dans  le  cercle  qui  a fervi  à la  divifion  de  la  ligne  des  polygo- 
nes , eft  au  côté  yR  du  pentagone  inferit  dans  le  même  cercle; 
mais  le  côté  6R  de  l'exagonc  eft  égal  au  rayon  du  cercle  dans 
lequel  l’exagone  eft  inferit  ; donc  nous  avons  le  rayon  OH  dit 
cercle  donné,  eft  à fa  corde  AB,  comme  le  rayon  du  cercle  qui 
a fervi  pour  la  conftruSion  de  la  ligne  des  polygones  eft  à la  cor- 
de R y de  ce  cercle  ; mais  la  corde  Ry  eft  le  côté  du  pentagone 
inferit  dans  le  cercle  qui  a fervi  à conftruire  la  ligne  des  polygo- 
ne > donc  le  côté  AB  doit  être  le  côté  du  pentagone  inferit  dans 
le  cercle  donné. 

y 92.  Remarque.  Tout  ce  que  nous  avons  dit  dans  ce  Chapitre 
touchant  les  folides  ôc  leur  furfaces  fait  allez  entrevoir  que  nous 
aurions  encore  beaucoup  dechofe  à dire  fur  cette  matière;  mais 
comme  les  méthodes  particulières  dont  il  faudroit  fe  fervir,  fe- 
roient  trop  longues  ôc  embaraflàntes  ; je  renvoyé  ce  fujet  au  Li- 
vre fuivant  où  je  donnerai  des  méthodes  générales  ôc  faciles  pour 
trouver  la  folidité  ôc  la  furface  d’une  infinité  de  folides. 


CHAPITRE  XII- 

Du  Toifé  de  la  Maçonnerie  , & du  Toife'  des  bois. 

S91- T A mefure  dont  on  fe  fert  pour  mefurer  les  longueurs  y 
I j eft  une  longueur  nommée  Toife  ou  Toife  courante , que 
Ton  divife  en  ftx  parties  égales  nommées  Pieds  ; chaque  pied 
fe  divife  en  ij  parties  égales  nommées  Pouces  ; chaque  pou- 
ce contient  12  parties  égales  nommées  Lignes,  ôc  chaque  ligne 
fe  divife  encore  en  12  parties  égales  nommées  Points , qui  font 
des  grandeurs  extrêmement  petites  qu’on  néglige  ordinairement 
dans  la  pratique.  Ainfi  la  toife  courante , contenant  6 pieds , ôc 
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chaque  pied  1 2 pouces  ; ii  eft  clair  que  chaque  toife  courante 
contient  6 fois  1 2 ou  72  pouces  ; de  même  chaque  pouce  contient 
.12  lignes;  la  toife  courante  doit  contenir  72  fois  12  ou  864  lign. 

394.  La  toife  quarrée  eft  un  quarré  ABCD  (Fie.  378.)  dont 
la  bafe  AB  ôc  la  hauteur  AD  valent  chacun  une  toile.  Or,  com- 
me chaque  côté  contient  6 pieds;  il  eftviftble  qu’en  multipliant 
l’un  par  l’autre,  le  produit  3 6 marque  que  la  toife  quarrée  con- 
tient 36  pieds  quarrés  ou  35  petits  quarrés  qui  ont  un  pied  de 
bafe  Ôc  un  pied  de  hauteur,  comme  la  figure  le  fait  voir»  de  même 
chaque  pied  quarré  ayant  12  pouces  de  bafe  & 12  de  hauteur, 
contient  12  fois  12  ou  144.  pouces  quarrés;  ôc  par  conféquent 
la  toife  quarrée  doit  contenir  36  fois  144.  ou  y 184  pouces  quarrés» 
enfin  chaque  pouce  quarré  ayant  1 2 lignes  de  baie  Ôc  1 2 de  hau- 
teur, contient  12  fois  12  ou  144  lignes  quarrées  ; d’où  il  fuit 
que  la  toife  quarrée  contient  5184  fois  144  ou  746496  lignes 
quarrées. 

La  toife  quarrée  fert  pour  mefurer  lesfurfaces;  car,  fi  une  fur- 
face  a 3 toifes  de  longueur  ôc  2 toifes  de  largeur,  multipliant  l’un 
par  l’autre , on  aura  6 toifes  quarrées  ; c’eft-à-dire  que  cette  fur- 
face  contiendra  fix  fois  un  quarré  dont  la  bafe  ôc  la  hauteur  font 
chacune  une  toife  courante. 

y 9 y. La  toife  cube  eft  un  cube  AB(F/g.37p.)  dont  les  dimenfions 
AC , AD  de  la  bafe  ôc  la  hauteur  AE,  valent  chacune  une  toife 
courante.  Or,  la  bafe  de  ce  cube  étant  une  toife  quarrée,  con- 
tient 3 6 pieds  quarrés,  lefquels  étant  multipliés  par  la  hauteur  AE 
qui  vaut  6 pied , donnent  2 1 6 pieds  cubes  pour  la  valeur  de  la 
toife  cubique  » ainfi  la  toife  cubique  contient  2 1 6 petits  cubes  tels 
qu’on  les  voit  dans  la  figure , ôc  dont  les  trois  dimenfions  ont 
chacune  un  pied  de  longueur;  de  même  les  deux  dimenfions  de 
la  bafe  de  chaque  pieds , étant  chacune  de  1 2 pouces , leur  pro- 
duit donne  144 pouces  quarrés  de  bafe,  lefquels  étant  multipliés 
par  la  hauteur,  1 pied  ou  1 2 pouces  donnent  1 728  pouces  cubiques 
pour  la  valeur  du  pied  cube  ; d’où  il  fuit  que  la  toife  cube  con- 
tient 2î 6 fois  1728  ob  373248  pouces  cubiques.  Enfin  les  di- 
menfions  de  la  bafe  d’un  pouce  cubique , étant  chacune  de  1 2 
lignes  de  longueur,  leur  produit  leur  donne  144  lignes  quarrées, 
lefquelles  , multiplié  par  la  hauteur  12  lignes,  donnent  1728 
lignes  cubiques  pour  la  valeur  d’un  pouce  cubique  » d’où  il  fuit 
que  la  toife  cubique  contient  373248  fois  1728  ou  644972344 
lignes. 
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La  toife  cube  fert  à mefurerlcs  folides;  car  files  deux  dimen-  “ 
fions  de  labafe  d’un  folide  font  4,  3 , ôc  la  hauteur  du  folide  y; 
la  bafe  fera  4 fois  3 ou  1 2 toifes  quarrées  lefquelles  multipliées 
par  les  y toifes  de  la  hauteur  donneront  60  toifes  cubes. 

696.  La  divifion  de  la  toife  quarrée  en  pieds  pouces  ôc  lignes 
quarrées,  étant  trop  embaraflante  pour  le  calcul,  de  même  que 
la  divifion  de  la  toife  cube  en  pieds,  pouces  ôc  lignes  cubiques , 
on  a trouvé  le  moyen  de  faire  que  les  divifions  de  ces  deux  for- 
tes de  toifes  fufient  les  mêmes  que  celles  de  la  toife  courante  qui 
facilitent  davantage  le  Calcul.  Et  voici  comme  on  a fait. 

yp7.  Soit  la  toife  quarrée  AC , (Fig.  3 80.  ) je  divife  le  côté  AB 
en  fix  parties  égales  qui  valent  par  conféquent  chacune  un  pied , 

& des  points  de  divifion , je  mené  des  paralelles  à l'autre  côté 
BC  ; ce  qui  divife  la  toife  en  fix  reûangles  égaux  qu’pn  nomme 
pieds  de  toife  quarrée  , par  ce  qu’ils  ont  chacun  un  pied  de  hauteur 
ôc  une  toife  de  bafe.  Je  divife  de  même  la  hauteur  de  chaque 
pied  de  toife  quarrée  en  1 2 parties  égales , à caufe  que  chaque 
pied  contient  12  pouces,  ôc  des  points  de  divifion,  menant  des 
paralelles  à la  bafe , chaque  pied  de  toife  quarrée  fc  trouve  divi- 
fé  en  12  rectangles  qu’on  nomme  pouces  de  toifes  quarrée , parce 
qu’ils  ont  un  pouce  de  hauteur  ôc  une  toife  de  bafe  ; enfin,  divifant 
la  hauteur  de  chaque  pouce  de  toife  quarrée  en  1 2 parties  égales, ôc 
menant  des  points  de  divifion  des  paralelles  à la  bafei  chaque  pouce 
de  toife  quarrée  fe  trouve  divife  en  12  petits  reêtangles  qui  ont 
une  ligne  de  hauteur,  ôc  une  toife  de  bafe,  ôc  qui  à caufe  de  cela, 
font  nommés  lignes  de  toife  quarrée.  De  façon  que  la  toife  quarrée 
contient  6 pieds  de  toifes  quarrée,  ou  72  pouces  de  toife  quar- 
rée, ou  enfin  85$  lignes  de  toife  quarrée  ; ôc  cette  maniéré  de 
divifer  la  toife  quarrée  convient  très  bien  non-feulement  ay  Cal- 
cul , mais  encore  à la  nature  des  chofes  ; car  il  eft  vifiblc  que  lorf- 
qu’on  multiplie , par  exemple,  une  toife  par  un  pied,  le  produit 
n’cft  ni  un  pied  ni  une  toife,  mais  une  toife  de  bafe  ôc  un  pied  de 
hauteur;  ôc  ainfi  des  autres. 

yp8.  Soit  de  même,  la  toife  cubique  BE,  ( Fig.  38 1.)  je  divife 
fa  hauteur  AB  en  6 parties  égales,  ôc  par  les  points  de  divifion  , 
je  fais  pafler  des  plans  paralelles  à la  bafe;  ce  qui  divife  la  toife 
cubique  en  6 paralellepipedes  égaux,  nommés  pieds  de  toife  cu- 
bique, à caufe  qu’ils  ont  chacun  un  pied  de  hauteur,  ôc  une  toife 
quarrée  de  bafe.  Je  divife  de  même  la  hauteur  de  chaque  pied 
de  toife  cubique  en  douze  parties  égales , ôc  par  les  points  dç 
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* divifion , faifant  pafler  des  plans  paralelles  à la  bafe , chaque  pied 
de  toife  cubique  fe  trouve  divifée  en  1 2 paralellepipedes  nom- 
més pouces  de  toifes  cubiques , parce  qu’ils  ont  un  pouce  de  hau- 
teur ôc  une  toife  quarrée  de  bafe.  Enfin  divifant  la  hauteur  de 
chaque  pouce  de  toife  cubique  en  1 2 parties  égales  , & par  les 
points  de  divifion,  faifant  pafTer  des  plans  paralelles  à la  bafe , cha- 
que pouce  de  toife  cubique  fe  trouve  divifé  en  12  paralellepipedes 
égaux,  nommés  Lignes  de  toife  cubique,  à caufe  qu’ils  ont  une  ligne 
de  hauteur , & une  toife  quarrée  de  bafe , de  façon  que  la  toife 
cubique  contient  6 pieds  de  toife  cubique,  ou  72  pouces  de  toife 
cubique  ou  864  lignes  de  toife  cubique. 

On  va  voir  dans  les  Exemples  fuivans , de  quelle  maniéré  le 
calcul  fe  fert  desdivifions  dont  nous  venons  de  parler.- 

ypy>.  Ier  Exemple.  Un  Mur  a 23  toifes  3 pieds  6 pouces  6 lignes 
de  longueur , & 2 toifes , 3 pieds , 6 pouces  , p lignes  de  hauteur , com- 
bien contient-il  de  toifes  quarrées  ? 

J’écris  le  nombre  a 


H 


multiplier,  & le  multipli-  '23toif.  3 pieds  6 pouc.  6 lign. 

cateur  à la  façon  ordinai-  23  6 p 

rè , les  toifes  fous  les  toi- 

fes , les  pieds  fous  les  ^ 1 1 

pieds , ôcc.  6c  comme  le  ^ x , 

nombre  2 des  toifes  du  1 * ^ g J ? 

multiplicateur, n’a  qu’un ; * 6 . 

cara&ére  ; je  multiplie  ô 1 toif.  1 pied  1 pouce  y lign.  fi- 
les toifes , pieds , pouces 

ôc  lignes  du  nombre  à multiplier  par  2 , en  difant  : 2 fois  6 lignes 
font  12  lignes  de  toife  quarrée  , ou  un  pouce.  J’écris  zéro  fous 
les  lignes , & je  retiens  1 ; 2 fois  6 pouces  font  12  ôc  1 de  rete- 
nu font  1 3 , ou  1 pied  de  toife  quarrée  ôc  un  pouce  ; j’écris  un 
pouce , ôc  je  retiens  1 ; 2 fois  3 pieds  font  6 ôc  1 de  retenu , 
font  7 ou  une  toife  quarrée  , ôc  t pied  que  j’écris  en  retenant  une 
toife , 6c  achevant  le  refte  à l’ordinaire , j’ai  47  toifes  1 pied  1 
pouce  o lignes  pour  le  produit  de  2 toifes. 

Pour  multiplier  par  3 pieds.  Je  dis  : fi  j’avois  à multiplier  par 
une  toife,  le  produit  feroit  23  toifes  quarrées  3 pieds,  6 pouces 
6 lignes  de  toife  quarrée  ; donc  3 pieds  qui  ne  font  que  la  moi- 
tié d’une  toife  ne  doivent  donner  que  la  moitié  de  ce  produit , 
& cette  moitié  eft  1 1 toifes  , 4 pieds,  ç pouces , 3 lignes. 

Six  pouces  font  le  fixiéme  de  3 pieds  ou  36  pouces  j or,  trois 
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pieds  ont  produit  1 1 toifes , 4 pieds  , 9 pouces , 3 lignes  ; donfi 
6 pouces  ne  doivent  donner  que  le  fixiéme  de  ce  produit , & ce 
fixiéme  eft  1 toife , y pieds , 9 pouces , 6 lignes 

Enfin , 9 lignes  font  le  huitième  de  6 pouces  ou  de  72  lignes  ; 
donc  9 lignes  ne  doivent  produire  que  la  huitième  partie  du  pro- 
duit que  6 pouces  ont  donné  5 ainfi  prenant  la  huitième  de  1 
toife,  y pieds,  9 pouces,  6 lignes  -j;  j’ai  1 pieds  , y pouces,  8 
lignes 

J’ajoute  enfemble  tous  les  produits  que  je  viens  de  trouver  ; 
& le  produit  total  61  toifes  1 pied,  1 pouce,  5 lignes  \l  eft  la 
furface  du  mur  propofé. 

600.  IIe.  Exemple.  Trouver  le  contenu  d’une  furface  plane  qui  a 
34  toifes  2 pieds  ,9  pouces , 8 lignes  de  largeur , & 23  toifes  4 pieds 
6 pouces , 8 lignes  de  hauteur. 

Je  néglige  les  2 pieds  9 pouces , 8 lignes  de  la  largeur  à caufe 
qu’il  feroit  trop  embarralfant  de  les  multiplier  par  les  23  toifes  de 
la  hauteur.  Multi- 
pliant donc  34  par 
2 3,  j’ai  les  deux  pro- 
duits 102  & 6 8 ran- 
gés comme  on  voit 
içi. 

Quatre  pieds  font 
les  deux  tiers  d’une 
toife.  Or , fi  je  mul- 
tipliois  J4  par  une 
toife  , le  produit  fe- 
roit 34;  donc  en  mul- 
tipliant par  4 pieds , 
le  produit  doit  être 
les  deux  tiers  de  34  ; 
mais  le  tiers  de  34 
eft  1 1 toifes  2 pieds , 
c’eft  pourquoi  j’écris  deux  fois  ce  produit  1 1 toifes  2 pieds. 

Six  pouces  font  le  quart  de  2 pieds  ou  de  24  pouces,  prenant 
donc  le  quart  de  ce  que  deux  pieds  m’ont  rendu , c’eft-à-dire  de 
1 1 toifes  2 pieds  j’ai  2 toiles  y pieds. 

Huit  lignes  font  la  neuvième  partie  de  6 pouces  ou  de  72 
lignes  ; ainfi  prenant  le  neuvième  de  ce  que  m’ont  produit  6 pou- 
ces, c’eft-à-dire  de  2 toifes  y pieds;  j’ai  o toifes  1 pied  10  pou- 
ces 8 lignes.  Je 


34 

toif.  2 

pieds  9 pouc. 

8 lign. 

23 
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8 
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818  toif.  y pieds  6 pouc.  8 lign. 
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Je  reviens  maintenant  aux  2 pieds  9 pouces  , 8 lignes  que 
j’avois  d’abord  négligé  i ôc  je  dis , fi  j’avois  à multiplier  1 toife  par 
23  toifes  4 pieds,  6 pouces,  8 lignes,  le  produit  léroit  23  toifes 
4 pieds  6 pouces  8 lignes  ; mais  je  n’ai  à multiplier  que  par  2 
pieds,  qui  eft  le  tiers  d’une  toife  ; donc  je  ne  dois  avoir  que  le 
tiers  de  ce  produit,  6c  ce  tiers  eft  7 toifes  y pieds  6 pouces  2 
lignes  *. 

Neuf  pouces  ne  font  pas  exaûement  contenus  dans  deux  pieds  ; 
c’eft  pourquoi,  je  partage  9 en  2 parties  6 6 c 3,  dont  l’une  6 eft 
le  quart  de  deux  pieds  ou  24  pouces  ,6c  l’autre  3 eft  la  moitié 
de  6.  Or,  puifque  6 pouces  eft  le  quart  de  2 pieds;  prenant  le 
quart  de  ce  que  2 pieds  ont  produit,  c’eft-à-dire  de  7 toifes  y 

t>ieds,  6 pouces,  2 lignes  f,  j’ai  1 toife  y pieds,  10  pouce*  6 
ignés  f. 

Pour  3 pouces  , je  prens  la  moitié  de  ce  dernier  produit , ce 
qui  donne  y pieds  1 1 pouces  3 lignes  j-. 

Huit  lignes  n’étant  pas  exaûement  contenues  dans  3 pouces 
ou  36  lignes,  je  partage  8 en  deux  parties  6 6c  2 , dont  la  pre» 
miere  6 eft  le  fixiéme  de  3 pouces,  ôc  l’autre  2 eft  le  tiers  de  6. 
Ainfi  prenant  le  fixiéme  de  ce  que  3 pouces  ont  produit , j’ai  1 ( 
pouces  10  lignes  £ , ôc  prenant  le  tiers  de  ce  dernier  produit , j’ai 
3 pieds  1 1 lignes  JJ. 

Enfin , ajoutant  tous  les  produits  enfemble  , le  produit  total 
8 1 8 toifes  y pieds  6 pouces , 6 lignes  eft  le  contenu  de  la  fur-; 
face  propofée. 

601.  Pour  faciliter  le  calcul , il  eft  quelquefois  néceflaire  de 
faire  des  fauftes  fuppofitions  , ainfi  qu’on  va  voir  dans  l’Exemple 
fuivant. 


6<f 2.  IIIe  Exemple.  Trouver  la  valeur  cC une  furface  qui  a 32 
toijes  de  largeur , & 2 y toifes  , 9 pouces  de  hauteur. 

Je  multiplie  d’abord  32  par  2y  , 
ce  qui  donne  les  deux  produits  t6o  32  toifes 
& 64,  difpofés  comme  on  les  voit  3 y toifes  o pieds  9 pouces 


Maintenant  comme  il  feroit  trop 
cmbarraflanr  de  chercher  ce  que 
p pouces  eft  à l’égard  d’une  toife  ; 
]c  fuppofe  que  j’aye  à multiplier  32 
toifes  par  un  pied  qui  eft  le  fixiéme  . 
d’une  toife  ; or,  fi  j’avoif  à multi- 
Tome  I. 


1 60  toifes 
64 

g z pieds 

2 4 

1 2 

804  toifes  o pieds 
Nnn 
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plier  par  une  toife,  le  produit  feroit  52  toiles  ; donc  en  multi- 
pliant par  un  pied  , je  dois  avoir  le  fixiéme  de  32  , c’eft-à-dire  , 
y toifes  2 pieds  que  j’écris  , mais  que  j’effacerai  enfuite  , parce 
qu’il  n’y  a point  de  pieds  dans  le  nombre  à multiplier. 

p pouces  n’étant  pas  exactement  contenus  dans  un  pied  ou  1 2 
pouces , je  divife  p en  2 parties  6 ôc  3 , dont  la  première  6 eft  la 
moitié  d’un  pied , ôc  l’autre  3 eft  la  moitié  de  6 , après  quoi  je 
prens  pour  6 pouces  la  moitié  de  y toifes  2 pieds , ce  qui  donne 

2 toifes  4 pieds,  ôt  pour  3 pouces  je  prens  la  moitié  de  2 toifes 
4 pieds,  ce  qui  donne  1 toile  2 pieds. 

J’efface  le  produit  y toifes  2 pieds  qui  vient  d’une  fauffe  fuppo- 
fition  , ôc  ajoutant  enfemble  les  autres  produits , j’ai  804  toifes 
pottr  la  valeur  de  la  furface  propofée. 

6 03.  Remarque.  Il  eft  bon  d’obferver  que  fi  l’on  demandoit 
d’extraire  la  racine  quarrée  d’un  produit  ou  d’une  furface  plane 
compofée  de  toifes  quarrées , de  pieds , pouces  ôc  lignes  de  toife 
quarrée , il  ne  fuffiroit  pas  de  réduire  tout  en  lignes  de  toife  quar- 
rée , mais  qu’il  faudroit  outre  cela  réduire  ces  lignes  en  lignes 
quarrées  , c’eft-à-dire  , multiplier  les  lignes  de  toife  quarrée  par 
le  nombre  de  lignes  quarrées  qu’elles  contiennent. 

Soit  le  produit  6 toifes  4 pieds  , o pouces  , 6 lignes  de  toife 
quarrée  dont  on  demande  d’extraire  la  racine  quarrée.  Je  réduis 
tout  en  lignes,  ce  qui  donne  y7 66  lignes  de  toife  quarréc.Or  com- 
me chacune  de  ces  lignes  eft  le  produit  d’une  toife  de  longueur 
par  une  ligne  de  hauteur,  ôc  qu’une  toife  contient  864  lignes , il 
s'enfuit  que  chaque  ligne  de  toife  quarrée  contient  864  lignes 
quarrées , multipliant  donc  y 7 66  par  864  le  produit  eft  498 1 824 
lignes  quarrées  , dont  la  racine  eft  2232  lignes  qui  font  2 toifes 

3 pieds  6 pouces  ; ôc  en  effet  fi  l’on  multiplie  2 toifes  3 pfeds  6 
pouces  par  2 toifes  3 pieds  pouces,  le  produit  fera  6 toifes  4 
pieds  , o pouces  6 lignes  comme  il  étoit  propofé. 

La  raifon  de  ceci  eft , que  les  lignes  de  toife  quarrée  étant  com- 
pofées  de  deux  quantités  de  différente  efpece  , c’eft-à  dire,  d’u- 
ne toife  de  longueur  ôc  d’une  ligne  de  hauteur , l’extraction  de  leur 
racine  ne  peut  donner  ni  des  lignes  ni  des  toifes , ôc  que  par  con- 
féquent  fi  l’on  veut  faire  cette  extraction , il  faut  néceffairement 
réduire  les  lignes  de  toife  quarrées  en  lignes  quarrées,  dont  la 
hauteur  ôc  la  longueur  font  de  même  efpece. 

Et  il  faut  faire  la  même  remarque  à l’égard  des  pieds  de  toife 
quarrée.  • 
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6 04.  IVe  Exemple.  Trouver  le  contenu  d'un  folide  qui  a 12 
toifes  3 pieds  4 pouces  de  longueur , 6 toi/es  a piedf  6 pouces  de  lar- 
geur, cr  1 3 toijes  4 pieds  de  hauteur. 

Je  multiplie  la  lon- 
gueur par  la  largeur, 
ce  qui  donne  80  toifes 
quarrées  3 pieds  9 
pouces  1 1 lignes  de 
toife  quarrée  ôc  ÿ de  li- 
gne. Je  multiplie  ce 
produit  par  la  hauteur 
j 3 toifes  4 pieds  , ce 
qui  donne  1 102  toifes 
cubiques  o pieds  3 
pouces  f 1 lignes  de 
toife  cutûque , & J de 
ligne  pour  la  folidité 
demandée. 

6oy.  Il  faut  encore 
remarquer  ici,  que  fi 
l’on  demandoit  d’ex- 
traire la  racine  cubi- 
que d’un  produit  coin- 
pofé  de  toifes  cubi- 
ques, de  pieds  pou-  «i°2toif.  o pieds  o pouc.  1 1 Iig.  - 

ces  & lignes  de  toife  cubique  , il  faudroit  non  feulement  tout  ré- 
duire en  lignes  de  toife  cubique , mais  encore  multiplier  ces  li- 
gnes par  le  nombre  de  lignes  cubiques  qu’elles  contiennent  , ou 
par  746495;  car  la  ligne  cubique  ayant  une  toife  quarrée  de  ba- 
fe , laquelle  vaut  746496  lignes  quarrées  (N.  394.  ) ôc  une  ligne 
de  hauteur  vaut  par  conféquent  746496  lignes  cubiques.  Après 
quoi , on  feroit  l’extraûion  de  la  racine  cubique  à l’ordinaire. 

Que  fi  outre  les  lignes  de  toife  cubique,  il  fe  trouvoit  une 
fraûion  de  ligne  par  exemple  £ on  prendroit  le  fixiéme  de  746496 
lignes  quarrées  qui  eft  la  valeur  d’une  ligne  de  toife  cubique,  ôc 
on  l’ajouteroit  aux  lignes  cubiques  qu’on  auroit  trouvé  en  faifant 
la  rédu&ion  ; ôc  fi  en  faifimt  cette  addition  il  fe  trouvoit  une 
fraâion  de  ligne  cubique , on  réduirait  tout  en  cette  fraction  ôcc. 

Nnn  ij 


1 2 toif.  3 pieds  4 pouc. 
626  6 lig. 


7Î 

4 

1 

0 

2 

1 

O 

0 

0 

1 

3 

6 

4 

4 

3 f 

1 

80  toif.  3 pieds  9 pouc.  nlig.j 
13  4 

240 

80 

26 

4 

26 

4 

6 

y 

1 

4 

3 

<t> 

* 

* 

8 

0 

0 

C 

10 

0 

0 

3 

S 

0 

0 

a 

3 7 

t 

— T 

0 

0 

0 

4 fî 

£ 

Digitized  by  Google 


E L E M E N S 


4<Î8 

Du  toije  des  Bois  de  Charpente , de  Menuiferie , de 
Charronnage  ôcc. 

606.  Le  bois  qui  a encore  toute  fon  écorce  fe  nomme  bois  en 
grume , celui  dont  on  a ôté  l’écorce  avec  la  hache,  & qu’on  a 
équarré  en  forme  de  paralellepipede  aflez  défeôtueux,  fe  nomme 
bois  de  brin,  enfin  celui  qu’on  équarre  avec  la  fcie,  fe  nomme 
bois  de  J ci  âge. 

Tout  bois  équarré  avec  la  hache  ou  avec  la  fcie  étant  fait  en  for- 
me de  parallepipede , a pour  bafe  une  figure  de  quatre  côtés  dont 
les  deux  dimenfions  qui  font  la  largeur  ôc  la  hauteur  du  bois , fe 
nomment  dimenfions  de  t équarrijfage , ôc  quand  ces  deux  dimen- 
fions font  inégales , le  bois  fe  nomme  mi-plat  ou  à deux  faces. 

L e bois  en  grume , c’eft-à-dire,  le  tronc  d’un  arbre , ou  fes  bran- 
ches , étant  toujours  fait  comme  une  efpece  de  colonne  ^ui  va  en 
diminuant , a par  conféquent  deux  baies  circulaires  , l’une  infe- 
rieure ôc  l’autre  fupérieure  , laquelle  eft  moindre  que  l’inférieure. 
C’eft  pourquoi  on  prend  ordinairement  fon  diamètre  vers  le  mi- 
lieu de  la  longueur,  pour  faire  une  jufte  compenfation.  Mais 
comme  l’écorce  eft  inutile  pour  les  ouvrages  qu’on  veut  faire  avec 
ces  fortes  de  bois,  on  retranche  trois  pouces  du  diamètre  & l’on 
quarre  le  relie,  ce  qui  donne  à la  vérité  un  équarriffage  plus  grand 
qu’il  ne  faut,  puifque  le  quarré  du  diamètre  eft  plus  grand  que 
fon  cercle , mais  ce  défaut  fe  trouve  compenfé  d’un  autre  côté 
par  les  trois  pouces  que  l’on  ôte  pour  l’écorce , n’y  ayant  guéres 
d’arbre  qui  en  ait  un  pouce  ôc  demi.  Après-tout , dans  ces  fortes 
de  marchés , il  vaut  mieux  fuivre  l’ufage  établi  parmi  les  Mar- 
chands , que  de  vouloir  les  aflujettir  à une  exaôlitude  géométrique 
à laquelle  ils  n’entendroient  nen , & qui  par-là  les  mettroit  fans 
cefle  dans  la  crainte  qu’on  ne  voulût  les  tromper. 

607.  La  mefure  dont  on  fe  fert  pour  les  bois  fe  nomme  fofive. 
C’eft  un  folide  AB  (Fig.  382.)  dont  la  longueur  ACeft  d’une  toi- 
fe  ou  6 pieds , la  largeur  AD  de  12  pouces  ou  1 pied  , ôc  la  hau- 
teur AH  de  6 pouces  , ainfi  ce  folide  eft  de  3 pieds  cubiques,  car 
multipliant  la  longueur  6 pieds  par  la  largeur  1 pied  , le  produit 
eft  fix  pieds  quarrés , lefquels  multipliés  par  la  hauteur  6 pouces 
ou  un  demi  pied  , donne  trois  pieds  cubiques. 

Si  l’on  coupe  la  hauteur  AH  en  fix  parties  égales  , ôc  que  par 
les  points  de  divifion  on  coupe  la  folive  paralellement  à fa  bafe 
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ou  dans  toute  fa  longueur,  la  folive  fe  trouvera  partagée  en  5 par- 
ties égales  qu’on  nomme  pieds  de  folive  ; de  même  divifant  la  hau- 
teur d’un  pied  de  folive  en  12  parties  égales  , ôt  coupant  le  pied 
dans  toute  fa  longueur  félon  ces  divifions , le  pied  de  folive  fera 
divifé  en  1 2 parties  égales  qu’on  nomme  pouces  de  folive , enfin 
divifant  la  hauteur  d'un  pouce  de  folive  en  1 2 parties  égales  , & 
coupant  le  pouce  dans  toute  fa  longueur  félon  ces  divifions , on 
aura  12  lignes  de  folive . Les  dimenfions  de  l’équarriflage  dans  la 
folive , font  la  largeur  AD , & la  hauteur  AH. 

608.  La  toife  cube,  comme  nous  avons  dit  ci-deflus , [N.  ypy.) 
contient  2 1 6 pieds  cubes,  & la  folive  en  contient  3;  divifant  donc 
2 1 6 par  3 , le  quotient  72  fait  voir  que  la  toife  cube  contient  72 
folives,ou  qu’elle  eft  72  fois  plus  grande  que  la  folive.  Or , com- 
me la  toife  cubique  contient  6 pieds  de  toife  cubique  , le  pied  1 2 
pouces  de  toife  cubique , & le  pouce  12  lignes  de  toife  cubique, 
de  même  que  la  folive  contient  6 pieds  de  folive , le  pied  1 2 pou- 
ces de  folive,  & le  pouce  12  lignes,  il  s’enfuit  que  les  pieds, 
pouces  & lignes  de  toife  cubique  font  aulD  72  fois  plus  grands 
que  les  pieds , pouces  & lignes  de  folive. 

tfop.  Après  ce  qui  vient  d’être  dit , il  eft  aifé  de  voir  que  fi  l’on 
toife  une  pièce  de  bois  à la  façon  ordinaire,  pour  avoir  fa  folidité 
en  toifes,  pieds,  pouces,  ôc  lignes  de  toife  cubique,  ôc  qu’on 
multiplie  enfuite  cette  folidité  par  72,  le  produit  fera  voir  com- 
bien cette  piece  de  bois  contient  de  folive  : en  voici  un  exemple. 

6 10.  Exemple.  Trouver  Je  nombre  de  folives  qu’on  peut  tirer 
d’un  tronc  d’arbre  dont  la  longueur  eft  de  4 toifes  3 pieds  , & le  dia- 
mètre pris  dans  le  milieu  de  la  longueur  eft  de  3 pieds  p pouces,  6 li - 

Je  retranche  du  diamètre  3 pouces,  pour  la  raifon  que  j’en  ai 
apportée  ci-deflus  ôc  j’ai  : o toifes  , 3 pieds , 6 pouces  6 lignes 
dont  je  fais  le  quarré  en  difant  : s’il  falloit  multiplier  par  une  toife  , 
le  produit  feroit  o toifes  3 pieds  6 pouces  6 lignes,  donc  en  mul- 
tipliant par  3 pieds  qui  eft  la  moitié  d’une  toife  , je  dois  avoir  la 
moitié  de  ce  produit,  & cette  moitié  eft  1 pied,  p pouces  3 li- 
gnes. 

Six  pouces  font  le  fixiéme  de  trois  pieds , c’eft  pourquoi  je 
prens  le  fixiéme  de  ce  que  3 pieds  ont  produit , ôc  ce  fixiéme  eft  3 
pouces  5 lignes  ôc  f. 

Pour  6 lignes  qui  font  le  douzième  de  6 pouces  , je  prens  le 
douzième  de  ce  que  6 pouces  ont  produit,  ce  qui  donne  3 lignes 

N n n iij 


4?o  # *• 

te  fj.  J’ajoute  tous  ces 
produits  enfemble  ôc  le 
produit  total  o toi.  2 
pieds  de  toife  quarrée  t 

Î)ouce  i ligne  , & ~ eft 
e quarré  du  diamètre. 

Je  multiplie  ce  quarré 
parla  longueur 4 toifes  3 
pieds  à la  façon  ordinai- 
re, & le  produit  1 toife 
cubique  3 pieds  4 pou- 
ces 1 o lignes  de  toife  cu- 
'bique , & ' J eft  la  folidi- 
■té  du  tronc. 

Pour  fçavoir  combien 
ce  produit  contient  de 
folive , je  le  multiplie  par 
72  , à caufe  que  la  toife 
cubique  contient  72  fo- 
lives , en  difant  une  fois 
72  fait  72  folives  ; pour 
trois  pieds  je  prens  3 6 
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qui  eft  la  moitié  de  72  ; pour  4 pouces  qui  font  le  neuvième  de  3 
pieds , je  prens  le  neuvième  de  3 6 qui  eft  4 ; je  partage  1 o lignes 
en  deux  parties  8 & 2 , dont  la  première  8 eft  le  fixiéme  de  4 
pouces  , fit  la  fécondé  2 eft  le  quart  de  8 i ainfi  je  prens  le  fixiéme 
de  4 folives , ce  qui  donne  4 pieds  de  folive , & prenant  enfuite  le 
quart  de  4 pieds , j’ai  un  pied  de  folive.  Pour  J-J  je  dis , deux  lignes 
m’ont  rendu  un  pied  de  folive , donc  une  ligne  doit  rendre  un  de- 
mi pied  ou  6 pouces , ôc  ceci  n’eft  qu’une  faufie  fuppofition  que 
j’effacerai , parce  quelle  ne  doit  pas  entrer  en  ligne  de  compte  ; 
or  , 6 pouces  font  72  lignes  dont  la  quarante  & huitième  partie 
eft  1 ligne  | ! multipliant  donc  1 ligne  ôc  - par  3 3 , le  produit  49 
lignes  -J  ou  4 pouces  1 ligne  \ eft  ce  que  doir  produire  la  fra&ion 
JJ.  J’ajoute  tous  ces  produits  enfemble,  & j’ai  1 1 2 folives  y pieds 
4 pouces  1 ligne  \ contenues  dans  le  tronc  propofé. 

6 1 1 . Si  la  piece  de  bois  à mefurer  èroit  équarrèe  avec  la  hache 
ou  la  feie  , ôc  que  fes  trois  dimenfinns  fufient  inégales  , on  mul- 
tiplieroit  fes  trois  dimenfions  les  unes  par  les  autres  pour  avoir 
fa  folidité,  ôc  l’on  multiplierait  fa  folidité  par  72 , ce  qui  donne-; 
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roît  le  nombre  de  folives  contenues  dans  la  piece. 

6 12.  Il  eft  indifférent  de  multiplier  d’abord  les  trois  dimen- 
fions  les  unes  par  les  autres,  & enfuite  la  folidité  par  7a  , ou  de 
multiplier  l’une  des  dimenfions  de  l’équarriffage  par  72,  ôc  en- 
fuite  par  les  autres  dimenfions;  car  le  produit  total  fera  toujours 
le  même,  puifque  les  multiplicateurs  feront  toujours  les  mêmes  ; 
or,  de-là  on  a tiré  une  autre  méthode  qui  abrégé  beaucoup  le 
calcul , ainfi  qu’on  va  voir. 

61  j.  Suppofons  le  même  tronc  d’arbre  de  l’Exemple  précé- 
dent , fon  diamètre  eft  o toifes  3 pieds , 6 pouces , 6 lignes.  Or, 
avant  de  le  multiplier  par  lui-même  , je  réduis  les  pieds  en  pou- 
ces , ôc  les  ajoutant  aux  6 pouces , j’ai  42  pouces  6 lignes.  Je 
mets  les  42  pouces  au  rang  des  toifes , ôc  par-là  je  fais  la  même 
chofe  que  fi  je  multipliois  42  pouces  par  72  , à caufe  que  la  toife 
eft  72  fois  plus  grande  que  le  pouce.  Quant  aux  6 lignes  je  vois 
que  fi  je  les  mets  au  rang  des  pieds  elles  deviendroient  144  fois 
plus  grandes,  à caufe  que  le  pied  contient  144  lignes,  & par 
conféquent  ces  lignes,  au  lieu  d’être  multipliées  par  72,  fe  rrou- 
veroient  multipliées  par  144  ou  2 fois  72 , ce  qui  eft  la  moitié 
trop;  c’eft  pourquoi  au  lieu  de  6 , je  ne  mets  au  rang  des  pieds 
que  la  moitié  de  6 , c’eft-à-dire  3.  J’ai  donc  42  toifes  3 pieds, 
qui  font  la  même  chofe  que  42  pouces  6 lignes , multipliées  par 


42  toifes  3 pieds 


6 pouc.  6 lig. 


72. 

Je  multiplie  42  toifes  3 
pieds  par  o toifes  3 pieds 
6 pouces  6 lignes  , 6c  le 
produit  2 j toifes  o pieds  6 
pouces  3 lignes  eft  72  fois 
plus  grand  qu’il  ne  faut  pour 
être  le  quarré  du  diamètre , 

& par  conféquent  ce  pro- 
duit eft  le  quarré  du  diamè- 
tre multiplié  par  72. 

Je  multiplie  ce  produit 
par  la  longueur  4 toifes  3 
pieds,  ôc  le  produit  112 
toifes , 3 pieds,  4 pouces , 1 ligne  eft  72  fois  plus  grand  qu’il 
ne  faut  pour  être  la  folidité  du  tronc  ; donc  ce  produit  eft  le  nom- 
bre de  folives  contenus  dans  ce  tronc. 
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Des  FraÜions  Décimales . 


6 14.  Si  au  lieu  de  diviferla  toife  en  pieds  , pouces  6c  lignes; 
on  la  divife  d’abord  en  dix  parties,chacune  defquelles  fera  ; puis 
chaque  dixiéme  en  dix  parties  qui  feront  des  dixiémes  de  dixié- 
mes ou  des  centièmes  ; puis  chaque  centième  en  dix  parties  qui 
feront  des  dixiémes  de  centièmes  ou  des  millièmes  , 6c  ainfi  de 
fuite , les  fradions  ^ , rsVs  > tsiso-ô  » nrôVr?»  &c.  feront  ce 
qu’on  appelle  Fraftion  décimales. 

6 1 y.  Les  dixiémes  fe  nomment  Primes , les  centièmes  fe  nom- 
ment Secondes , les  millièmes  Tierces , les  dix  millièmes  Quar- 
tes , ôcc. 

616.  Pour  n’avoir  pas  l’embarras  des  dénominateurs  8c  des 
numérateurs, on  écrit  1', a',  3',  ôcc.  au  lieu  de  7^,  -,’0>  6c c. 
de  même  au  lieu  de  7-55-,  7-5-5,  Ôcc.  on  écrit  i",  2",  y",  ôcc. 
au  lieu  de  7-55-5,  tïitssToVo*  on  écrit  i",  a'",  3"',  ôcc.  ôc 
ainfi  de  fuite  , de  façon  que  pour  dire  un  dix  millième  ou  une 
quarte , on  écrit  1 ,v;  pour  dire  une  quinte  on  marque  ir,  ôcc.  ôc 
enfin  , pour  marquer  un  entier,  ou  deux,  ou  3 , on  écrit  i°,  a®, 
3°,  ôcc. 

517.  Au  moyen  de  ceci,  il  eft  aifé  d’éviter  les  difficultés  ôc 
l’ennui  que  l’on  éprouve  fouvent  dans  le  calcul  ordinaire  des  frac-: 
tions  , ainfi  qu’on  va  voir. 

618.  Pour  réduire  30,  y'  à la  derniere  efpéce  , c’eft-à-dire  en 
prifmes  ; il  n’y  a qu’à  écrire  3 y7;  car  30  y 'font  la  même  chofe  que 
37*5  ; mais  pour  réduire  3 /„  en  dixiémes,  il  faut  multiplier  l'entier 
3 par  10,  ce  qui  fait  30,  ôc  y ajouter  y , ce  qui  fait  yy  , puis 
écrire  , ôc  f ' font  la  même  chofe  que  3 y'.  Donc , ôcc. 

Par  la  même  raifon,  fi  l’on  veut  réduire  a°.  3'.  4"  en  fa  derniere 
efpéce  » c’eft  à-dire  en  fécondés,  on  écrit  a 3+";  car  pour  réduire 
les  prifmes  ou  dixiémes  3 'en  cenriémcs,  il  faut  les  multiplier  par 
10 , ce  qui  fe  fait  en  écrivant  34",  à caufe  que  le  nombre  3 de- 
vient par-là  dix  fois  plus  grand  que  s’il  étoit  feul  ; ôc  pour  réduire 
l’entier  a°.  en  fécondés  ou  centièmes  ; il  faut  le  multiplier 

fiar  100,  ce  qui  fe  fait  encore  en  écrivant  334",  à caufe  que 
e nombre  2 devient  par-là  100  fois  plus  grand  qu’il  ne  faut. 
Donc , ôcc. 

619.  Pour  réduire  3 y' en  entier,  on  écrit  30.  y',  car  3 y fonda 
même  chofe  que  Or , pour  réduire  fj-  en  entier , il  faut  divi- 
fe* 
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fer  3 j par  io,  ôc  le  quotient  3 marque  trois  entiers  avec  un  relie 
1*3.  Donc,  &c.  De  même  pour  réduire  234"  en  entier,  on  écrit 
2°.  3'.  4" 5 car  par-là  le  nombre  3 devient  dix  fois  plus  petit,  puif- 
qu’il  çft  feul,  ôc  le  nombre  2 devient  100  fois  plus  petit.  Àinfi 
c’eftla  même  chofc  que  fi  on  avoit  divifé  234  par  100,  ce  qui 
donne  2 entiers,  6c  qu’on  eût  divifé  les  34  reltans  par  10,  d? 
qui  auroit  donne  3 dixiémes  , 6c  4 centièmes. 

620.  Pour  ajouter  20.  3'.  4*avec  30.  2'.  3";  on  réduit  l’un  ôc 
l’autre  nombre  à fa  derniere  efpéce,  ce  qui  donne  234*  ôc  323"; 
puis  ajoutant  l’un  à l’autre  on  a la  fomme  537" ou  30.  5'.  7";  6c 
pour  ajouter  2°.  3'.  4".  3'",  avec  30.  2'.  3",  on  réduit  l’un  6c  l’au- 
tre à fa  derniere  efpéce,  ce  qui  donne  2343"'  6c  323";  mais  com- 
me ces  deux  nombres  ne  font  pas  de  la  même  efpéce,  on  ajoute 
un  zéro  au  dernier , ce  qui  fait  3230*"  qui  eft  encore  le  même 
que  323",  à caufe  que  3 2 3"  eft  la  même  chofe  que-J-|£  6c  3230"' 
eft  la  même  que  , 6c  que  les  deux  fraûions  ôc  f*££,  ne 
font  pas-  différentes;  c’eft  pourquoi  ajoutant  enfemble  2343'"  ôc 
3230'",  la  fomme  fera  yyp ou  30.  $'.9".  3'". 

62t.  Pour  fouftraire  20.  3'.  4"  de  40.  y'.  3^,  on  réduit  tout  aux 
dernieres  efpéces,  ce  qui  donne  234"  6c  433";  puis  en  faifant  la 
fouftraftion  , le  relie  eft  219"  ou  20.  1 9" , ôc  pour  fouftraire 
2?43/'/  de  654",  on  ajoute  un  zéro  à ce  dernier,  ce  qui  donne 
634 o"' , puis  faifant  la  fouftraétion  le  relie  eft  4ip3/",  0U40.  1'. 
9 '•  ï* 

622.  Pour  multiplier  233"  par  32',  on  multiplie  à l’ordinaire, 
ce  qui  donne  7320 , 6c  ajoutant  le  caraétére  du  prime  avec  celui 
des  fécondés,  on écrit732o,,/;car233/' font  la  même  chofe  que 

, 6c  3 2!  font  la  même  chofe  que  ff  ; or , pour  multiplier  des 
centièmes  par  des  dixiémes  ou  100  par  jo,  il  n’y  a qu’a  ajouter 
un  zéro,  ce  qui  donne  des  77V7 , 6c  pour  exprimer  des  millièmes  ; 
par  exemple  3 , on  écrit  y"';  donc,  ôcc.  De  même  pour  multi- 
plier 233"  pîr  2331'",  on  multiplie  à l’ordinaire,  ce  qui  donne 
332481,  6c  ajoutant  enfemble  le  caractère  des  fécondés  avec 
celui  des  tierces,  on  écrit  33248iv,  6c  ainfi  des  autres  ; car  des 
fécondes  ou  des  777 , multipliés  par  des  tierces  ou  des  7—  > don- 
nent 77775  ou  des  quintes. 

623.  Pourdivifcr  2784*'par  232"  on  fait  la  diviGon  à l’ordi- 
naire, 6c  le  quotient  eft  12,  puis  retranchant  du  cara&ére  des 
tierces  le  caraétére  des  feconaes,  on  écrit  i2'ou  i°.  2';  car  des 
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tierces  ou  des  roVô  divifés  par  des  fécondés  oudes-ri^j  donnent 

des  dixiémes  ou  des  primes  , ôcc. 

624.  Ce  calcul  feroit  aufli  beau  qu’il  paroît  brillant , s’il  pou- 
voit  fe  faire  qu’on  réduisît  toutes  les  mefurcs  en  dixiéme*,  puis 
en  dixiémes  de  dixiémes,  ôcc.  mais  tant  que  les  diviftons  ou  fou- 
Vivifions  ordinaires  fubfifteront,  on  n’y  gagnera  rien  par  la  rai- 
fon  qu’on  fera  toujours  obligé  d’évaluer  les  primes , fécondés  , 
* ou  tierces  qu’on  trouvera. 

62 y.  Par  exemple,  fuppofons  qu’une  furface  ait  20.  3'  3"  de 
largeur  , & 30.  2'.  3"  de  hauteur.  Si  je  veux  trouver  la  valeur  de 
cette  furface , il  faut  que  je  multiplie  232" par  323",  ce  qui  don- 
ne 74P35‘y,  ou  70.  4P 3 6*T,  ou  7 toifes  quarrées  tVsïô*  Mainte- 
nant Il  je  veux  fçavoir  combien  cette  fraction  vaut  de  pieds  de 
toife  quarrée  ; il  faut  que  je  dife  par  Régie  de  trois  ; la  toife  étant 
divifée  en  10000  parties,  j’en  ai  493 <5 , la  même  toife  étant  divi- 
fée  en  6 pieds , combien  aurai- je  / Et  la  Régie  faite , je  trouve 
2 pieds  ôc  une  fra&ion  -~'oô  » ôc  pour  évaluer  cette  fécondé  frac- 
tion , il  faut  que  je  multiplie  le  numérateur  $6 16  par  1 2 , & que 
je  divife  le  produit  par  toooo  ; ce  qui  donne  1 1 pouces , ôc  une 
fraétion  > qu’il  faut  que  j’évalue  encore , ôc  ainfi  de  fuite  > 
or , il  eft  vifible  que  ces  évaluations  font  plus  pénibles  que  celles 
que  j’aurois  faites  , fi  je  m’étois  fervi  du  calcul  des  divifions  ôc 
foudivifions  ordinaires  , à caufe  que  les  numérateurs  ôc  dénomi- 
nateurs font  beaucoup  plus  grands  ; donc  il  eft  clair  aufli  qu’on 
ne  gagne  rien  par  le  calcul  des  décimales  , ôc  que  fi  l’on  paroît 
éviter  d’abord  quelques  difficultés  , on  fe  jette  néceflairement 
dans  des  plus  grandes  fur  la  fin  du  calcul. 


CHAPITRE  XII. 

DES  SECTIONS  CONIQUES. 

Définitions  Principes. 

C26.  T T N efpace  ABC  {Fig.  383.)  Terminé  par  une  courbe 
ABC  toujours  concave  du  même  côté,  étant  donné 
avec  plufieurs  lignes  droites  MN , OP , QR , ôcc.  paralelles  en- 
tr'elles,  ôc  qui  fe  terminent  de  part  ôc  d’autre  à la  courbe  ; s’ils  fe 
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trouve  une  ligne  droite  XZ  qui  coupe  lesparalelles  chacune  en 
deux  également , cette  droite  XZ  fe  nomme  Diamètre  de  la  cour- 
be quand  elle  n’eft  pas  perpendiculaire  fur  les  paralelles  , ôc  Axe 
quand  elle  cft  perpendiculaire.  Le  point  B ou  la  ligne  XZ  coupe 
la  courbe,  fe  nomme  Sommet  du  diamètre  ou  de  l’axe;  les  para- 
lelles MN,  OP,  Ôcc.  fe  nomment  Doubles  ordonnées , leurs  moi- 
tiés HN , VP,  font  les  Ordonnées , 6c  les  parties  BH , BV,  ôcc.du 
diamètre  ou  de  l’axe  comprifes  entre  le  fommet  B , ôc  chaque 
ordonnée  font  les  Abfcijjès.  Ainfi  l’abfciffe  de  l’ordonnée  HN  eft 
la  droite  BH  , celle  de  l’ordonnée  VP  eft  la  droite  BV , ôcc. 

Si  d’un  point  quelconque  M pris  fur  la  courbe  on  mene  une 
ordonnée  MH,  ôc  une  tangente  MX  qui  coupe  le  diamètre  ou 
l’axe  prolongé  en  X , la  partie  XH  de  cet  axe  ou  diamètre  com* 
prife  entre  la  tangente  À1X,  ôc  l’ordonnée  MH,  fe  nomme  la 
Soutangente,  ôc  fi  au  même  point  M on  élevé  fur  la  tangente  MX 
une  perpendiculaire  MY  qui  coupe  l’axe  en  Y,  la  partie  HY  de 
cet  axe  cfomprife  entre  l’ordonnée  MH  , ôc  la  perpendiculaire 
MY , fe  nomme  la  Souperpendiculaire.  C’eft  par  la  connoiflance 
de  ces  lignes  ôc  de  leurs  rapports  entr’elles  qu’on  connoît  les  pro- 
priétés des  courbes. 

627.  Si  l’on  fait  tourner  un  triangle  reÛangle  ABC  ( Fig.  3 84.) 
autour  du  côté  fixe  AB,  on  concevra  aifément  qu’il  décrira  un 
cône  droit  ACH,  Ôc  que  fes  élemens  DE,  FG  , ôcc.  paralelles  à 
la  bafe  CB,  décriront  des  cercles  qui  auront  tous  leurs  centres 
fur  la  droite  AB  qui  fera  par  conféquent  l’axe  du  cône.  Or , de- 
là il  fuit  i°.  qpe  fi  d’un  point  quelconque  Q de  la  circonférence 
de  la  bafe  du  cône , on  mene  une  droite  QÀ  au  fommet  A , cette 
droite  fera  toute  entière  fur  la  furface  du  cône,  puifqu’elle  ne  fera 
autre  chofe  que  la  droite  CA  du  triangle  générateur  ABC,  lorf- 
qu’en  tournant  il  fera  parvenu  à la  polition  ABQ.  20.  Qu’en  quel- 
que point  D qu’on  coupe  le  cône  par  un  plan  paralelle  à fa  bafe, 
ce  plan  fera  un  cercle , puifqu’il  ne  différera  pas  du  cercle  décrit 
par  l'élément  DE.  30.  Enfin,  que  fi  l’on  coupe  un  cône  par  un 
plan  perpendiculaire  fur  la  bafe  , ôc  qui  pafle  par  le  centre  B , la 
iection  fera  un  triangle;  car  l’axe  B A étant  perpendiculaire  fur  la 
bafe  fera  dans  le  plan  coupant,  lequel  par  conféquent  paffera  par 
le  fommet  A , ôt  la  commune  fection  du  plan  coupant , ôc  de  la 
bafe , fera  un  diamètre  CH  de  la  bafe  î ainfi  par  les  points  C ôc 
H , menant  au  fommet  les  droites  CA , CH  qui  feront  fur  la  fur- 
fàce  du  cône , comme  il  vient  d’être  dit , ces  droites  feront  avec 
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le  diamètre  CH  un  triangle  qui  fera  le  même  que  le  plan  cou 

pant. 

628.  Si  l’on  conçoit  dans  un  cône  BAC  (Fig-  38?)  la  fe&ion 
triangulaire  BAC , dans  laquelle  foit  une  ligne  DE  paralelle  à 
l’un  des  côtés  AB,  ôc  que  l’on  vienne  à couper  le  cône  par  un 
plan  perpendiculaire  au  triangle  ôc  qui  pafle  par  la  ligne  DE , la 
îeclion  fera  une  furface  plane  QDO  terminée  par  une  courbe 
QDO  , qu’on  nomme  parabole. 

629.  La  droite  DE  ejl  t'axe  de  la  parabole.  Car  fi  l’on  coupe  le 
cône  ôt  la  parabole  par  une  infinité  de  plans  MN,  ôcc.  paralelles  à 
la  bafe  BC  du  cône  , tous  ces  plans  ou  cercles  feront  perpendi- 
culaires fur  le  triangle  BAC  , à caufe  que  ce  triangle  eft  perpen- 
diculaire  fur  la  bafe  BC;  ôc  comme  la  parabole  eft  aufti  perpendi- 
culaire fur  le  même  triangle,  il  s’enfuit  que  les  droites  RT,  ôcc. 
OQ  qui  font  les  communes  feêlions  des  cercles  AIN , ôcc.  BC, 
& de  la  parabole,  feront  perpendiculaires  fur  le  triangle  (N. 
47S  ),  ôc  par  conféquent  fur  les  droites  AIN , BC  , DE  qui  font 
dans  le  plan  de  ce  triangle , ôc  qui  fe  coupent  aux  points  S,  E 
par  où  les  perpendiculaires  RT,  OQ  pafient  (N.  4 63);  or, 
AIN , ôcc.  BC,  font  les  diamètres  des  cercles , ôc  RT , ôcc.  OQ 
font  leurs  cordes  : donc  , puifque  ces  cordes  font  perpendiculai- 
res fur  leurs  diamètres,  elles  font  coupées  en  deux  également  en 
S , ôcc.  E > ôc  par  conféquent  la  droite  DE  qui  paffe  par  tous  ces 
points  coupe  les  droites  RT,  OQ  en  deux  également , ôc  à caufe 
qu’elle  leur  eft  perpendiculaire , elle  eft  leur  axe  ( N.  626  ). 

6 30.  La  principale  propriété  de  la  parabole  ejl,  que  Je  s quarrés  des 
ordonnées  ST,  EQ  font  entr  eux  comme  leurs abfcijfcs  DS  , DE. 

Dans  les  cercles  AIN  , BC,  nous  avons  ST  = AÏS  x SN  ôc 

ËQ- BE  x EC , donc"ST.  EQ  : : AIS  x SN.  BE  x EC.  Alais 
à caufe  des  paralelles  AB  , DE  les  paralelles  AÏS,  BE  font  éga- 
les ; donc  les  rectangles  AÏS  x SN  ôc  BEx  EC  ayant  une  dimen- 

lion  égale , font  entr’eux  comme  les  dimenfions  inégales  S N , EC 
— * » — - » 

ainfi  nous  avons  ST.  EQ  : : SN.  EC.  Alais  les  triangles  fembla- 

blcs  DSN , DEC  donnent  SN.  EC  : : DS.  DE.  donËST.ËQ  : : 
DS.  DE 

631.  Si  l’on  conçoit  dans  un  cône  droit  BAC  ( Fig.  jS5.  ) la 
lèction  triangulaire  BAC  avec  une  droite  DE  qui  coupe  les  côtés 
non  patalcllement  à la  bafe  BC  ,0c  qu’on  coupe  le  cône  par  un 
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Îlan  perpendiculaire  fur  le  triangle  , ôc  qui  parte  par  la  droite 
)E  , la  feétion  fera  une  furface  plane  terminée  par  une  courbe 
DTPEQR , qu’on  nomme  Ellipfe. 

"Si  l’on  coupe  le  cône  ôc  l’ellipfe  par  des  plans  FG,  HI  ôcc.  pa- 
ralelles  à la  bafe  BC,  on  démontrera  comme  dans  la  parabole  que 
les  communes  fe&ions  TR,  PQ,ôcc.  de  ces  plans  ou  cercles  Ôc  de 
l’ellipfe  , font  perpendiculaires  fur  la  droite  USE  qui  les  coupe  en 
deux  également , ôc  qui  par  conféquent  eft  leur  axe.  ( A7.  626  ). 

632.  La  principale  propriété  de  l' ellipfe  eft  que  les  quarrés  des  or- 
données TS  , PO  font  entr'eux  comme  les  retf  angles  DS  x SE , DO  x 
OE  des  parties  de  f axx  quelles  coupent. 

■-  - t 

A caufe  des  cercles  FG,  HI  nous  avons  TS  = FS  x SG,  ôc 

PÔ '=  HO  x Ol  ; doncTS.  PÔ'::  FS  x SG.  HOxOIjor, 
les  triangles  fcmblables  PSD,  HOD  donnent  FS.  HO::  DS. 
DO  , ôc  à caufe  des  triangles  fcmblables  GSE , IOE  nous  avons 
GS.  IO  ::SE.  OE  ; multipliant  donc  les  termes  de  ces  deux 
proportions  les  unes  par  les  autres , nous  aurons  FS  x GS.  HO  x 

- a 

IO  ::  DS  x SE.  DO  x OE  , mais  nous  venons  de  trouver  TS. 

PÔ'::  FS  x GS  ::  HO  x IO,  doncTs.  To  ::  DS  x SE.  DO 
x OE. 

633.  Si  l’on  conçoit  dans  un  cône  droit  BAC  ( Fig.  387.  ) la 
feôlion  triangulaire  BAC  avec  une  droite  DE  perpendiculaire  à 
la  bafe  BC , ôc  qui  foit  différente  de  l’axe , ôc  qu’on  coupe  le  cô- 
ne par  un  plan  perpendiculaire  au  triangle  ôc  qui  paffe  par  la  droi- 
te DE  , la  fetlion  fera  une  furface  plane  terminée  par  une  courbe 
DQO  , qu’on  nomme  Hyperbole. 

Si  l’on  coupe  l’hyperbole  ôc  le  cône  par  des  plans  MN  , ôcc. 

{•aralelles  à la  bafe  BC  , on  démontrera  comme  dans  la  parabo- 
e que  les  droites  RT,  OQ  font  perpendiculaires  fur  DE  qui  les 
coupe  en  deux  également,  ôc  qui  par  conféquent  eft  leur  axe. 
(N.  626). 

Si  l’on  conçoit  un  cône  XAZ  oppofé  au  fommet  BAC  , ôc 
qu’ayant  prolongé  le  côté  BA  du  triangle  BAC  en  Z , on  prolonge 
la  droite  DE  jufqu’à  la  rencontre  de  AZ  en  Z , la  partie  DZ  de 
cette  droite  comprife  entre  les  deux  cônes,  fe  nomme  premier  Axe 
de  l'hyperbole  ; nous  parlerons  du  fécond  axe  dans  la  fuite. 

6 34.  La  principale  propriété  de  f hyperbole  eft  que  les  qttarrés  des  or- 
données ST , EQ  &c.  J ont  entr’eux  comme  les  reclanylcs  SD  x SZ, 
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ED  x EZ  faits  fous  les  abfcijfes  SD,  ED  & les  droites  SZ,  EZ  qui 

font  l axe  ZD , prolongé  jufqu  aux  ordonnées. 

A caufe  des  cercles  MN , BC  nous  avons  TS  = MS  x SN , & 

QE  = BE  x EC  ; donc  TS.  QE  ::  MS  x SN.  BE  x EC  » mais 
les  triangles  femblables  MSZ,  BEZ  donnent  MS.  BE  SZ. 
EZ,  & à caufe  des  triangles  femblables  DSN,  DEC,  nous  avons 
SN.  EC  : : DS.  DE  ; multipliant  donc  les  termes  de  ces  deux 
dernieres  proportions  les  uns  par  les  autres  , nous  aurons  MS  x 
SN.  BE  x EC  ::  SZ  x DS  ::  EZ  x DE;  or,  nous  venons  de 

trouver  TS.  QE  : : MS  x SN.  BE  x EC  ; donc  TS.  QÉ  : : SZ  x 
DS.  EZ  x DE. 

Comme  il  feroit  trop  embarraflant  de  déduire  les  autres  pro- 
priétés des  feCtions  coniques  dans  le  cône  même  , nous  allons  les 
confidérer  dans  un  plan. 

Ve  la  Parabole  considérée  dans  un  Plan  hors  du  cône , 

63  J.  Problème.  Décrire  une parabole  fur  un  plan  (Fig.  388).' 

Je  prens  une  ligne  indéfinie  AÉ  que  je  nomme  la  Direflrice , 
fur  le  point  du  milieu  C,  j’éleve  une  perpendiculaire  indéfinie 
CS,  fur  laquelle  je  prens  à diferétion  deux  parties  égales  CD, 
DO  & je  nomme  le  point  O,  loyer  ; je  conçois  que  fur  tous  les 
points  deDSfoient  élevées  des  perpendiculaires  indéfinies  MN, 
PQ,  RT , VX  &c.  je  prens  avec  le  compas  la  diflance  HC  de  la 
perpendiculaire  PQ  à la  directrice , & portant  l’une  des  pointes  du 
compas  fur  le  foyer  O , je  décris  avec  cette  ouverture  un  arc  qui 
coupe  PQ  en  deux  points  P & Q ; je  prens  de  même  la  diflance 
LC  de  la  perpendiculaire  VX  à la  directrice , & portant  l’une  des 
pointes  du  compas  au  f&yer  O,  je  décris  avec  cette  ouverture  un 
arc  qui  coupe  la  perpendiculaire  en  deux  points  V , X ; je  fais  la 
même  choie  à l’égard  des  autres  perpendiculaires  , qui  par  con- 
féquent  me  donnent  routes  deux  points  également  éloignés  de 
CS  , à l’exception  de  la  droite  MN  qui  ne  me  donne  que  le  point 
D , à caufe  que  fa  diflance  DC  à la  directrice  étant  égale  à la  dis- 
tance OD , l’arc  que  je  décrirois  avec  cette  diflance  en  prenant 
le  foyer  pour  centre , ne  fait  que  toucher  cette  perpendiculaire 
MN  en  D fans  la  couper,  & quand  aux  autres  perpendiculaires 
telles  que  EF  qui  couperoient  la  partie  CD , il  eft  clair  qu’en  pre- 
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nant  leurs  diftances  GC  à la  directrice  , ôc  prenant  pour  centre  le 
foyer , l’arc  décrit  avec  cette  ouverture , ne  couperoit  point  la  per- 
pendiculaire à caufc de  OGplus  grand  que  GC. Faifant  donc  paf- 
fer  une  courbe  ZJéRPDQTXY  par  tous  les  points  trouves,  l’axe 
de  cette  courbe  eft  la  droite  DS,  fes  ordonnées  font  les  droites 
PH,  RO,  &c.  & fes  abfcifles  font  les  droites  DH,  DO  ôcc.  il 
relie  donc  à faire  voir  que  cette  courbe  eft  une  parabole. 

Il  y a ici  deux  fortes  d’ordonnées , les  unes  VL , ZK , ôcc.  qui 
font  en  delfous  du  foyer,  ôc  les  autres  telles  que  PH  qui  font  en- 
tre le  foyer  O & le  fomrnet  D.  Commençons  par  les  premières. 

Je  mene  du  foyer  O la  droite  OV  ( Fig.  389.  ) à l’extrémité  de 
l’ordonnée  VL;  ce  qui  me  donne  un  triangle  reCtangle  VOL, 

dans  lequel  j’ai  VL  = VO — OL  ôc  à caufc  de  VO=LC,  par 

la  conftruClion , j’ai  VL=  LC — OL,  & faifant  le  quarréLB  de 

LC  , ôc  le  quarté  LR  de  LO,  j’ai  le  quarré  VL  égal  au  gnomon 
ou  équerre  CBFIRO;  or,  la  ligne  CL  eft  divifée  en  deux  par- 
ties CO,  OL,  le  gnomon  contient  le  quarré  RB  de  la  partie  CO, 
plus,  deux  rectangles  égaux  CR,  RF  des  parties  CO,  OL  -t 
(A''.  140.)  ainfi  coupant  le  quarré  RB  en  deux  également  par  la  droi- 
te MN  paralellcà  RE, 6c  donnant  la  moitié  de  ce  quarré  à chacun 
des  deux  rectangles  > le  gnomon  fera  égal  à deux  fois  le  reCtangle 
IMNF,  c’cft-à-dirc  à IM  multiplié  par  deux  fois  IF;  or,  IM 
= DL  ; car  à caufe  de  HR  égal  à CO , 6c  du  point  M qui  divife 
HR  en  deux  également,  de  même  que  CO  eft  divifé  en  deux  ega- 
le  ment  en  D,  on  a DO=MR6c  DO-t-OL  = MR-+-RI=.MI, 
6c  IF  égal  à OC  à caufe  de  LC  = LF  ôc  deLI  = LO;  donc  le 
rectangle  IMNF  = DL  x OC  , ôc  par  conféquent  2IMNF 
=DL  x 2OC  ; c’eft-à-dirc  le  gnomon  ou  le  quarré  de  l’ordonnée 
VL , eft  égal  à l’abfcifle  corrcfpondanre  DL  multipliée  par  2 fois 
la  diftance  OC  du  foyer  à la  directrice,  ou  par  4 fois  la  diftance 
OD  du  foyer  au  fomrnet.  Or,  je  prouverai  de  la  même  façon 
que  le  quarré  de  l’ordonnée  ZY  eft  égal  à fon  abfcifle  DY  multi- 
pliée par  4 fois  la  diftance  OD,  donc  les  quarrés  des  ordonnées 
VL,  ZV,  6cc.  font  entr’eux  comme  leur  abfcilfes,  DL,  DV, 
6c  c.  multipliées  chacune  par40D,  ôc  par  conféquent  comme 
leur  abfcifles,  à caufe  du  multiplicateur  commun  4OD. 

Maintenant,  foit  une  ordonnée  PM  (Fig.  390.)  entre  le  foyer 
O ôc  le  fomrnet  D ; je  mene  du  foyer  O la  droite  OP,  ôc  dans 
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le  triangle  rectangle  PMO,  j’ai  PM  = PO — MO=MC — MO; 
car  par  la  conftrudion,  j’ai  PO  = MC;  je  fais  le  quarré  CH  de 
CM,  ôc  prenant  CL=  MO,  je  fais  le  quarré  CR  , 6c  par  co.n- 

féquent  le  quarré  PM  cft  égal  au  gnomon  MHASRL  qui  con- 
tient le  quarré  RH  de  la  partie  LM,  6c  deux  redangles  AR , RM 
des  parties  CL , LM  ; je  divife  le  quarré  RH  en  deux  également 
par  la  ligne  QX , 6c  donnant  la  moitié  de  ce  quarré  à chaque 
rectangle , le  gnomon  ou  le  quarré  PM  cft  égal  à 2 fois  le  recttyi- 
gle  SXQAou  à 2SXxSA;  maisSA  = LM,  ôc  LM  = îMD, 

à caufe  de  DO  = DC , 6c  de  MO  = CL  ; donc  le  quarré  PM 
— 2 SX  x 2MD  = 4SX  xMD , c’eft-à-dire  le  quarré  de  l’ordon- 
née PM  égal  à fon  abfciffe  MD  multipliée  par  4SX  ou  4CD  ou 
4DO  ; ainli  le  quarré  de  l’ordonnée  PM  eft  au  quarré  de  l’ordon- 
née VE,  qui  eft  au-delïbus  du  foyer , comme  l’abfcifle  DM  multi- 
pliée par  4DO,  cft  à l’abfcifle  DE  multipliée  par  4DO,  ou  comme 
DM  eft  à DE  ; donc  la  courbe  eft  une  parabole  (À'’.  630.). 

636.  La  droite  égale  à 4DO,  fe  nomme  Paramétré  de  l’axe. 

6 37.  Corollaire  Ier.  La  droite  MN(Fig.  par  a le  lie  aux 

ordonnées , & qui  pajffe  par  le  fommet  D , e fl  tangente  de  la  para- 
bole; car  tous  les  autres  points  de  la  parabole  font  au-dcflous  de 
cette  droite  par  la  conftrudion. 

Nota.  Que  lorfqu’on  veut  conftruire  une  parabole  par  plufieurs 
points,  cette  parabol#  fera  d’autant  plus  exade  que  les  perpendi- 
culaires PQ,  RT,  ôcc.  {Fig.  388.)  feront  plus  proches  entre- 
elles. 

6 38.  Corollaire  II.  Du  foyer  O ( Fig.  391.)  étant  menée un( 
droite  OS  qui  coupe  la  parabole  en  un  point  quelconque  V.  Je  dis  i °. 
Que  fi  du  point  V,  on  mette  une  perpendiculaire  VT  fur  la  directrice , 
cette  perpendiculaire  VT  fera  toujours  égale  à la  droite  VO,  comprife 
entre  la  courbe  & le  foyer.  20.  Quefi  du  point  X de  la  droite  SO  pris 
entre  la  courbe  & te  foyer , on  mené  une  perpendiculaire  XH  fur  la 
directrice , cette  perpendiculaire  fera  plus  grande  que  la  droite  XO 
comprife  en tr  elle  & te  foyer.  30.  Enfin  qne  fi  du  point  S de  la  droite 
OS  pris  hors  de  la  courbe , on  mene  une  perpendiculaire  SA  fur  la  di- 
rectrice , cette  perpendiculaire  SA  fera  plus  courte  que  la  droite  SO 
comprife  entr  elle  le  foyer. 

Du  point  V je  mene  l’ordonnée  VE  à l’axe , 6c  par  la  conftruc- 
jion  de  la  parabole,  j’aiEC=OV  ; mais  à caufe  des  paralel- 

les, 
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les \ j’ai  EC=  VT;  donc  VT  =VO  : ce  qu’il  falloir  i°.  dé- 
montrer. 

Du  point  X je  mene  XR  perpendiculaire  fur  TV  ; dans  le 
triangle  reCtangle  VRX,  l’hypoténufe  XV  eft  plus  grande  que  le 
côté  RV  ; or  nous  avons  TV=VO,  donc  TV — V R,  c’eft- à-dire 
TR  eft  plus  grand  que  VO — VX,  c’eft-à-dire  queXO;  mais 
TR=HX  ; donc  HX  eft  plus  grande  que  XO  : ce  qu’il  falloit  20. 
démontrer.  . 

Du  point  V je  mene  VM  perpendiculaire  fur  SA  , ôc  dans  le 
triangle  reCtangle  S MV  , j’ai  MS  plus  petite  que  SV;  or,  nous 
avons  TV  ou  AM=VO;  donc  AM-+-MS  eftplus  petite  que 
VO-+-  VS,  c’eft-à-dire  AS  plus  petite  que  SO  : ce  qu’il  falloit  30. 
démontrer. 

6 jp.  Corollaire  III.  Donc,  i°.  quand  la  perpendiculaire 
VT  menée  fur  la  directrice , eft  égale  à VO , le  point  V eft  fur  la 
courbe.  20.  Quand  la  perpendiculaire  XH  eft  plus  grande  que 
XO,  le  point  X eft  entre  la  courbe  ôc  le  foyer.  j°.  Quand  la  per- 
pendiculaire SA  eft  moindre  que  SO,  le  poinr  S eft  hors  de  la 
courbe. 

540.  Problème.  D'un  pint  donné  Y (Fig.  3P2.)  pris  fur  la 
courbe  d'une  parabole  hors  du  jommet  A de  l'axe  , mener  une  tangente 
à ta  parabole. 

Du  point  P je  mene  l’ordonnée  PS,  la  droite  PR  perpendicu- 
laire fur  la  directrice,  la  droite  PO  au  foyer  O,  ôc  joignant  la  droite 
RO,  que  je  di  vife  en  deux  également  en  H ; je  mene  par  les  points 
P , H la  droite  PHT  qui  eft  la  tangente  demandée. 

Car  fi  on  veut  que  la  droite  PT  touche  la  courbe  en  quel- 
qu’autre  ^oint  , ce  point  fera  , ou  entre  P & T comme  en 
M,  ou  en  delà  comme  en  Z;  fuppofé  donc  qu’il  foit  en  M, 
je  mene  du  point  M la  droite  MO  au  foyer,  la  droite  MR 
au  point  R,  & la  droite  MV  perpendiculaire  fur  la  directrice. 

Le  triangle RPO  eft  ifofcele;  car  PR  ==  NS  à eau fe  des  paralel- 
les , ôc  PO  = NS  par  la  conftruCtion  dt  la  parabole  J or  la  droite 
PH  étant  perpendiculaire  fur  le  milieu  de  RO  , tous  fes  points 
tels  que  Al  font  également  éloignés  de  R ôc  O ; donc  RM 
= MO,  ôc  le  triangle  RMO  eft  ifofcele  ; mais  dans  le  trian- 
gle reCtangle  RVM  , l’hypothenufe  RM  eft  plus  grande  que 
le  côté  MV  ; donc  MO  eft  aufli  plus  grand  que  MV , ôc  par 
conféquenr  le  point  M eft  hors  de  la  parabole  ( N.  63p.  ).  On 
Tome  /.  P p p 
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prouvera  de  la  même  façon  que  le  point  Z eft  hors  de  la  parabole. 

Donc  la  droite  ZT  ne  touche  la  parabole  qu’en  P. 

64 1 . Corollaire  1er.  La  fout  ange  nte  TS  eft  coupée  en  deux  éta- 
lement au fommet  A de  Laxe.  Les  triangles  reétangles  i'RH , THO 
font  femblables  ôc  égaux , à caufe  de  l’angle  aigu  RPT , égal  à 
fon  alterne  PTO,ce  qui  rend  les  trois  angles  égaux  chacun  à 
chacun  , & du  côté  RH  égal  au  côté  HO  ; donc  PR  = TO; 
maisPR  = NS,  doncTO  = NS,  & retranchant  de TO  la  partie 
AO,  fit  de  la  droite  NS  la  partie  NA  = AO  par  la  conftrudion 
de  la  parabole,  j’ai  TA  = AS. 

6 42.  CorollaireII.  Donc  pour  mener  une  tangente  d’un 
point  P , il  n’y  a qu’à  mener  l’ordonnée  , puis  prolonger  l’axe  au- 
delà  du  fommet  jufqu’à  ce  que  TA  foit  égal  à AS  , & mener  la 
droite  PT  qui  fera  la  tangente  demandée. 

643.  Corollaire  III.  Si  fur  le  point  d' attouchement  P on  éleve 
la  droite  PL  perpendiculaire  fur  la  tangente , la  fouperpendiculaire  SL 
ejl  égale  à la  moitié  du  paramétre.  La  droite  RO  étant  perpendicu- 
laire fur  la  tangente  eft  par  conféqucnt  paralelle  ôc  égale  à PL  à 
caufe  des  paralelles  PR,LN,  ôc  la  droite  RN  eft  aufti  égale  à 
PS;  donc  les  triangles  re&angles  PSL,  RNO  font  femblables 
& égaux  ôc  SL  = NO,  mais  NO  eft  la  moitié  du  paramétre 
( N.  636.)-,  donc  la  fouperpendiculaire  SL  eft  égale  à la  moitié 
du  paramétre. 

644.  Corollaire  IV.  Toutes  les  tangentes  qu’on  peut  mener  de 

tous  les  points  de  la  parabole  font  inclinées  entr elles , &fe  coupent  entre 
les  points  à' attouchement.  • 

Soient  les  points  d’attouchement  H,  Q (Fig.  39?.)  pris  l’un  à 
gauche  ôc  l’autre  à droite  de  l’axe  ; je  mene  les  ordonnées  HS , 
QE,  & faifant  AB  = AS,  & AC  = AE,  la  tangente  » point  H 
fera  HB , & la  tangente  au  point  Q fera  QC  ( N.  642.  ) ; ainfi 
comme  ces  deux  tangentes  font  inclinées  fur  l’axe  ; il  eft  clair 
qu’en  prolongeant  la  plus  courte  HB , elle  coupera  l’autre  en  un 
point  D qui  fera  entre  les  points  d’attouchement  H , Q. 

De  même  foient  les  points  d’attouchement  H , P pris  du  même 
côté  de  l’axe  ; menant  les  ordonnées  HS , P N,  & faifant  B A=AS , 
ôc  AT  égal  à AN , la  tangente  du  point  H fera  BH  ou  BX , & la 
tangente  du  point  P fera  PT  ; or , PT  ne  peut  aller  aboutir  en  T 
qui  eft  plus  éloigné  du  fommet  A que  le  point  B fans  couper  BX , 
& elle  ne  peut  couper  BX  entre  B!&  H ; par  exemple,  en  R ,' 
car  fi  cela étoit , il  faudroit  quelle  paflat  entre  l’axe  ôc  le  point 
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d'attouchement  H,  & par  conféquent  elle  couperoit  la  parabole, 
& ne  ferait  plus  tangente  ; donc  il  faut  néceffairement  qu’elle 
coupe  BX  en  quelque  point  M entre  les  points  d’attouchemens 
P & H. 

<J4f.  Corollaire  V.  Une  tangente  PT  (Fig.  394.)  ne  peut  tou- 
cher la  parabole  en  deux  points.  Si  l’on  veut  que  PT  touche  la  para- 
bole en  P & R , la  droite  PR  menée  entre  ces  deux  points  fera 
la  plus  courte  qu’on  puiffe  mener;  or,  l’arc  parabolique  PR  eft 
courbe , & comme  par  la  formation  de  la  parabole  dans  le  cône , 
fa  concavité  eft  toujours  tournée  vers  l’axe  , la  droite  PR  doit 
paflër  entre  l’axe  & la  courbe  ; donc  PR  doit  coupe^la  courbe 
au  lieu  de  la  toucher,  ce  qui  eft  contre  la  fuppofition. 

t>45.  Corollaire  VI.  D'un  même  point  r (Fig.  393.)  on  ne 
peut  mener  deux  tangentes.  Si  on  veut  qu’on  puiffe  en  mener  deux, 
la  fécondé  tangente  coupera  l’axe  en  un  point  C plus  près  du  fom- 
met  A que  le  point  T où  la  première  tangente  PT  la  coupe,  ou 
en  un  point  S plus  éloigné.  Suppofons  donc  qu’elle  la  coupe  en 
C.  Je  prens  AN  = CA  ; du  point  N , je  mene  l’ordonnée  NQ  , 
& du  point  Q parle  point  C,  je  mene  la  droite  QC  qui  fera  tan- 
gente en  Q,  puifque  la  foutangente  NC  eft  double  de  I’abfciffe 
AN  (;V.  541.);  ôc  CQ  prolongée  coupera  PT  en  un  point  M 
entre  les  points  d’attouchement  P,  Q ( A/.  644.).  Or,  la  fécondé 
tangente  menée  du  point  P au  point  C , paffera  néceffairement 
entre  M & Q ; car  autrement  elle  entrerait  dans  la  parabole  ; ainfi 
elle  coupera  CM  entre  M ôc  Q , & enfuite  en  Q,  ce  qui  n’eft 
pas  poffible  ; ôc  on  démontrerait  la  même  chofe  , fi  la  fécondé 
tangente  coupoit  l’axe  en  S. 

547.  Proposition  CXXIV.  Toutes  les  lignes  DK  ( Fig.  396.) 
par  ale  lies  à taxe  AB  coupent  la  parabole , & ne  la  coupent  qu'en  un 
point , & toutes  les  lignes  RT  qui  ne  font  pas  par  ale/les  à P axe , dr 
qui  coupent  la  parabole  en  un  point , la  coupent  encore  en  un  autre 
point. 

Les  quarrés  des  ordonnées  étant  entr’eux  comme  leurs  abfcif- 
fes,  il  eft  clair  qu’à  mefure  que  les  abfciffes  font  plus  grandes,  les 
quarrés  des  ordonnées  font  plus  grands  , & par  conféquent  les  or- 
données font  auffi  plus  grandes.  Ainfi  la  courbe  de  la  parabole 
s’éloigne  de  plus  en  plus  de  fon  axe;  or,  la  diftance  DN  de  la 
ligne  DK  à l’axe,  quelque  grande  qu’elle  foit,  eft  toujours  la 
même , à caufe  du  paralcllifme  ; donc  il  fe  trouvera  toujours 
quelque  ordonnée  OF  égale  à DN,  & par  conféque^iDK  cou- 
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pera  la  parabole  en  O,  aprè6  quoi  les  autres  ordonnées  croiflànt 
toujours,  la  courbe  s’éloignera  de  plus  en  plus  de  DK,  qui  par 
conféquent  ne  la  coupera  plus  » ce  qu’il  falloir  i°.  démontrer. 

Par  la  fuppofition  la  ligne  RT  eft  oblique  à l’axe  & coupe  la 
parabole  en  R,  Or,  de  tous  les  points  H,  X,  Ôcc.  de  l’arc  para- 
bôlique  indéfini  RHXP,  on  peut  mener  des  tangentes  MHN, 
SXQ  , ôcc.  6c  ces  tangentes  font  toutes  diverfement  inclinées, 
de  façon  que  les  inférieures  SXQ  coupent  les  fupérieures  MHN 
( N.  644.  ) ; ainll  les  angles  NHE,  QXF,  ôcc.  qu’elles  font  avec 
les  ordonnées  HE,XF  menées  des  points  d’attouchement  H, 
X , ôte.  \g>nt  en  augmentant  à mefure  que  les  points  d’attouche- 
ment s’éloignent  du  fommet  A de  la  parabole.  Donc  il  faut  né- 
ceflairement  qu’il  fc  trouve  quelque  tangente , telle  que  QXS  , 
qui  faffe  avec  l’ordonnée  XF  un  angle  QXF,  plus  grand  que  l’an- 
gle que  la  ligne  RT  fait  avec  la  même  ordonnée  tor,  en  ce  cas 
les  droites  QXS,  RTS  n’étant  pas  paralelles,  fe  couperont  en 
quelque  point  S,  6c  ce  point  fera  hors  de  la  parabole,  à caufc 
que  QXS  eft  tangente  ; donc  la  ligne  RT  qui  entre  dans  la  pa- 
rabole en  R,  ôc  qui  viendra  couper  la  tangente  QXS  en  S,  doit 
néceflairement  couper  la  parabole  en  un  autre  point  T. 

548.  Définition.  Toute  ligne  DK  paralelle  à l’axe  AB 
( Fig.  396.) , fe  nomme  Diamètre  de  la  parabole,  à caufe  qu’on 
peut  toujours  trouver  une  infinité  de  lignes  paralelles  entr’ellcs, 
6c  terminées  de  part  ôc  d’autre  à la  courbe  , lefquelles  feront 
coupées  chacune  en  deux  également  parla  ligne  DK,  comme 
il  fera  démontré  plus  bas. 

649.  Proposition  CXXV.  L'axe  AB  (Fig.  397.)  tm  diamè * 
tre  PR , & leurs  tangentes  AP , NT  aux  fommets  A,  N étant  donnés, 
le  triangle  T O h.  fan  par  ses  tangentes  & F axe  , tfl  égal  au  triangle 
PON  fait  par  les  mêmes  tangentes  & le  diamètre. 

Les  triangles  reftangles  TOA , PON  font  femblables,  à caufs 
de  l’angle  aigu  PNT,  égal  à fon  alterne  NTA;  mais  en  menant 
du  point  N l’ordonnée  NB  à l’axe , on  a PN  = AB , ôc  nous  avons 
suffi  AB  = AT  (N.  641.  ) ; donc  le  côté  AB  étant  égal  au  côté 
AT,  les  deux  triangles  font  non-feulement  femblables,  mais  en- 
core égaux. 

tfjo.  Corollaire.  Le  refiangle  PANB  fait  par  la  tangente  PA , 
t?  t ordonnée  NB , avec  F axe  & te  diamètre  ejl  égal  au  triangle  NTB 
fait  par  t autre  tangente  avec  t ordonnée  NB , & fa  foutangente.  Car 
fi  à chac4h  des  triangles  égaux  TOA,  PON,  on  ajoute  le  qua- 
drilatère OANB,  on  aura  PANB  ==  NTB. 
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tffi.  Cette  Propofirion  6c  fon  Corollaire  font  le  fondement 
de  prefque  tout  ce  que  nous  allons  dire,  ôc  par  conféquent  il 
faut  y faire  attention.  Il  faut  auffi  remarquer  que  les  tangentes 
NT,  AP  comprifes  entre  l’axe  ôc  le  diamètre  font  coupées 
chacune  également  au  point  O;  car  les  triangles  TOA,  PON 
femblables  ôc  égaux  donnent  NO  = OT,  ôc  PO=  OA. 

6$2.  Proposition  CXXVI.  L'axe  A B ( Fig.  398.  ) un 
diamètre  PR  & leur  tangente  AP  , NT  aux  fommets  A , N étant 
donnés , ft  d'un  point  quelconque  S pris  fur  la  courbe  on  mene  deux 
droites  Z SX,  CD,  par  ale  lies  aux  tangentes,  ilfe  formera  deux 
triangles , P un  SZD  avec  t axe,  & t autre  CSV  avec  le  diamètre  ; 
& je  dis  i°.  Oue  le  triangle  SZD  fait  par  les  paralelles  & taxe 
ejl  égal  au  réel  angle  PADC  fait  par  la  tangente  de  taxe  & fa  pa- 
ralelle  entre  taxe  & le  diamètre.  20.  Oue  le  triangle  CSV  fait  par 
les  mêmes  paralelles  & le  diamètre  ejl  égal  au  paraleilogramme 
NTZV  fait  par  la  tangente  du  (Uamètre  & fa  paralelle  comprifes 
entre  taxe  & le  diamètre. 

Commençons  par  le  triangle  fait  avec  l’axe  ; mais  auparavant 
il  faut  remarquer,  i°.  Que  le  point  d’où  l’on  mene  les  para- 
lelles peut-être  pris  entre  le  diamètre  ôc  l’axe  comme  le  point  S, 
& alors  le  triangle  fait  par  les  paralelles  ôc  l’axe  eft  ZSD , 20. 
Que  ce  point  peut  être  pris  en-delà  du  diamètre  comme  le 

F oint  X , auquel  cas  le  triangle  par  les  paralelles  XZ , XB  , ôc 
axe  eft  ZXB;  3*.  enfin,  que  ce  point  peut  être  pris  au-delà  de 
l’axe  comme  le  point  E,  ôc  alors  le  triangle  fait  par  les  para- 
lelles DC,  DH,  ôc  l’axe  eft  DEH.  Cela  pofé. 

Si  le  point  eft  en  S , je  fçais  que  le  triangle  TNQ  eft  égal  au 
reiftangle  PAQN  (A’,  ôyo);  or  à caufe  des  paralelles  NT, 
SZ  ôc  NQ,  SD,  ces  deux  triangles  font  femblables  ôc  font 
entr’eux  comme  les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues  NQ, 

SD;  donc  TNQ,  ZSD  ::  NQ,  SD;  mais  NQ,  SD  étant 

— — 1 " - » 

ordonnées  à l’axe,  nous  avons  NQ,  SD  ::  QA,  DA.  Donc 
TNQ,  ZSD  ::  QA,  DA,  ôc  multipliant  les  deux  derniers 
termes  par  la  même  grandeur  AP,  nous  aurons  TNQ,  ZSD 
: : QA  x AP , DA  x AP  ; or  QA  x AP  = PAQN  ôc  DA  x AP 
= PADC;  donc  TNQ,  ZSD  ::  PAQN,  PADC, mais  TNQ 
= PAQN;  donc  ZSD  = PADC. 

De  même  fi  le  point  d’où  l’on  mene  les  paralelles  eft  X,  le 
triangle  TNQ  eft  femblable  au  triangle  ZXB'fait  par  les^  para- 
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Jelles  ZX,  XB  & l’axe;  donc  on  aura  encore  TNQ,  ZXB 

::  NÎQ,"XB  ::  QA,  BA  : : QAxAP,  BA  x AP  : : PAQN, 
PABR;  or  TNQ  = PAQN;  donc  ZXB  = PABR. 

Enfin  fi  le  point  d’où  l’un  mène  les  paralelles  eft  E,  le  trian- 
gle TNQ  efl  encore  femblable  au  triangle  DEH  fait  par  les 
paralelles  & l’axe,  à caufe  de  l'angle  aigu  NTH  égal  à fon  al- 
terne THE;  donc  on  aura  encore  TNQ,  DEH  ::  NQ,  DE 
::  QA,  DA  ::  QA  x AP,  DA  x AP  ::  PAQN,  PADC;  oc 
TNQ  = PAQN;  donc  DEH  = PADC.  Ce  qu’il  falloit  t°. 
démontrer. 

Venons  au  triangle  fait  avec  les  paralelles  & le  diamètre; 
i°.  Si  le  point  d’où  l’on  mené  les  paralelles  eft  S,  le  triangle 
eft  CSV  ; or  je  dis  : le  triangle  TNQ  eft  égal  au  reftangle 
PAQN,  ôc  retranchant  du  triangle  TNQ  , le  triangle  ZSD, 
& du  rectangle  PAQN,  le  reétangle  PADC  égal  au  triangle 
ZSD  , comme  on  vient  de  voir , il  refte  TNLZ  -+-  SLQD 
= CDNQ  , & retranchant  la  partie  commune  SLQD  , il  refte 
TNLZ  = CSLN,  & ajoutant  de  part  & d’autre  le  triangle 
NLV,  nous  aurons  TNVZ=CSV. 

2°.  Si  le  point  d’où  l’on  mene  les  paralelles  eftX,  le  triangle 
fait  avec  les  paralelles  , & le  diamètre  eft  VXR.  Or  nous  avons 
trouvé  ZXB  = PABR,  retranchant  donc  du  triangle  ZXB, 
le  triangle  ZSD,  & du  reftangle  PABR,  le  re&angle  PADC 
= ZSD,  nous  aurons  SDBX  = CDBR,  & retranchant  la 
partie  commune  SDBRV,  nous  aurons  XVR  = CSV,  mais 
CSV  = NTZV  donc  XVR  = NTZV. 

3°.  Enfin,  fi  le  point  d’où  l’on  mene  les  paralelles  eft  E,  le 
triangle  fait  avec  les  paralelles,  & le  diamètre  fera  EKC;  or  le 
triangle  EDH  fait  par  les  mêmes  paralelles  avec  l’axe  eft  égal 
à PADC;  donc  le  triangle  EKC  = PAHK,  & retranchant  du 
fécond  membre  le  triangle  PNO,  & lui  donnant  en  fa  place 
le  ttiangle  TOA  = PON  (N.  549)  nous  aurons  EKC 
= NTHK,  ce  qu’il  falloit  en  fécond  lieu  démontter. 

3.  Corollaire.  Toute  ligne  SX  paralelle  à une  tangent * 
NT  & terminée  de  part  <àr  d autre  d la  courbe  parabolique , efl  di- 
vijee  en  deux  également  en  V par  le  diamètre  PR  qui  pqffe  par  le 
point  dé  attouchement.  Nous  venons  de  trouver  le  triangle  CSV 
égal  au  triangle  XVR  (IV.  652.)  or  ces  deux  triangles  font 
femblables  à caufe  des  angles  oppofés  au  fomrnet  égaux,  ôt 
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de  l’angle  aigu  VXR  égal  à Ton  alterne  VSC>  donc  les  côtés 
de  ce  triangle  font  égaux  , & nous  avons  SV  = VX. 

Nota.  On  a donc  eu  raifon  de  dire  ( N.  648  ) que  toute  ligne 
PR  paralelle  à l’axe  eft  un  diaméwe;  car  en  quelque  point  N 
que  cette  ligne  coupe  la  courbe,  on  n’aura  qu’à  mener  une 
tangente  par  ce  point,  & des  paralelles  à cette  tangente  com- 
prifes  entre  la  courbe , & l’on  prouvera  toujours  que  PR  eft 
un  diamètre  ; d’où  il  fuit  que  tous  les  diamètres  font  paralelles 
à l'axe. 

<5  y 4.  Corollaire  II.  Donc  les  moitiés  de  toutes  les  lignes  telles 
que  SV  paralelles  à une  tangente  NT  font  les  ordonnées  du  diamètre 
PR  qui  pajfe  par  le  point  d'attouchement  (N.  626.) 

dyy.  Corollaire  III.  Les  quarrés  des  ordonnées  à ttn  diamètre 
font  entreux  comme  les  abfcijjes  de  ce  diamètre. 

Soit  le  diamètre  PR  ( Fig.  359.)  l’axe  AB,  les  tangentes  NT, 
AP  & les  droites  SM,  ÈH  ordonnées  au  diamètre  PR;  je 
prolonge  ces  ordonnées  jufqu’à  l’axe , ôc  des  points  S , E je 
œene  des  droites  SI,  EL  paralelles  à la  tangente  AP.  Le 
-triangle  ISM  fait  par  deux  paralelles  aux  tangentes  & par  le 
diamètre,  eft  donc  égal  au  paralellogrammeNTOM  {N.  <5y 2.) 
& par  la  même  raifon  le  triangle  LEH  eft  égal  au  paralello- 
gramme  NTQHi  donc  ISM,  LEH  ::  NTOM , NTQHî 
mais  à caufe  de  la  fimilitude  des  triangles  ISM,  LEH,  nous 

avons  ISM,  LEH  ::  MS,  HE;  donc  MS,  HE  ::  NTOM, 
NTQH;  mais  ces  deux  derniers  termes  ou  paralellogrammes 
étant  entre  mêmes  paralelles  PR,  TB,  font  entr’eux  comme 

leur  bafes  NM , NH;  donc  MS*  HË*:  : NM,  NH. 

<îy  5.  Proposition  CXXVII.  Si  F on  cherche  une  troiftéme 
proportionnelle  à une  Æfcijfe  NM  ( Fig.  399.  ) d’un  diamètre  PR 
dr  à fon  ordonnée  MS , les  quarrés  des  ordonnées  à ce  diamètre  fe- 
ront époux  à leurs  Abfcijfes  multipliées  par  cette  troiftéme  propor- 
tionnelle. 

— ■ ■ » - ■ t 

Nous  avons  MS,  HE  : : NM,  NH  {N.  5yy.)  ; nommant 
donc  la  troiftéme  proportionnelle  * , & multipliant  les  deux 

Abfcilfes  parla  même  grandeur  x , nous  aurons  encore  MS, 
— — * 

HE.  ::  NMx*.  NHxx;  mais  à caufe  de  la  proportion  con- 

— — * 

tinue  NM.  MS.  .v,  nous  ayons  MS  = NMxx,  c’eft-à-dire 
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les  deux  antécedens  MS , NMx  x de  la  proportion  MS.  HE  :: 

NM  x x.  NH  x x font  égaux  ; donc  les  deux  conféquens  HE  , 
NHxx  font  aulTi  égaux. 

La  troifiéme  proportionnelle  à l’abfcifle  NM  , & à l’or- 
donnée MS  d’un  diamètre  PR,  fe  nomme  le  Paramétre  de  ce  dia- 
mètre , à caufe  que  cette  proportionnelle  multipliant  l’abfcifle  , 
fait  un  produit  égal  au  quarré  de  l’ordonnée , de  même  qu’à  l’é- 
gard de  l’axe , le  produit  de  l’abfcifTe  par  le  paramétre  eft  égal  au 
quarré  de  l’ordonnée. 

658.  Corollaire  Ier.  Le  paramétre  d un  diamètre  ayant  été  pris 
troifiéme  proportionnel  à une  abficijfie  NM , & à fin  ordonnée  MS , ejl 

oufji  troifiéme  proportionnel  à une  autre  abficijfie  quelconque  NH , & à 

— ■ * 

fin  ordonnée  HE.  Car  nommant  ce  paramétre  x , nous  avons  HE 
=NHx*  ( N.  6 $6.  );  donc  : : NH.  HE.  x. 

6^9.  C O R O L L A l R E II.  Si  du  fimmet  N d'un  diamètre  PR 
( Fig.  400.  ) , on  mene  une  ordonnée  NB  à l'axe , le  paramètre  du  dia- 
mètre PR  fiera  égal  au  paramétre  de  P axe,  plus  quatre  fois  rabficijfie 
AB  de  cet  axe.  Du  fommet  A , je  mene  l’ordonnée  AR  au  diamè- 
tre PR;  ainfi  le  paramétre  du  diamètre  fera  une  troifiéme  pro- 
portionnelle à l’ablcifle  NR,  & à l’ordonnée  AR;  mais  à caufe 
des  paralelles  NT , RA,  & NR.,  TA  ; nous  avons  NR  = TA, 
& AR==  NT  ; donc  le  paramétre  du  diamètre  fera  troifiéme  pro- 
portionnelle à la  moitié  TA  de  lafoutangenteTB,  & à la  tangente 

NT,  & parconféquent  : : TA.  TN. *;d’où  je  tire  TN=TA  x*; 

mais  à caufe  du  triangle  rectangle  NTB  ; j’ai  TN  = NB-+-Tl5 

= ABx4AO-t-4TA  = TAx  4AO  -H4TA  ; car  TA  = BA 

( N.  641.) , & parla  propriété  de  la  parabole  NB  = AB  x 4AO 
=TA  x 4AO,  en  fuppofant  que  le  point  O foit  le  foyer  ; comparant 

- — 1 

donc  enfemble  les  deux  valeurs  deTN;  j’ai  TAx*  = TAx4AO 

-+-  4T  A ; & di  vifant  tout  par  T A , le  quotient  eft  *=4  A 0-t-4T  A 
= 4AO  -+-  4AB , c’eft-à-dire  le  paramétre  du  diamètre  PR  eft 
égal  à 4ÀO  ou  au  paramétre  de  1 axe , plus  quatre  fois  l’abfcifle 
AB. 

660.  Corollaire  III.  Si  du  fommet  N d’un  diamètre  PR 
( Fig.  400.  ) , on  mene  la  droite  NO  au  foyer , cette  droite  fera  le  quare 
dit  paramétre  du  diamètre  PR  , de  même  que  la  droite  A O 'menée  du 

fiommet 
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fommet  de  t axe  au  foyer , efl  le  quart  du  paramétre  de  t axe. 

Je  mene  la  dire&rice  PQ  , & j’ai  NO  = LB=  AB -+- LA; 
c’eft-à-dire  NO  égal  à l’ablcifle  AB  de  l’axe,  plus  le  quart  du  pa- 
ramétre de  cet  axe.  Mais  le  paramétre  du  diamètre  eft  égal  à 4 
fois  l’abfciffe  AB , plus  le  paramétre  ou  4L  A ( N.  6yp.  ) ; donc  le 
paramétre  du  diamètre  eft  quadruple  de  NO. 

66 1.  Corollaire  IV.  L'angle  ONT  fait  par  la  droite  NO 
menée  du  fommet  N du  diamètre  PR  au  foyer  O,  avec  la  tangente 
NT  efl  égal  à t angle  XNR  fait  par  la  même  tangente  avec  le  diamè- 
tre PR. 

Du  point  P où  le  diamètre  PR  coupe  la  directrice  ; je  mene  au 
foyer  la  droite  POiainfi  la  tangente  NT  coupe  PO  en  Z en  deux 
également  ( IV.  6yo.  ),ôcà  caufe  des  triangles  femblables  & égaux 
PZN,  TZO,  j’aiPN  =TO;  maisPN  = LB  = NO  parlaconf- 
tru&ion  de  la  parabole  ; donc  NO  = TO;  & par  conféquent  le 
triangle  NOT étant  ifofcele,  l’angle  TNO  eft  égal  à l’angle  NTO; 
mais  celui-ci  eft  égal  à l’angle  XNR,  à caufe  des  paralellesPR, 
TB  ; donc  l’angle  ONT  eft  égal  à l’angle  XNR. 

662.  Proposition  CXXVIII.  Deux  diamètres , ou  taxe  & deux 
diamètres  étant  donnés  avec  leurs  tangentes  PO , OM  ( Fig.  40 1 . ) , 
fi  ton  mene  d'un  point  et attouchement  à t autre  la  droite  PM,  ^ qu'on 
la  divife  en  deux  également  en  V , la  droite  OV  qui  pajfera  par  le 
point  V y dr  par  le  point  O où  les  deux  tangentes  Je  coupent , fera  le 
diamètre  de  la  droite  PM  & de  fes  paralelles. 

La  droite  PM  & fes  paralelles  ont  néceflairement  un  diamètre, 
car  les  tangentes  en  nombre  infini  qu’on  peut  mener  fur  tous  les 
points  de  l’arc  parabolique  PM,  étant  toutes  diverfement  incli- 
nées entr’elles  > il  faudra  bien  qu’il  y en  ait  quelqu’une  qui  foit 
paralelle  à la  droite  PM,  & par  conféquent  du  point  d’attouche- 
ment de  cette  tangente,  menant  une  ligne  paralelle  à l’axe,  cette 
ligne  coupera  PM,  ôc  fes  paralelles  chacune  en  deux  également 
( Al.  tfyj.).  Si  l’on  veut  donc  que  la  ligne  OV  qui  coupe  PM, 
ne  coupe  pas  les  paralelles  à PM  auffi  en  deux  également  ; il  y 
aura  donc  quelqu’autre  ligne  qui  paflera  par  le  point  V , & qui 
divifera  les  paralelles  en  deux  également,  & cette  ligne  prendra 
fa  dire&ion  ou  à droite  ou  à gauche  du  point  O où  les  tangentes 
PO,  MO  fe  coupent,  lequel  point  eft  entre  les  points  P,  M d’at- 
touchement ( IV.  544.  ) ; fuppofons  donc  que  ce  foit  la  ligne  V L, 
du  point  L , je  mene  la  droite  LP,  laquelle  coupera  la  parabole, 
à caufe  que  PO  qui  pafTe  par  le  même  point  P eft  tangente  ; ainfi 
Tome  I,  Q q q 
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PL  aura  une  partie  PE  dans  la  parabole.  Je  mène  une  droite  ST 
paralelle  à PM,  ôc  qui  coupe  PE  en  un  point  R,  Ôc  je  prolonge 
ST  en  H.  Les  triangles  femblables  LPV  ,LRK,  donnent  PV. 
RK  ::  VL.  KL;  ôc  à caufe  des  triangles  femblables  LVM  , 
LKH , j’ai  VM.KH  ::  VL.  KL,  donc  PV.  RK  ::  VM.  KH  j 
or,  PV  = VM;  donc  RK  = KH, mais  SK  eft  plus  grand  que 
RK,  6c  au  contraire  KT  eft  moindre  que  KH  ;*donc  SK  eft 
plus  grand  que  KT,  ôc  par  conféquent  la  droite  LV  qui  divife 
PM  en  deux  parties  égales  , ne  divife  pas  en  deux  également  la 
droite  ST  paralelle  à PM  ; d’où  il  fuit  quelle  n’eft  pas  un  dia- 
mètre. 

On  démontrera  de  la  même  façon  que  toute  autre  ligne  qui 
pafiera  par  le  point  V,  & qui  prendra  fa  direction  entre  P & O, 
ne  fera  pas  un  diamètre  ; donc  puifqu’il  doit  y en  avoir  un , il  faut 
néceffairement  que  ce  foit  la  droite  VO. 

66 3.  Corollaire.  La  droite  VO  menée  du  point  O où  les 
tangentes  fe  coupent,  fur  le  milieu  de  la  droite  PM  qui  joint  les 
points  d’attouchement  eft  paralelle  aux  diamètres  PZ , MN  ; car 
tous  les  diamètres  d’une  parabole  doivent  être  paralelles  à l’axe 
( TV.  648 , ôc  par  conféquent  paralelles  entr’eux. 

66$.  Remarque.  Tout  ce  que  nous  avons  dit  ( N.  649 , 690  ; 
&<Sf  2.),  à l’égard  de  l’axe  6c  d’un  diamètre  peut  fe  démontrer 
aufti  à l’égard  de  deux  diamètres  par  le  moyen  de  la  Propofition 
précédente. 

Soit  par  exemple , les  deux  diamètres  PZ , MN  ( Fig.  402.  ) , 
ôc  leurs  tangentes  PT,  MD  qui  fe  coupent  en  O ; je  mene  la 
droite  PM,  que  je  divife  en  deux  également  en  V î je  mene  aufti 
la  droite  VO  , laquelle  étant  un  diamètre  ( N.  662.  ) eft  paralelle 
aux  deux  diamètres  PZ,  MN;du  point  P,  je  mene  PN  paralelle 
à la  tangente  MD  , ôc  du  point  M la  droite  MZ  paralelle  à la  tan- 
gente PT , 6c  par  conféquent  PN  eft  ordonnée  au  diamètre  MN, 
6c  MZ  eft  ordonnée  au  diamètre  PZ  ; 6c  la  figure  POMR  eft 
un  paralellogramme.  Or,  la  diagonale  PM  eft  divifée  en  deux 
également  en  V par  la  droite  OV  ; donc  cette  droite  OV  étant 
prolongée  doit  être  l’autre  diagonale,  6c  pafler  par  le  point  R.' 
Ainfi  à caufe  des  paralelles  PT , ZM  les  paralelles  PZ,  OR,  TM 
font  égales  , c’eft-a-dire  OR  eft  égale  à chacune  des  droites  PZ, 
TM;  6c  à caufe  des  paralelles  DM,  PN  la  droite  OR  eft  aufti 
égale  à chacune  des  droites  PD , NM  ; d’où  il  fuit  que  les  quatre 
lignes  TM, MN,  PD,  PZ  font  égales. 
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Donc  i°.  A caufe  de  TM  = MN  , la  foutangente  TN  du  dia- 
mètre MN  eft  divifée  en  deux  également  au  fommctM  de  ce  dia- 
mètre , & par  conféquent  elle  eft  double  de  l’abfcifle  AIN  , & à 
caufe  de  DP  = PZ , la  foutangente  DZ  du  diamètre  PZ  eft  dou- 
ble del’abfciffePZ. 

Donc  2°.  Les  triangles  DOP,  TOM  faits  par  les  tangentes  ôc 
les  diamètres  font  égaux , car  ces  triangles  font  femblables , ôc  le 
côté  PD  eft  égal  au  côté  TM. 

Donc  30.  Le  triangle  PTN  fait  par  la  tangente  PT,  par  la  fou- 
tangente TN  ôc  par  l’ordonnée  PN  au  diamètre  MN  , eft  égal  au 
paralellogramme  MNPD  fait  par  la  même  ordonnée  PN  & parla 
tangente  MD  du  même  diamètre  MN  comprifes  entre  les  deux 
diamètres.  Car  fi  à chacun  des  triangles  égaux  TOM  , DOP  on 
ajoute  la  partie  commune  OPNM,  on  aura  PTN  = MNPD.  6c 
on  démontrera  de  même  que  MDZ  = PZMT. 

Donc  40.  Si  d’un  point  quelconques  (Fig.  403.)  pris  fur  la  cour- 
be , on  mene  XR  , LH  paralelles  aux  deux  tangentes  TP , MD, 
le  triangle  HSR  faits  par  les  deux  paralelles  avec  le  diamètre  MN, 
eft  égal  au  paralellogramme  MDXR  fait  par  la  tangente  MD  de 
ce  diamètre,  ôc  fa  paralelle  comprife  entre  les  deux  diamètres.  Car 
menant  du  point  P l’ordonnée  PN , nous  aurons  TPN=MDPN , 
comme  on  vient  devoir:  or,  les  triangles  TPN , HSR  étant  fem- 
blables, nous  avons  TPN.  HSR  ::  PN.  SR,  maisPN,  SR  étant 

ordonnées  au  diamètre  MN , donnent  PN.  SR  : : MN.  MR , 
donc  TPN.  HSR  ::  MN.  MR  ; mais  les  paralellogrammes 
MNPD , MRXDétant  entre  deux  paralelles,  font  cntr’eux  com- 
me leur  bafe  MN.  MR , donc  TPN.  HSR  ::  MNPD.  RXD , 
or  , TPN  = MNPD , donc  HSR  = MRXD. 

Et  on  prouvera  de  même  que  l’autre  triangle  XSL  fait  par  les 
deux  paralelles,  ôc  l’autre  diamètre  eft  égal  au  paralellogramme 
fait  par  la  tangente  PT  de  ce  diamètre  , ôc  par  fa  paralelle  com- 
prifes entre  les  diamètres;  car  de  l’autre  point  d’attouchement  M 
menant  l’ordonnée  MZ  au  diamètre  PZ  ; les  triangles  femblables 
DMZ,  XSL  feront  entr’cux  comme  les  quartés  de  leurs  bafes  ou 
des  ordonnées  MZ , SL,  ôc  par  conféquent  comme  les  abfcifles 
PZ,  PL,  ou  comme  les  paralellogrammes  PTMZ.,  PTHL  qui 
font  dans  la  même  raifon  que  leurs  bafes  PZ  , PL,  à caufe  qu’ils 
font  entre  deux  paralelles  ; donc  on  aura  DMZ.  XSL  : : PTMZ. 
PTHL.  mais  DMZ  = PTMZ , donc  XSL  = PTHL. 

.Qqqij 
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Et  on  prouvera  la  même  chofe  en  quelque  point  de  la  courbe 
que  foit  le  point  S. 

66$.  Corollaire.  Dans  la  parabole,  deux  tangentes  PT, 
DM  ( Fig.  403.  ) qui  fe  coupent  en  allant  aboutir  aux  diamètres  oppo- 
fés , fe  coupent  chacune  en  deux  parties  égales , car  les  triangles 
DOP , TOM  étant  femblables  & égaux,  on  a PO  = OT  , ôc 
DO  = OM. 

666.  Proposition.  CXXIX.  Deux  diamètres  PZ,  MN(Fig. 
404.  ) étant  donnés  avec  leurs  tangentes  PT , MD , ft  Ton  prend  fur  la 
courbe  deux  points  R,  S,  entre  les  deux  fommets  P & M , & que  de  cha- 
cun de  ces  points  on  mene  des  droites  RL,  RC,  SH  ou  IH,  SE  ou  XE, 
paralelles  aux  tangentes , le  trapezoïde  QCES  fait  avec  le  diamètre 
MN , par  les  deux  paralelles  QC,SE  qui  le  coupent , <ér  par  la  plus  pro- 
che HS  des  deux  autres , efl  égal  au  trapezoïde  LRQH  fait  avec  l au- 
tre diamètre  PZ  par  les  deux  paralelles  QH , RL  qui  le  coupent , &. 
par  la  plus  proche  RC  des  deux  autres. 

A caufe  que  RC,  LN  font  paralelles  aux  tangentes,  nous  avons 
CRN  = NMDL  ( N.  664.  ) & retranchant  de  part  & d’autre  la 
partie  commune  RBMN , nous  aurons  CBM  = BDLR  ; de  mê- 
me à caufe  des  droites  HI , SE  paralelles  aux  tangentes , nous 
avons  ESI=  IHDM  , & retranchant  de  part  & d’autre  la  partie 
commune  SVMI , nous  aurons  EVM  = VDHS,  & par  confé- 
quent  CBM  — EVM  = BDLR  — VDHS  ; mais  CBM 
— EVM  = CBVEj  donc  CBVE  = BDLR  — VDHS,  ou 
CB  VE  -4-  VDHS  = BDLR , & retranchant  de  part  & d’autre  la 
partie  commune  VDHS , nous  aurons  enfin  CQSE  = HQRL. 

66-j.  Corollaire.  Si  on  ajoute  à chacun  des  trapezoïdes 
égaux  CQSE  , HQRL  le  petit  paralellogramme  QRXS  , nous 
aurons  CRXE  = HSXL  , c’eft-à-dire  : le  trapezoïde  CRXE  fait 
avec  le  diamètre  MN  par  les  paralelles  RC , XE  qui  le  coupent , & 
par  la  plus  éloignée  XL  des  deux  autres  paralelles  , efl  égal  au  trape- 
zoïde HSXL  fait  avec  ï autre  diamètre  par  les  paralelles  HS , LX 
qui  U coupent  ; & par  la  plus  éloignée  XE  des  deux  autres. 

Nota.  Cette  propofition  & fon  Corollaire  font  d’une  grande 
utilité  dans  les  trois  ferions  coniques , comme  on  va  voir  dans  les 
propofitions  fuivantes  touchant  la  parabole , & dans  celles  que 
nous  donnerons  touchant  l’ellipfe  & l’hyperbole. 

66 8.  Proposition  CXXX.  Si  deux  droites  SX , RY  (Fig.  405'.' 
406.  407.  ) qui  fe  terminent  de  pdrt  & d'autre  à la  courbe  parabolique, 
fe  coupent  dans  la  parabole  , te  retf angle  SK  X KX  des  parties  inégales 
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de  la  première , ejl  au  re6l  angle  RK  x KY  des  parties  inégales  de  la 

fécondé  , comme  le  quarré  PO  de  la  tangente  du  diamètre  PB  delà pre~ 

■ ■ X 

miere , ejl  au  quarré  OM  de  la  tangente  du  diamètre  MV  de  la fécondé. 

Il  peut  arriver  que  les  deux  lignes  SX,  RY  coupent  toutes  les 
deux  l’arc  parabolique  PM  compris  entre  les  deux  diamètres  PB, 
MV  (Fig.  4oy.)  ou  que  l’une  SX  (Fig.  40 6.)  coupe  l’arcPM,  ôc 
l’autre  RY  ne  le  coupe  pas , ou  enfin  que  toutes  les  deux  SX, 
RY  ne  coupent  point  cet  arc  ( Fig.  407.  ) Dans  le  premier  cas 
( Fig.  4oy.  ) je  prolonge  les  lignes  SX , RY  jufqu’à  la  rencontre 
des  diamètres  prolongés  en  E & L , fie  de  leurs  points  S , R qui 
font  fur  l’arc  PM  , je  mene  les  droites  SH , RC  paralelles.aux 
tangentes , la  droite  SX  étant  coupée  en  deux  également  en  B 
par  fon  diamètre,  6c  en  deux  inégalement  en  K,  nous  avons 

SK  x KX  = SB  — KB  (N.  i45.)or,  dans  les  triangles  fembla- 

bles  BSH,  BKL  nous  avons  SB.  KB  ::  BSH  , BKL  ( N.  392.) 

donc~SB  — ITbÏSB : : BSH  — BKL.  BSH  , ou'SB  — KBL 

BSH  — BKL  : :~B.  BSH , c’eft-à-dire , SK  x KX.  KSHL 

::  SB.  BSH  ; mais  les  triangles  femblables  BSH , POD  donnent 

BS.  BSH  : : 'PO.  POD , donc  SK  x KX.  KSHL  : :To.  POD , 

ou  SK  x KX.  PO  : : KSHL.  POD.  Je  trouverai  par  un  raifon- 

nement  tout  femblable  que  RK  x KY.  OM  : : RCEK.  TOM  ; 

nous  avons  donc  d’une  part  SK  x KX.  PO  : : KSHL.  POD , 6c 

de  l’autre  RK  x KY.  OM  ::  RCEK.  OMT ; or,  à caufe  de 
KSHL  = RCEK  ( N.  66-j.  ) 6c  de  POD  = OMT  ( N.  66 4.  ) la 
derniere  raifon  KSHL  , POD  de  la  première  proportion  eft  éga- 
le à la  derniere  raifon  RCEK,  OMT  de  la  fécondé  proportion, 
donc  les  deux  premières  raifons  de  ces  proportions  font  égales , 

& partant  SK  x KX.  OP*  : : RK  x KY.  OM,  ou  SK  x KX 

RK  x KY  ::~PO.  OM. 

Dans  le  fécond  cas  ( Fig.  406)  je  prolonge  XS  en  E,  6c  des 
points  S,  X je  mene  les  droites  SH,  XZparalelles  à la  tangente 
DM  ; je  mene  auffi  du  point  R la  droite  RC  paralelle  à la  tan- 
gente PT , ôc  du  point  Q la  droite  QL  paralelle  à la  tangente 
DM.  Cela  fait  je  trouverai  en  raifonnant  comme  ci-deffus  SK 

Q qqiij 
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x KX,  XKFZ  ::~XB,  XBZ  ::"PO,  POD  ou  SKxKX, PO 

: : XKFZ  , POD  , & de  môme  RKxKY,  MO  ::  RCEK, 
MOT  > or  POD  = M O T » fi  je  prouve  donc  que  X K.  F Z 

= RCEK,  nous  aurons  SK'x  KX,  RK  x KY  : : PO.  MO. 
Or  pour  le  prouver  j’obferve  d’une  part  que  XKFZ=XBZ 
• — KBF  , ôc  qu’à  caufe  de  l'ordonnée  XS  divifée  en  deux  éga- 
lement en  B , les  triangles  femblables  XBZ,  BHS  font  égaux  ; 
donc  XKFZ  = BHS  — KBF  ; mais  à caufe  des  droites  SH, 
SB  paralelles  aux  tangentes,  nous  avons  BHS=PTEB(M  6 4.) 
Donc  XKFZ=PTEB — KBF;  d’autre  part  la  partie  RGBK 
du  trapezoïde  RCEF  eft  égale  au  triangle  RGF  moins  le  trian- 
gle KBF  ; or  à caufe  de  l’ordonnée  RQ  divifée  en  deux  égale- 
ment en  G,  les  triangles  femblables  RGF,  GQL  font  égaux  ; 
donc  RGBK=QGL — KBF;  mais  à caufe  des  droites  QL, 
* QG  paralelles  aux  tangentes,  nous  avons  GQL  = P1CG 
(A'.  66  4.)  donc  RGBK=PTCG' — KBF,  & ajourant  de  part 
& d’autre  la  partie  commune  GCFB,  nous  aurons  RCÉK 
=PTEB  — KBFi  mais  nous  avons  trouvé  XKFZ=PTEB 
— KBF;  donc  RCEK=XKPZ. 

Dans  le  troifiéme  cas  ( hg.  407.  ) je  rnene  des  points  R , S 
des  paralelles  RC,  SH  aux  tangentes,  & des  points  Q,  F’  où 
ces  droites  coupent  la  courbe , je  mene  auffi  des  droites  QL,FE 
paralelles  aux  tangentes.  Cela  fait  nous  aurons  comme  aupara- 
vant SKxKX,Tü  ::  SHIK,  POD  ôc  RKxKY,  ÔM, 
::  RCNK,  OMT,  ôc  à caufe  de  POD  = OMT,  il  ne  relie 
qu’à  prouver  que  SHIK=RCNK,  ce  qui  donnera  SKx  KX, 

RKxKY,  PO,  MO.  J’obferve  donc  d’une  part  qu’à  caufe  de 
l’ordonnée  SF  divifée  en  deux  également  en  Z,  les  triangles 
femblables  ZSN,  ZEF  font  égaux;  or  à caufe  deFE,  FZ  pa- 
ralelles aux  tangentes,  nous  avons  ZEF=MDHZ;  donc  ZSN 
=MDHZ , ôc  ajoutant  de  part  ôc  d’autre  la  partie  commune 
ZHIKN,  nous  aurons  SHIK=MDIKN.  D’autre  part  à caufe 
de  l’ordonnée  RQ  divifée  en  deux  également  en  G , les  triangles 
femblables  GRI,  HQG  font  égaux;  or  à caufe  des  droites  GL, 
GQ  paralelles  aux  tangentes,  nous  avons  LQG— PTCG;donc 
GRI=PTCG,  ôc  ajourant  de  part  6c  d’autre  la  partie  commune 
GCNKI , nous  aurons  RCNK=PTNKI  5 mais  OMT=POD  ; 
do/ic  en  ajoutant  la  partie  commune  POMNKI , noqs  aurons 
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PTNKI  = MDIK.N  ; donc  RCNK  = MDIKN  : mais  nous 
avons  trouvé  SHIK=MDIKN;  donc  SHIK=RCNK. 

66p.  Proposition  CXXXI.  Si  deux  lignes  AX,AZ  (Fig.  408.) 
qui  coupent  la  parabole  fe  coupent  en  un  point  A hors  de  la  parabole , 
le  reÜ angle  AX  x AQ  de  la  première  AX  par  fa  partie  extérieure 
AQ  efl  au  réel  angle  AZxAS  de  la  fécondé  A Z par  fa  partie  ex- 
térieure A S , comme  le  quarrê  P O de  la  tangente  du  diamètre  PD  de 

la  première , efl  au  quarrè  OM  de  la  tangente  du  diamètre  AIE  de 
la  fécondé. 

Je  prolonge  les  droites  AX , AZ  jufqu’à  la  rencontre  des 
diamètres  en  C 6c  H,  & des  points  Q,S  où  elles  coupent  la 
courbe , je  mene  les  droites  QL  , SE  paralelles  aux  tangentes, 
la  droite  QX  étant  divifée  en  deux  également  en  B,  ôc  la  droite 

QA  lui  étant  ajoutée,  nous  avons  AXxAQ  = AB  — BQ 
(N.  148.);  or  les  triangles  BAH,  BQL  femblables  donnent 

AB,  ¥Q  : : ABH , BQLs  donc~ÂB  — BQ , ~ÂB  : : A B H 
— BQL,  ABH , c’eft-à-dire  AXxAQ,  AB  ::  AHLQ, 
ABH,  ou  AXxAQ,  AHLQ  ::  AB.  ABH;  mais  les  trian- 
gles femblables  ABH,  OPD  donnent  AB  , ABH  : : OP,  OPD  ; 

donc  AXxAQ,  AHLQ  ::  OP.  OPD  ou  AXxAQ.  OP. 
AHLQ.  OPD,  ôc  par  un  femblable  raifonnement  nous  trou- 
verons AZ  x AS.  OM  : : ACES.  OMT,  mais  OPD=OMT. 

( N.  664.  & AHLQ  = ACES  ( N.  666.  ) donc  dans-  les  deux 
dernieres  proportions  que  nous  venons  de  trouver,  la  raifon 
AHLQ , OPD  eft  la  même  que  la  raifon  ACES.  OMT,  6c  par 
conféquent  les  deux  autres  raifons  font  égales,  6c  nous  avons- 

AX  x AQ.  OP  : : AZ  x AS.  OM.  ou  AX  x AQ.  AZx  AS- 
::  ÔP.’ÔM. 

670.  Proposition  CXXXII.  L'axe  A B ( Fig.  40p.  ) un> 
diamètre  PK  & leur  tangente  AY , PT  étant  données  avec  f ordon- 
née PZ  menée  à l'axe  du  point  A attouchement  P,  je  dis  que  fl  du 
point  T on  mene  une  fecante  T S qui  coupe  la  parabole  en  R <dr  S, 
& t ordonnée  PZ  en  N,  cette  fecante  fera  coupée  harmoniquement 
aux  points  R , N. 

Des  points  R,  S je  mene  les  droites  MC , BV  paralelles  à la 
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tangente  A Y , & les  droites  LE , SH  paralelles  à la  tangente 
TPV  ; enfin  du  point  X où  la  droite  SH  coupe  la  courbe , je 
mené  XD  paralelle  à AY.  Les  triangles  femblables  BVT , 
MQT  donnent  BV,  MQ  ::  BT.  MT,  ôc  à caufe  des  triangles 
femblables  BST , MRT  nous  avons  BS  , MR  : : BT  , MT. 

Donc  BV , MQ  : : BS , MR , & partant  BV , MQ  : : BS, MR  ; 
mais  les  triangles  femblables  BVT,  MQT  font  entr’eux  com- 
me les  quartés  BV,  MQ  de  leurs  côtés  homologues  BV,  MQ, 
ôc  par  la  même  raifon  les  triangles  femblables.BSH,  MRL  font 

entr’eux  comme  BS , MR  ; donc  BVT , MQT  : : BSH , MRL , 
ou  BVT,  BSH  : : MQT,  MRL , & par  conféquent  BVT, 
BVT  — BSH  : : MQT,  MQT  — MRL,  c’eft-à-dire  BVT, 
TVSH  ::  MQT,  TQRL;  mais  à caufe  de  l’ordonnée  au 
diamètre  XS  divifée  en  deux  également  en  O,  les  triangles 
femblables  KOS , XDO  font  égaux , ôc  à caufe  des  droites 
XD , XO  paralelles  aux  tangentes , le  triangle  XDO  eft  égal 
au  paralellogrammc  PTHO;  donc  KOS  = PTHO  , ôc  ajou- 
tant de  part  ôc  d’autre  le  trapezoïde  POSV,  nous  aurons  KPV. 
= VTHS.  De  même  le  triangle  CRE  eft  égal  au  paralello- 
gramme  PTLE,  ôc  retranchant  la  partie  commune  PQRE, 
nous  aurons  CQP  = QTLR;  mettant  donc  dans  la  proportion 
trouvée  ci-deffus  BVT,  TVSH:  : MQT,  TQRL,  les  valeurs 
de  TVSH,  TQRL  que  nous  venons  de  trouver,  nous  aurons 
BVT,  KPV  ::  MQT,  CQP  ou  BVT,  MQT:  : KPV,  CQP. 
Mais  les  triangles  BVT , MQT  font  entr’eux  comme  les  quar- 

rés  VT , QT  de  leurs  côtés  homologues,  ôc  les  triangles  KPV, 

CQP  Pont  entr’eux  comme"VP  ,~QP  ; doncVT,"QT  : :*VP, 

QP)ôc  partant  VT,  QT  ::  VP.QP  ou  QT,QP::VT,  VP; 
mais  à caufe  des  paralelles  MR,  ZP,  BV,  la  droite  TS  eft 
divifée  en  même  raifon  que  la  droite  VT;  donc  TR,  RN 
::  TS,  SN,  ôc  on  démontreroit  la  même  chofe  quand  même 
TB  feroit  un  diamètre. 

6yt.  Remarque.  De  cette  propofition  on  peut  en  tirer 
les  fuivanres.  i°.  L’axe  AB  (Fig.  410.)  une  tangente  TP  e* 
P or  donnée  PR  étant  données ; ft  par  le  point  T on  me'ne  MN  para- 
/f//f  a PR  & deux  fec  ante  s TV , T"Z,  également  éloignées  de  l axe , 
je  dis  que  les  droites  QZ , XV  qui  pajfent  par  les  points  où  les  fe- 

cantes 
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cantes  coupent  la  courbe , pafferont  par  le  point  R.  2°  Pofant  toujours 
les  mêmes  ckofes , fi  d'un  point  quelconque  M pris  fur  MN  on  mené 
une  droite  MV  qui  coupe  la  courbe  enj^&\&  qui  paffe  par  le 
point  R , cette  ligne  fera  coupée  harmoniquement  aux  points  X , R , 
V.  3°.  Pofant  toujours  les  mêmes  chofès , ft  d'un  point  quelconque  P 
( Fig.  41 1.)  pris  fur  MN  on  mené  deux  tangentes  PV,  PX  , à la 
courbe , ainfi  qu'il  fera  enftigné  plus  bas , la  ligne  XV  menée  par 
les  points  d’attouchement  pajfera  par  le  point  R.  40.  Pofant  toujours 
les  mêmes  chofes,fi  ton  prolonge  RP  en  H (Fig.  412.)  & que  d'un 
point  quelconque  H pris  fur  PH  on  mene  deux  tangentes  HQ , HZ 
à la  courbe , la  droite  ZQ  menée  par  les  points  et  attouchement  paf~ 
fera  par  le  point  T.  Ces  propofitions  fe  démontrent  de  la  mê- 
me façon  que  nous  les  avons  démontrées  à l’égard  du  cercle 
( N.  300.  302.  303.  &c.  ) & fi  l’on  fe  donne  la  peine  de  relire 
ce  que  nous  avons  dit  dans  le  Chapitre  du  Cercle  touchant  la 
ligne  divifée  harmoniquement , on  en  déduira  fans  peine  d’au- 
tres propriétés  de  la  parabole. 

672.  Proposition  CXXXIII.  Deux  diamètres  PB  , MV 
(Fig.  413.)  étant  donnés  avec  leurs  tangentes  PT,  MD,  ft  l’on 
mene  une  ordonnée  CA  à F un  des  diamètres , & qu'on  la  prolonge 
jufquà  ce  qu’elle  rencontre  en  E la  tangente  DM  de  P autre  diamètre  , 
le  rectangle  CE  x EA  de  la  toute  CE  par  rajoutée  EA  efl  au  quarré 

EM.  de  la  partie  EM  de  la  tangente  DM  quelle  coupe  comme  le 

a — — a 

quarré  PO  de  la  tangente  du  diamètre  PB  efl  au  quarré  OM  de  la 
tangente  de  P autre  diamètre. 

Du  point  A je  mene  LX  paralclle  à la  tangente,  & par  con- 
féquent  en  fuivant  le  raifonnement  que  nous  avons  fait  ci-deflus 

( N.  669.)  j’ai  EC  x EA,  EDLA  ::  PO,  POD;  or  à caufe 
des  droites  XL,  AN  paralelles  aux  tangentes,  nous  avons 
l'JAX  = MDLX;  donc  en  retranchant  la  partie  commune 
MEAX,nous  aurons  ENM  = EDLA,  mais  nous  avons  aulïï 
POD=MOT  (N.  664.)  mettant  donc  dans  notre  proportion  les 
valeurs  de  EDLA  & de  POD,  nous  aurons  EC  x EA.  ENM 

: : PO , MOT,  ou  EC  x EA.  PO  : : ENM.  MOT  ; & au  lieu 
de  ces  deux  derniers  triangles  qui  font  femblables,  mettant  les 

quarrés  EM,  OM  de  leurs  côtés  homologues,  nous  aurons  EC 

xEA.~PO  ::£M.ÔM,  ou  EC  x EA."ËM  : : PO.  OM. 

Tome  I.'  Rrr 
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Si  la  droite  CA  (Fig.  414  ) coupe  la  parabole  à un  point  A 
hors  de  l’arc  parabolique  PA1  compris  entre  les  diamètres , je 
mene  AL  paralelle  à la  tangente  DM , & du  point  Q où  cette 
paralelle  coupe  la  parabole , je  mene  QN  paralelle  à l’autre  tan- 
gente. Âinfi  j’ai  toujours  ECxEA.  EDLA  : : PO.  POD  ; or 
les  triangles  femblables  AVX,  NQX  étant  égaux  à caufe  de 
l’ordonnée  AQ  divifée  en  deux  également  par  fon  diamètre 
MV,  6c  le  triangle  NQX  étant  égal  au  paralellogramme 
MDLX , nous  avons  AVX  = MDLX  ; ôc  ajoutant  de  part 
6c  d’autre  la  partie  commune  MXAE,  nous  aurons  MVE 
= EDLA  ; mais  POD  = MOT  ; mettant  donc  dans  notre  pro- 
portion les  valeurs  de  EDLA  ôc  de  POI>,  nous  aurons  EC 

x EA.  MVE.TO.  MOT,  ou  EC  x EA:~PO  : : MVE.  MOT, 
ôc  mettant  les  quarrés  des  côtés  homologues  de  ces  deux  der- 
niers triangles  , nous  aurons  EC  x EA.  PO  : : ME.  OM , ou 
ECxEA.  AÏE.To.  ÔM. 

Arota.  Ce  feroit  la  même  chofe  fi  l’un  des  diamètres  étoit 
faxe. 

673.  Définition.  La  portion  ABC  ( Fig.  41;.)  d’une,  para- 
bole coupée  par  une  droite  AC,  fe  nomme  fegmcnt  de  parabole , 
la  droite  AC  en  eft  la  corde  ou  la  bafe.  Tout  triangle  AEC, 
ABC,  ôcc.  qui  a pour  bafe  la  bafe  AC  du  fegment,  6c  dont  le 
fommet  eft  fur  l’arc  parabolique  ABC  fe  nomme  triangle  infait  i 
6c  celui  dont  le  fommet  eft  au  fommet  B du  diamètre  BR  de  la 
bafe  eft  le  plus  grand-,  car  fia  ce  même  point  Bon  mene  la  tan- 
gente MN  qui  fera  paralelle  à l’ordonnée  ou  bafe  AC,  6c  qu’en- 
tre ces  deux  paralelles  on  mene  la  perpendiculaire  BR,  il  eft 
aifé  de  voir  que  le  point  B eft  de  tous  les  points  de  l’arc  ABC 
celui  qui  eft  le  plus  éloigné  de  la  bafe,  ôc  que  par  conféquent 
tous  les  triangles  infcrits  ayant  même  bafe,  ceux  qui  n’auront 
pas  le  fommet  en  B feront  moindres  que  le  triangle  ABC , à 
caufe  qu’ils  auront  moins  de  hauteur  ou  moins  de  diftance  du 
fommet  à la  bafe. 

674.  Proposition  CXXXIV.  Deux  fegmem  APC , BME 
( Fig.  4i5',4i6,  417.)  dune  même  parabole  ACE  étant  donnés , 
ft  les  parties  PR,  MV  des  diamètres  de  leurs  bafe  s comprifes  dans 
ces  fegmens  font  égales , Us  plus  grands  triangles  infcrits  dans  ces  mê^ 
mes  fegmens  font  égaux. 
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Il  peut  arriver  que  les  bafes  AC  , BE  des  feginens  fe  coupent 
dans  la  parabole  ( 4*  J.)  ou  quelles  fe  coupent  en  dehors 

en  X ( Fig.  41 6.)  ou  qu’elles  fe  coupent  à un  point  de  la  courbe 

(%•*  I7-) 

Si  les  bafes  fe  coupent  en  dedans  ( Fig.  41  y.)  je  mene  les 
droites  AP,  EM,  ce  qui  donne  les  moitiés  APR,  EMV  des 
plus  grands  triangles  infcrits  à caufe  de  AR=RC  ôc  de  EV=VP  ; 
ainfi  ce  que  nous  dirons  des  triangles  APR, EMV,  fe  dira  des 
plus  grands  triangles  infcrits.  Des  fommets  P , M des  diamètres 
je  mene  les  tangentes  PO,  MO  6c  la  droite  PM  ; je  mene  aufli 
par  les  extrémités  6c  les  milieux  des  bafes,  les  droites  BC,  AE, 
RV , ôc  cette  derniere  eft  paralelle  à PM  à caufe  des  paralelles 
égales  PR,  MV ; enfin  par  le  point  O où  les  tangentes  fe  cou- 
pent ôc  par  le  milieu  de  la  ligne  PM  qui  joint  leurs  points  d’at- 
touchement, je  mene  la  droite  OL,  laquelle  eft  un  diamètre 
( N.  66 2.  ) ôc  par  conféquent  cette  droite  eft  paralelle  aux  deux 
diamètres  ôt  coupe  auffi  en  deux  également  la  droite  RV  pa- 
ralelle à PM.  Or  les  triangles  femblables  POM  , RXV  ayant  les 
bafes  PM,  RV  égales  font  égaux,  ôc  partant  RX  = PO,  VX 

= MO,RX="PO  ôc  VX==MO,  d’où  il  fuit  que  RX/VX 

■■■  ■ 1 —j 

: : PO.  MO  ; mais  à caufe  que  les  bafes  AC  , BE  des  fegmens 

fe  coupent  en  X , nous  avons  CX  x AX.  BX  x XE  : : PO  MO 

( N.  66i.)  ou  CR  — XR.W— XV  ::To.  MO,  à caufe  des 
bafes  AC  , BAI  diviféeS  en  deux  également  en  R ôc  V , Ôc  en 

deux  inégalement  en  X ; donc  CR  — XR  : : BV  — XV 1 : RX. 

VX,  ou~CR  — XR.  XR  : :~BV  — XV.  XV,  ôc  compofant 


CR  — XR.VXR.  XR.  BV  — XV-+-XV.XV,  ce  qui  fe  réduit 

à"CR."XR  ::"BV.  XV;  d’où  l’on  tire  CR.  XR  ::  BV.  XV, 
ce  qui  rend  paralelles  les  lignes  RV , BC  ; or  CR  = AR  ôc  BV 
= VE;  donc  AR.  XR  ::  VE.  VX,  ôc  par  conféquent  les  li- 
gnes AE,  RV  font  paralelles;  ainfi  les  quatre  lignes  BC,  PM, 
RV,  AE  font  paralelles  entr’elles  ôc  coupées  en  deux  également 
par  le  diamètre  OL,  ce  qui  fait  que  le  paralellogramme  PMVR, 
le  trapezoïde  RVEA  ôc  le  trapezoïde  PMEA  font  tous  divifés 
en  deux  également  par  le  môme  diamètre  ; retranchant  dons 
de  ce  dernier  trapezoïde,  d’une  part  le  paralellogramme  PSIR, 

Rtr  ij 
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ôc  le  trapezoide  RILA,  & de  l’autre  le  paralellogramme  MSIV 
= PSIR,  6c  le  trapezoide  VILE  = RILA  ; il  reliera  PAR 
= MVE,  6c  par  conféquent  les  doubles  de  ces  triangles,  c’eft- 
à-dire  les  plus  grands  triangles  infcrits  dans  les  fegmens  APC  , 
BME  font  égaux. 

Si  les  bafes  AC,  EB  des  fegmens  fe  coupent  en  dehors  en  X 
(Fig.  415.  ) ; je  mène  les  droites  CB,  PM,RV,  AE,  6c  la  droite 
OL  par  le  milieu  S de  PM  , 6c  par  conféquent  la  droite  OL  étant 
un  diamètre  (A7.  662.)  eft  paralclle  aux  deux  autres  diamètres, 
6c  coupe  aulfi  en  deux  également  la  ligne  RV  égale  8c  paralelle 
à PM,  à caufe  des  paralellcs  égales  PR , MV.  De  plus  les  trian- 
gles femblables  POM,  RXV  ayant  leurs  bafes  PM,  RV  égales 

font  égaux , ôc  RX = PO , VX  = OM  ."EX  =~PO  ,XV=OM  ; 

d’où  je  tire  RX.  XV  : : PO.  OM;  or , les  fecantes  AX , XE, 

donnent  AXxXC.  EXxXB  : : PO.  MO  (A r.66$.) , ou  XR — CR. 

XV — BV  ::  PO.  MO,  à caufe  des  lignes  AC,  BE  divifées 

également  en  R , V , 6c  des  ajoutées  CX,  BX  ; donc  XR  — CR. 

XV  — BV  : : RX.  XV,  ou'XR— CR.  XR  : : XV— BV.  XV, 
ôc  retranchant  de  chaque  conféquent  fon  antécédent , puis  com- 
parant le  relie  au  conféquent,  nous  aurons  XR — XR-+-CR.  XR 

: : XV— XV-+-BV.  XV,  ce  qui  fe  réduit  àXR.  CR  : : XV.  BV*; 
donc  XR.  CR  : : XV.  BV , 6c  par  conféquent  les  lignes  CB , R V 
font  paralellcs.  Or,  RC=AR,  6c  VB  = EV ; donc  XR.  AR. 
XV.  VE  , ce  qui  rend  aulfi  les  droites  RV,  AE  paralelles  ; ainfi 
les  quatre  lignes  CB,  PM,  RV,  AE  font  paralelles  ôc  divifées 
chacune  en  deux  également  par  le  diamètre  OL,  d’où  il  fuit  que 
le  paralellogramme  PMVR  , le  trapezoide  RVAE,  ôc  letrape- 
zoïde  PMAE  font  aulfi  divifés  chacun  en  deux  également  par  le 
même  diamètre.  Retranchant  donc  de  ce  dernier  d’une  part 
PSIR,  ôc  RILA,  6c  de  l’autre  SMVI=J>SIR,  6c  VILE=RILA, 
il  reliera  PAR=MVE. 

Enfin,  fi  les  bafes  AC,  BE  des  fegmens  fe  coupent  à un  point 
de  la  courbe  ( Fig.  4 1 7.  ) , je  mene  les  droites  PM , RV , AE  lef- 
quelles  font  paralelles  entr’elles,  car  PM  eft  paralelle  à RV,  6c 
à caufe  de  CR.  CA  : : BV.  BE,  la  droite  RV  eft  paralelle  à AEj. 
menant  donc  le  diamètre  OS , 6c  achevant  le  relie , comme  ci- 
delfus,  on  trouvera  APR=  MVE. 
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675.  Problème.  Une  parabole  ABC  (Fig.418.)  étant  donnée , 
trouver fin  axe  yfon  paramétre  & fin  foyer. 

Je  mene  plufieurs  lignes  paralelles  AN,  QD,  &c.  qui  fe  ter- 
minent de  part  ôc  d’autre  à la  courbe  ; je  les  divife  chacun  en 
deux  également  en  R , S , ôcc.  Ôc  par  les  points  de  divilion , je 
fais  palier  une  ligne  droite  SH  , laquelle  fera  le  diamètre  des  pa- 
ralelles ; ainfi  fi  ce  diamètre  cft  perpendiculaire  fur  fes  ordon- 
nées , il  fera  l’axe  cherchée  ; mais  fi  cela  n’eft  pa#,  du  point  H où 
ce  diamètre  coupe  la  courbe , je  mene  HG  perpendiculaire  fur 
HS , 6c  coupant  HG  en  deux  également  en  X ; j’éleve  la  perpen- 
diculaire XB , qui  eft  l’axe  demandé  ; car  H G doit  avoir  un  dia- 
mètre qui  la  coupe  en  deux  également,  ôc  ce  diamètre  doit  être 
paralelle  au  diamètre  HS;  or,  nulle  autre  ligne  que  XB  ne  peut 
avoir  ces  conditions.  Donc,  ôcc. 

L’axe  étant  trouvé , je  mene  en  H la  droite  HT  paralelle  aux 
ordonnées  RN , SD,  ôcc.  du  diamètre  HS,  ôc  par  conféquent 
HT  fera  tangente  en  H ; du  point  H,  je  mene  HZ  perpendicu- 
laire fur  HT  , Ôc  la  fouperpendiculaire  XZ  eft  égale  à la  moitié 
du  paramétre  [N.  643.)  ; donc  le  double  de  cette  droite  eft  le 
paramétre  de  l’axe,  ôc  prenant  le  quart  de  ce  paramétre,  ôc  le 
portant  de  B en  O , le  point  O eft  le  foyer. 

Ou  bien  je  fais  en  H avec  la  tangente  TH,  l’angle  THO  égal 
à l’angle  EHS  que  cette  tangente  fait  avec  le  diamètre  HS  , ôc 
le  point  O où  la  droite  HO  coupe  l’axe,  eft  le  foyer  (N.  66  i.)f 
ôc  par  conféquent  BO  eft  le  quart  du  paramétre. 

Ou  bien  encore  par  le  fommet  B de  l’axe,  je  mene  la  droite 
BL  perpendiculaire  à l’axe  ; je  divife  l’angle  droit  XBL  en  deux 
également  par  la  ligne  BV,  ôc  du  point  V où  cette  ligne  coupe 
la  parabole,  je  mene  l’ordonnée  VM , laquelle  cft  égale  au  para- 
métre ,car  l’angle  XBL  étant  droit,  fa  moitié  XBV  eft  de  4? 
degrés  ; donc  dans  le  triangle  reêtangle  BMV , l’autre  angle  aigu 
BVM  eft  auflî  de  47  degrés  , ôc  par  conféquent  ce  triangle  eft 

ifofcele  ôc  MV  = BM  ; d’où  il  fuit  que  MV=MB=MB  x MB  ; 
mais  en  nommant  p le  paramétre  ; nous  avons  par  la  propriété 

de  la  parabole  MV  = MB  xp  s donc  MB  x/>=MB  x MB,  ôc 
partant  en  divifant  par  MB,  nous  aurons  p=  MB. 

Ou  bien  enfin , je  cherche  une  troifiéme  proportionnelle  à une 
abfcifTe  quelconque  BX,  ôc  à fon  ordonnée  XG,  ôc  cette  troifié- 
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me  proportionnelle  que  je  nomme  p fera  le  paramétre  , car  àcaufc 

■ " ■ % 

de  ::  BX.  XG./?,  nous  aurons  XG  = BXx/r. 

6~j6‘  Définition.  Une  parabole  ABC  terminée  par  une  baie 
AC  (Fig.  419.  ) étant  donnée  , fi  par  le  fommet  B , on  mene  la 
tangente  MN , & par  les  extrémités  A , C de  fa  bafe , les  droites 
AM,  CN  perpendiculaires  fur  MN  , le  reétangle  AMNC  fe 
nomme  Rectangle circonfcnt ,■  la  figure  mixtiligne  AFBECNMeft 
le  Complément  de  la  parabole  , 6c  la  figure  mixtiligne  BECN  eft 
le  Complément  d^  la  demi-parabole. 

677.  Problème.  Mefurer  une  parabole  ABC  (Fig.  41p.  ), 
terminée  par  une  bafe  ou  double  ordonnée  AC. 

Je  décris  le  rettangle  circonfcrit  AMNC,  6c  les  deux  tiers  de 
ce  rectangle  font  la  valeur  de  la  parabole,  ce  que  je  démontre 
ainfi. 

Je  conçois  que  BN  foit  divifé  en  une  infinité  de  parties  égales 
BH  , HL,  ôcc.  ôt  que  des  points  de  divifion  l'oient  menées  à la 
courbe  des  droites  HR  ,LV  , Scc.  lefquelles  feront  les  élemens  du 
demi-complement  BVCN  ; des  points  R , V , 6cc.  je  mene  les 
ordonnées  SR , TV  , 6c c.  ainfi  les  élemens  HR  , LV , ôcc.  du 
demi-complement  feront  égaux  aux  abfcifles  BS,  B1  , 8tc.  & les 
diftances  BH,  BL,  ôcc.  des  droites  HR,LV  , ôcc.  au  fommet 
B du  demi-complement  feront  égales  aux  ordonnées  SR,  TV  , 
ôcc.  mais  par  la  propriété  de  la  parabole  , les  abfcifles  BS , BT, 
ôcc.  font  entr’elles  comme  les  quarrés  des  ordonnées  SR,  TV, 
ôcc.  donc  les  élemens  HR , SV,  ôcc.  feront  entr’eux  comme 
les  quarrés  de  leurs  diftances  BH,  BL,  ôcc.  au  fommet  B. 

Or , félon  ce  que  nous  avons  démontré  ( N.  499.  ) , fi  l’on  cou- 
pe une  pyramide  par  une  infinité  de  plans  paraleiles  à fa  bafe  , 
lelquels  feront  les  élemens  de  cette  pyramide , ces  plans  font 
entr’eux  comme  les  quarrés  de  leurs  diftances  au  fommet  de  la 
pyramide;  donc  les  élemens  du  demi-complement  BVCN  font 
entr’eux  comme  les  plans  élémentaires  d’une  pyramide.  Mais  la 
fomme  des  plans  élémentaires  d’une  pyramide  eft  égale  à la  bafe 
multipliée  par  le  tiers  de  fa  diftance  au  fommet  ( N.  £04.*)  ; donc 
la  fomme  des  élemens  du  demi-complement  BVCN  eft  égale  à 
la  bafe  ou  plus  grand  élément  NC  multiplié  par  le  tiers  de  fa  dif> 
tance  NB  au  fommet  B.  Or,  NC  multiplié  par  NB  eft  le  retftan- 
gleBDCN,  ôc  NCxÿNB  en  eft  le  tiers  ; donc  la  fomme  des 
élemens  du  demi-complement,  c’eft-à-dire  le  demi-complemenc 
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lui-même  eft  égal  au  tiers  du  reûangle  BDCN  ; or , fi  de  ce 
reûangle  nous  retranchons  le  demi-complement , le  refte  eft  la 
demi-parabole  DBNC  ; donc  cette  demi-parabole  eft  égale  aux 
deux  tiers  du  rectangle  BDCN , fit  comme  on  démontrera  de  la 
même  façon  que  l’autre  demi-parabole  eft  égale  aux  deux  tiers 
du  rectangle  BDAM  ; il  s’enfuit  que  la  parabole  entière  ABC  eft 
égale  aux  deux  tiers  du  rectangle  circonfcrit  AMNC. 

678.  Corollaire  Ier.  Si  le  reftangle  circonfcrit  eft  un , la  pa- 
rabole fera  f , ôc  le  triangle  ABC  fera  -j-,  à caufe  qu’il  eft  la  moi- 
tié; ainfi  en  réduifant  tout  en  même  dénomination  , ces  trois  Fi- 
gures feront  entr’elles  comme  | , $ , f , ou  comme  5,4,?  , or, 
en  retranchant  de  la  parabole  le  triangle  ABC , le  refte  eft  la  va- 
leur des  deux  fegmens  AFBX,  BVCZ  pris  enfemble  ; donc  le 
reétangle circonfcrit,  la  parabole,  le  triangle  infcrit,  fie  la  fom- 
me  des  deux  fegmens  font  entr’eux  comme  5.4.  3.  1 , fit  parcon- 
féquent  la  fomme  des  deux  fegmens  eft  le  \ du  rectangle  le  de 
la  parabole , ôclef  du  triangle  ; d’où  il  fuit  que  le  fegment  BVCZ 
eft  au/fi  le  -jdu  refitangle  BNCD,  le  ^ de  la  demi-parabole  BDC, 
ôc  le  -|-  du  triangle  BDC. 

57  ji.  Corollaire  II.  Un  fegment  ABC  (Fig.  420.)  de  para- 
bole dont  le  diamètre  BP  ejl  incliné  fur  la  bafe  AC  tjl  aufji  les  deux 
tiers  du  paralel/ogramme  circonfcrit , c eft-  à- dire  du  paralellogramme 
AMNC , dont  les  cotés  AM , NC  font  paralelles  dr  égaux  au  diamè- 
tre BP.  Car  menant  les  élemens  HQ,  LV,  fitc.  du  demi- 
complement  BNCV  paralelles  à la  bafe  NC  de  ce  demi-com- 
plcment,  fit  les  ordonnées  QS,TV,  fitc.  les  élemens  HQ,  LT, 
fitc.  feront  égaux  aux  ablciffes  BS,  BT , fitc.  ôc  les  parties  BH, 
BL,  fitc.  que  les  élemens  coupent  fur  BN  feront  égales  aux  or- 
données QS,VT,  fitc.  donc  les  élemens  HQ,  LV  , feront  en- 
tr’eux comme  les  quarrés  des  parties  BH,  BL,  fitc.  qu’ils  cou- 
pent; or,  fi  du  fommet  B j’abaifle  la  perpendiculaire  BK  fur  la 
bafe  CN  prolongée , les  élemens  étant  prolongés  couperont  cette 
perpendiculaire  en  E , O,  fitc.  en  même  raifon  qu’ils  coupent  la 
droite  BN  en  H,  L,  fitc.  ôc  par  conféquent  les  diftances  BE  , 
BO,  fitc.  des  élemens  au  fommet , feront  entr’elles  comme  les 
droites  BH , BL , fitc.  que  ces  élemens  coupent  ; donc  les  quarrés 
de  BE , BO , fitc.  feront  aufti  en  même  raifon  que  les  quarrés  de 
BH,  BL,  fitc.  ainfi  les  élemens  HQ,  LV,  fitc.  feront  entr'eux 
comme  les  quarrés  de  leurs  diftances  BE,  BO,  fitc.  au  fommet 
B,  ôc  partant  ils  feront  le  tiers  du  plus  grand  élément  NC  mul* 


yc*  EL  EM  ENS 

tiplié  par  fa  diftance  BK , au  fommet  B , ainfi  qu’il  a été  démon- 
tré ci-deflus  ( N.  677.  ) ; or,  le  reêtangle  CN  x BK  eft  égal  au  pa- 
ralellogramme  PBNC  de  même  bafe  & de  même  hauteur , donc 
la  fommc  des  élemens  HQ,  LV,ôcc.  c’eft-à-dire  le  demi-com- 
plemcnt  BNCV  eft  le  tiers  du  paralellogramme  PBNC  , 6c  par 
conféquent  le  demi-fegment  PBC  eft  les  deux  tiers  de  ce  paralel- 
logramme ; d’où  il  eft  aifé  de  voir  que  le  fegment  entier  ABC  eft 
les  deux  tiers  du  paralellogramme  AMNC. 

680.  CorollaireIII.  Si  deux  fegmens  ABC,  DEF  (Fig.  421.) 
d'une  même  parabole  ont  les  portions  BP , RE  de  leurs  diamètres  com~ 
prifes  dans  ces  fegmens , égales  entr  elles , ces  fegmens  font  égaux.  Les 
plus  grands  triangles  ABC , DEF  infcrits  dans  ces  fegmens  font 
égaux  (A'.  <574.)  ; donc  les  paralellogrammes  circonfcrits  font 
égaux , puifqu’ils  font  doubles  des  triangles;  or,  les  fegmens  font 
les  deux  tiers  de  leurs  paralellogrammes  ( N.  67p.  ) ; donc  ils  font 
égaux. 

681.  Problème.  Une  parabole  VHAS  (Fig.  422.)  étant  donnée 
avec  fon  axe  AX , mener  deux  tangentes  PS , PV  d'un  point  P qui 
n'ejl  pas  fur  î axe. 

Du  point  P,  je  mene  un  diamètre  PHR , qui  coupe  la  para- 
bole en  H;  je  mene  en  H la  tangente  HT,  je  prensl’abfcilfe  HR 
égale  à PH , 6c  par  le  point  R , menant  au  diamètre  PR  l’ordon- 
née VS  qui  coupe  la  parabole  en  V ôt  S,  je  mene  de  ces  points 
les  droites  SP , V,  qui  font  les  tangentes  demandées.  Car  à caufe 
que  la  droite  SP  eft  menée  de  l’extrémité  S de  l’ordonnée  RS  , 
& que  la  droite  PR  eft  diviféc  en  deux  également  en  H ; il  eft 
clair  que  PR  eft  foutangentc , ôc  que  RS  eft  tangente , 6c  par  la 
même  raifon  PV  eft  aufll  tangente. 

682.  Corollaire  Ier.  D'un  point  extérieur  P , on  ne  peut  mener 
que  deux  tangentes  â la  parabole.  Ce  qui  eft  évident , car  une  autre 
ligne  qu’on  voudroit  mener  du  point  P pafleroit  ou  entre  les  deux 
points  V , S d’attouchement  ou  en  dehors  ; ainfi  dans  le  premier 
cas  elle  couperoit  la  parabole  ; ôc  dans  le  fécond  , elle  feroit 
toute  entière  hors  de  la  courbe  , 6c  ne  la  toucheroit  pas. 

683.  Corollaire  II.  Les  deux  tangentes  PS,PV  quon  peut 
mener  à la  parabole  d’un  point  extérieur  P qui  n’ejl  pas  fur  f axe , font 
néceffairement  inégales. 

Du  point  H,  je  mene  l’ordonnée  HM  à l’axe.  Le  triangle 
XHR  érant  reclangle  en  H , l’angle  HRX  eft  aigu  , 6c  fon  angle 
de  fuite  HRV  eft  obtus.  Or,  les  deux  triangles  PRS,  PRV  ont 

le 
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le  côté  PR  commun , le  côté  RS  égal  au  côté  RV  ; mais  l’angle 
compris  PRS  eft  moindre  que  l’angle  compris  PRV  ; donc  la 
bafe  PS  eft  moindre  que  la  bafe  PV. 

684.  Corollaire  III.  Au  contraire  les  deux  tangentes  TH,  TL 

?uon  peut  mener  d'un  point  T pris  fur  taxe,  font  égales.  Car  prenant 
abfciffe  AM  égale  à TA,  & menant  la  double  ordonnée  HL  , 
les  deux  tangentes  pafleront  par  les  points  H , L , fit  à caufe  que 
les  triangles  rectangles  TMH,  TML,ont  le  côté  TM  commun, 
& le  côté  HM  égal  au  côté  ML  -,  il  eft  clair  que  le  troifiéme  TH 
eft  égal  au  troifiéme  TL. 

68$.  Définition.  Deux  paraboles  ABC , abc  ( Fig.  $2  3.)  qui 
ont  des  paramétres  BR,  br  aiftérens,  ôc  qui  font  terminées  par 
des  bafes  AC , ac,  font  dites  Semblables , lorfqu’une  figure  quel- 
conque A MBNC  étant  inferite  dans  l’une,  on  peut  en  inferire 
une  femblable  amfnc  dans  l’autre. 

686.  Problème.  Une  parabole  ABC  (Fig.  423.  ) étant  donnée  , 
décrire  avec  un  autre  paramétre  br , une  autre  parabole  abc  femblable 
à la  parabole  donnée. 

Je  décris  une  parabole  dont  la  diftance  de  la  dire&rice  au 
® foyer  foit  égale  à la  moitié  du  paramétre  br;  cette  parabole  étant 
décrite,  fuppofons  que  la  ligne  des  abfciffes  foit  la  droite  indéfi- 
nie bx  ; je  prens  une  quatrième  proportionnelle  au  paramétre 
CR  de  la  parabole  donnée  à fa  hauteur  PB,  & au  paramétre  br , 
& portant  cette  quatrième  proportionnelle  fur  bx  , de  b en  p 1 je 
mene  par  le  point  p la  bafe  ac  ; ôc  je  dis  que  la  parabole  abc  ter- 
minée par  la  double  ordonnée  ou  bafe  ac,  eft  femblable  à la  pa- 
rabole donnée  ABC , terminée  par  la  double  ordonnée  ou  bafe 
AC. 

Car  foient  menées  dans  la  parabole  ABC , la  double  ordonnée 
2VLN  & les  cordes  MB  , MA  , BN,  NC  , je  divife  la  hauteur  bp 
en  t en  même  raifon  que  la  hauteur  BP  eft  divifée  en  T , ôc  me- 
nant par  le  point  t la  double  ordonnée  mn,  & enfuite  les  cordes 
mb,ma,nb  ,nc , la  figure  inferite  ambnc  eft  femblable  à la  figure 
inferite  AA1BNC,  & par  conféquent  les  deux  paraboles  font  lem- 
blables  ; ce  que  je  prouve  ainfi. 

•—  ■ - s 

Par  la  propriété  de  la  parabole , nous  avons  TN  = TB  x BR  ; 

donc  : : TB.  TN.  BR , ôt  partant  TB!  TN  ::  TB.  BR  ( 

de  même  dans  la  parabole  abc , nous  trouverons  tb.  tn  ::  tb.  br-, 
Tome  I.  S s s 
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mais  nous  avons  fait  TB.  tb  ::  BP.  bp.  ôc  BP.  bp  : : BR.  br\ 
donc  TB.  tb  : : BR.  br,  ou  TB.  BR  : : tb.  br,  ôc  par  confé- 

qucnt  TB.  TN  : : tb.  trt  ; d’où  l’on  tire  TB.  TN  tb.  tn.  Ainlï 
les  deux  triangles  rectangles  BTN , btn  font  femblables , & par- 
tant le  triangle  entier  MBN  eft  femblable  au  triangle  entier 
mbn. 

Je  mené  les  droites  TC,  TA,  te,  ta,  6c  je  prouverai  aifément 
comme  ci-defïus  que  PC.  PT  ::  pc.  pt , 6c  que  par  conféquent 
le  triangle  TPC  eft  fembable  au  triangle  tpc , ce  qui  rend  auffi 
femblables  les  triangles  ATC,  aie;  enfin  comme  à caufe  des 
triangles  femblables  TPC,  tpc,  nous  avons  TC.  te  : : TP.  tp , 

6c  que  TP.  tp  : : BT.  br,  nçus  aurons  TC.  te  : : BT.  bt\  mais 
nous  avons  trouvé  BT.  bt  : : TN.  tn  ; donc  TC.  te  : : TN.  tn  ; 
or  à caufe  des  angles  droits  PTN  ,ptn , 6c  des  angles  égaux  PTC, 
pte,  les  angles  C TN , etn  font  aulfi  égaux  ; donc  les  deux  trian- 

fles  CTN , etn  font  femblables,  puifque  les  côtés  TC,  te  6c 
N , tn  qui  comprennent  les  mômes  angles  font  proportionnels; 
ôc  de-là  il  fuit  que  les  deux  autres  triangles  MTA , mta  font  auffi 
femblables.  Ainfi  les  figures  inferites  AMBNC,  ambne  étant  ^ 
compofées  d’un  môme  nombre  de  triangles  femblable  chacun 
à chacun , font  femblables  entr’elles. 

687.  Corollaire.  Les  paraboles  femblables  font  entr' elles  comme 
les  quartes  de  leurs  bafes  ou  de  leurs  cStis  homologues.  Nous  avons 
trouvé  PC  .pc  : : PT,  pt  \ 6c  à caufe  que  nous  avons  fait  PT. 

TB  ::  pt.  tb,  nous  aurons  en  compofanr  PT.  PB  ::  pt.  pb , ou 
PT.gr  ::  PB.  pb.  Donc  PC.gc  : : PB.  pb  ; or  la  demi-parabole 
BPC  eft  les  deux  tiers  du  reftangle  PC  x PB , ôc  la  demi-parabole 
bpc  eft  les  deux  tiers  du  rectangle  grxgi,  ôc  ces  deux  reélangles 
ayant  les  côtés  proportionnels , font  entr’eux  comme  les  quarrés 
de  leurs  côtés  homologues  ; donc  les  deux  demi-paraboles , 6c 

J>ar  conféquent  les  deux  paraboles  font  comme  les  quarrés  de 
eurs  côtés  homologues, 

588.  Corollaire  II.  Toutes  les  paraboles  peuvent  être  fembla~ 
blés.  Car  il  n’y  a qu’à  prendre  les  Abfciffes  BP ,bp  en  même  rai- 
fou  que  les  paramétres  BR,  br,  Sx.  mener  par  les  points  P 'p  les 
bafes  AC , ac. 

De  l Ellipjè  conjîderéé  Jur  un  Plan  hors  du  Cône. 

(Sp.  Problème.  Conjiruîre  une  Elltpfc. 
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Je  prens  deux  lignes  droites  AB,  CD  (Fig.  424.)  inégales 
entr’elles,  je  leur  fais  faire  un  angle  droit  enforte  qu’ elles  fe 
coupent  l’une  & l’autre  en  deux  parties  égales  au  point  O.  De  ce 
point  pris  pour  centre  & d’un  rayon  égal  à la  moitié  OA  de  la 
plus  grande  des  deux  lignes,  je  décris  un  cercle  AEBH;  je 
prolonge  CD  de  part  & d’autre  jufqu’à  la  circonférence  du  cer- 
cle en  H & E,  & divifant  AB  en  plufieurs  parties  égales,  j’élevo 
des  perpendiculaires  «N,  rT,  & qui  fe  terminent  de  part  & 
d’autre  a la  circonférence.  Cela  fait , je  commence  par  le  demi 
cercle  AEB,  & je  cherche  une  quatrième  proportionnelle  au 
rayon  OE  à la  droite  OD  & à la  perpendiculaire  MN  ; cette 

Quatrième  proportionnelle  étant  trouvée , je  le  porte  fur  MN  de 
I en  R.  Je  cherche  de  même  une  quatrième  proportionnelle 
SV  aux  deux  OE,  OD  & à la  perpendiculaire  ST  ; je  qpntinue 
ainfi  à chercher  des  quatrièmes  proportionnelles  toujours  aux 
deux  lignes  OE , OD  & à quelqu’une  des  perpendiculaires  du 
demi-cercle  AED,  ôc  je  fais  palier  une  courbe  ARVDPB  par 
les  extrémités  des  quatrièmes  proportionnelles.  Je  fais  la  même 
chofe  à l’égard  du  demi-cercle  AHB,  ce  qui  me  donne  une 
courbe  ADBC  dont  la  ligne  AB  eft  un  axe  à caufe  qu’elle  coupe 
en  deux  également  toutes  les  droites  rR , uV  fur  lefquelles  elle 
eft  perpendiculaire , & la  ligne  CD  eft  l’autre  axe,  parce  qu’elle 
coupe  aufli  en  deux  également  toutes  les  lignes  paralelles  à AB 
qui  fe  terminent  de  part  & d’autre  à la  courbe,  comme  nous 
démontrerons  plus  bas.  Il  ne  refte  donc  qu’à  faire  voir  que  cette 
courbe  eft  une  Eliipfe,  c’eft  ce  que  je  démontre. 

Par  la  conftrudion  nous  avons  OE.  OD  : : MN.  MR.  & OE. 
OD  : : ST.  SV  ; donc  MN.  MR  : : ST.  SV , ou  MN.  ST  : : MR. 
SV,  c’eft- à-dire  les  ordonnées  MR.  SV,  ôte.  de  la  courbe  ADBC 
font  entr’elles  comme  les  ordonnées  MN.  ST,  &c.  du  demi- 
cercle  AEB,  & par  conféquent  en  élevant  tout  au  quarré,  nous 

aurons  MR.  SV  : : MN.  ST.  mais  par  la  propriété  du  cercle 

MN  = AM  x MB  &~ST  = AS  x SB;  donc  MÏC^SV  : : AM 
x MB.  AS  x SB  > c’eft-à-dire  les  quarrés  des  ordonnés  MR , SV 
&c.  de  la  courbe  ADBC  font  entr’eux  comme  les  rectangles 
AM  x MB , AS  x SB , &c.  des  parties  de  l’axe  AB  quelles  cou- 
pent, & par  conféquent  cette  courbe  eft  une  Eliipfe  (N.  63 2.) 

épo.  Corollaire  Ier.  Le  quarré  dune  ordonnée  quelconque  MR 
au  grand  axe  AB  efi  au  reÜ angle  AM  x MR  des  parties  de  f axe 
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quelle  coupe > comme  le  quatre  du  petit  axe  Ct)  eft  au  quarté  du  grand 
axe  AB.  Les  droires  MR,  OD  étant  ordonnées  au  grand  axe, 

nous  avons  MR.  OD  : : AM  x MB.  AO  x OB  ( N.  689.  ) ou 

MR.  AM  x MB  : : OD.  AO  x OB  ; mais  à caufe  de  AO=OB, 

nous  avons  AOxOB  = AO;  donc  MR.  AM  x MB  ::  OD.AO; 
or  OD  étant  le  demi  petit  axe,  ôc  AO  le  demi  grand  axe,  les 

quarrés  OD,  AO  de  ces  moitiés  font  entr’eux  comme  les  quar- 
rés  de  leur  tous  CD  , AOi  donc  le  quarré  de  l’ordonnée  MR  eft 
au  rectangle  AM  x MB  , comme  le  quarré  du  petit  axe  CD  eft 
au  quarré  du  grand  axe  AB. 

69 1.  Définition.  Si  l’on  prend  unetroifiéme  proportionnelle 
au  graqd  axe  AB  ôc  au  petit  axe  CD  , cette  troifieme  proportion- 
nelle le  nommera  Paramétré  du  grand  axe,  6c  fi  l’on  prend  une 
troifieme  proportionnelle  au  petit  axe  CD  6c  au  grand  axe  AB, 
cette  troifiéjnc  proportionnelle  fe  nommera  Paramétre  du  petit 

ae. 

69 2.  Corollaire  II.  Le  quarré  d'une  ordonnée  quelconque  MR 
au  grand  axe,  e fl  au  reti  angle  AM  x MB  des  parties  de  t axe  quelle 
coupe , comme  le  paramétre  du  grand  axe  AB  ejl  à cet  axe.  Je  nomme 
p le  paramétre  du  grand  axe,  ôc  j’ai  : : AB.  CD.  p [N.  691.) 

donc  AB.  CD*  ::  AB.  p , ou  CD.  AB  ::  p.  AB.  Or  j’ai  MR 

AM  x MB  : : CD.  AB*  ( N.  690.  ) donc  MR.  AM  x MB  : : p . 
AB. 

69  j.  Corollaire  III.  Si  fur  tune  des  extrémités  A du  grand 
axe  AB  ( Fig.  4,2  y.)  on  éleve  une  perpendiculaire  AX  égale  au  pa- 
ramétre de  cet  axe , & que.  de  t extrémité  X de  cette  perpendiculaire 
l on  mene  une  droite  XB  à l'autre  extrémité  B du  grand  axe , laquelle 
coupera  toutes  les  ordonnées  les  unes  en  dehors  de  t Ellipfe,  er  les  autres 
en  dedans , je  dis  que  le  quarré  d’une  ordonnée  quelconque  MR  ejl 
égal  au  reél  angle  de  f Abfcijfe  AM  par  MV,  ce  fl  à- dire  par  la  li- 
gne M V perpendiculaire  fur  le  grand  axe  au  point  M,  & comprife 

entre  h grand  axe  & la  droite  XB.  Nous  avons  MR.  AM  x MB 
: : AX.  AB.  (IV.  692.  ) 6c  à caufe  des  triangles  femblables  VMB, 
XAB,  nous  avons  VM.  MB  : : AX.  AB , ôc  multipliant  les  deux 
premiers  termes  de  cette  proportion  par  la  même  grandeur  AM, 
nous  aurons  VM  x AM.  AMxMB::  AX.  AB;  donc  VM 

* AM.  AMxMB::  AIR.  AMxMB  ; or  les  deux  conféquens 
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de  cette  proportion  font  égaux;  donc  VM  x AM  = MR. 

69 4.  Remarque.  Dans  la  parabole,  lequarré  d’une  ordonnée 
eft  toujours  égal  au  re&angle  de  fon  AbfcinTe  par  le  paramétre; 
dans  l’Ellipfe  le  quaré  de  l’ordonnée  au  grand  axe  eft  toujours 
égal  au  re&angle  de  fon  Abfcifle  AM  par  une  ligne  MV  moin- 
dre que  le  paramétre  de  cet  axe , ôc  dans  l’hyperbole  nous  dé- 
montrerons dans  la  Üuite  que  le  quarré  d’une  ordonnée  à un  axe 
eft  plus  grand  que  le  reélangle  de  l’Abfcifle  par  le  paramétre  de 
cet  axe.  Or  c’eft  de-là  que  le  nom  de  Parabole,  d’Ellipfe  ôc 
d’Hyperbole  font  venus;  car  Parabole  en  Grec  fignifïe  Egalité , 
Ellipfe  fignifie  Défaut , & Hyperbole  Excès. 

69 y.  Corollaire  IV.  Les  ordonnées  SV , XP  ( Fig.  424.) 
au  grand  axe  AB,  également  éloignées  du  centre  O font  égales.  Par 
la  génération  de  l’Ellipfe  nous  avons  SV.  XP  ::  ST.  XZ. 
( N.  6S9.)  or  dans  le  cercle  AEBH  les  cordes  rT,  zL  égale- 
ment éloignées  du  centre  O font  égales;  donc  leurs  moitiés  ST. 
XZ.  font  aufli  égales,  ôc  par  conféquent  SV  = XP. 


696.  Corollaire  V.  Toutes  les  lignes  comme  RZ  (Fig.  42 6.) 
qui  gaffent  par  le  centre  O d'une  Ellipfe , & qui  fe  terminent  de  part 
eèr  d autre  à la  courbe , font  coupées  en  deux  également  au  centre  O. 
De  l’un  des  points  R où  la^roite  RZ  coupe  la  courbe  , je  mene 
l’ordonnée  RM;  je  prens  fur  l’axe  la  partie  OX  — OM  , ôc  du 
point  X je  mene  la  droite  XZ  paralelle  à MR,  fans  m’embarraf- 
fer  fi  le  point  Z où  elle  coupe  RZ  eft  fur  la  courbe , ou  s il  n’y  eft 
pas.  Les  triangles  feinblables  MOR,  XOZ  ayant  le  côté  MO 
égal  au  côté  OX  font  parfaitement  égaux,  ôc  partant  RO=OZ 
ôc  MR=ZX  ; or  MR , ZX  font  également  éloignées  du  centre  ; 
donc  puifque  MR  eft  une  ordonnée  au  grand  axe  , la  droite  ZX 
doit  être  aufti  ordonnée  au  même  axe  ( N.  (Spy.)  ôc  partant  le  point 
Z où  elle  coupe  ZR  eft  fur  l’Ellipfe , ôc  ZR  eft  coupée  en  deux 
également  en  O. 

697.  Corollaire  VI.  Toute  ligne  comme  RP.  ( Fig.  427.  ) pa- 
ralelle au  grand  axe  AB , ër  qui  Je  termine  de  part  & d'autre  à la 
courbe , efl  coupée  en  deux  également  en  T par  le  petit  axe  CD.  Des 
points  R,  P où  RP  coupe  la  courbe,  je  mene  les  ordonnées 
MR , PX  ,lefquelles  étant  paralelles  entre  les  paralelles  MX , RP 
font  par  conféquent  égales  entr’elles  ; ainfi  leurs  diflanccs  MO , 
OX  au  centre  O font  égales  ( N.  épy.)  mais  à caufe  des  para- 
lelles MR , OD , XP , des  paralelles  MO , RT  font  égales  de 
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même  que  les  paralelles  OX , TP  ; donc  à caufe  de  MO=OX, 

nous  aurons  RT  = TP. 

69 8.  Corollaire  VII.  Le  quarré  d’une  ordonnée  RT  au  petit  ' 
axe  CD  ejl  au  retlangle  des  parties  CT,TD  de  cet  axe  quelle  coupe , 
comme  le  quarré  du  grand  axe  AB  ejl  au  quarré  du  petit  axe  CD. 

Du  point  R je  mene  l’ordonnée  RM  au  grand  axe , ôc  j’ai  MR. 

AM  x MB  : : OD.  AO.  ( N.  690.  ) mais  àtaufe  que  AB  eft  di- 
vifé  également  en  O 6c  inégalement  en  M,  nous  avons  AM 

xMB  = AO  — MO,  ou  AMxMB  = AO  — RT  à caufe  de 
MO  = RT,  ôt  de  même  à caufe  de  MR  = OT,  nous  avons 

MR  = OT  ; mettant  donc  dans  notre  proportion  les  valeurs 

de  MR  6c  AM  x MB , nous  aurons  OT.  AO  — RT  : : OD  AO, 

ou  OD.  OT  : : AO.  AO  — RT,  ôc  par  conféqucnt  OD.  OD 

* — OT  : : AO.  AO  — ACM-RT , ce  qui  fe  réduit  à OD.  OD 

— ÔT  ttÂO/RT,  ou'RT.ÔD  -ÔT::ÂO.  OD,  6c  com- 
me à caufe  * de  l’axe  CD  divifé  également  en  O ôc  inégale- 
ment en  T , nous  avons  O D — OT  = CT  x TD , nous  aurons 

enfin  RT.  CT  xTD  ::  AO.  CO , <eft-à-dire  le  quarré  de  l’or- 
donnée RT  au  petit  axe,  eft  au  re&angle  CT  xTD  comme  le 
quarré  du  demi  grand  axe  au  quarré  du  demi  petit  axe,  ou  com- 
me le  quarré  du  grand  axe  au  quarré  du  petit. 

69p.  Corollaire  VIII.  Donc  les  quarrés  des  ordonnées  au  petit 
axe  font  entreux  comme  les  retfangles  des  parties  de  cet  axe  qu'ils 
coupent.  Soient  les  deux  ordonnées  RT , EF , nous  aurons  donc 

ÏÎT.'CT  x TD  : :~ÂO.  OD.  6c~ËF.  CF  x FD  : fÂO.  ÔD  ; 

donc  RT.  CT  x TD  EF.  CF  x FD , ou  RT.  EF  : : CT  x TD. 
CF  x FD. 

700.  Corollaire  IX.  Donc  le  quarré  d’une  ordonnée  RT 
au  •petit  axe  eft  au  teclangle  correfpondant  CT  x TD  comme  le 
paramétre  du  petit  axe  eft  au  petit  axe.  Ce  qui  fe  démontre  com- 
me nous  avons  fait  à l’égard  du  grand  axe  ( N.  692.  ) 

701.  Corollaire  X.  Si  fur  F une  des  extrémités  D du  petit  axe(Fig. 
428.)  on  élevé  une  perpendiculaire  DX  égale  à fon  paramètre , dr  que 
du  point  X on  mene  à f autre  extrémité  C la  droite  CX , le  quarré  d une 
ordonnée  quelconque  TP  au  petit  axe  eft  égal  au  produit  de  f abfcijftc 
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TD  par  TH.  Ce  qui  fe  démontre  de  même  qu’à  l'égard  du  grand 
axe  [N.  C pi.) 

702.  Corollaire  XI.  Si  Ton  décrit  un  cercle  CXD  (Fig.  429.) 
autour  du  petit  axe  CD,  ce  cercle  fera  tout  entier  dans  t'Elhpfe. 
Car  menant  au  petit  axe  l’ordonnée  RT  qui  coupe  le  cercle  en 

X , nous  aurons  RT.  CT  x TD  : : AO.  OD.  Or  par  la  propriété 

du  cercle  CT  x TD  = XT ; donc  RT.  XI’  : : AO.  OD  ; mais 

AO  eft  plus  grand  que  OD;  donc  RT  eft  aufiî  plus  grand  que 

XT  ; ainft  le  point  X du  cercle  eft  dans  l’Ellipfe , & comme 
cela  arrivera  à l’égard  de  toutes  les  ordonnées  de  l’ellipfe  & du 
cercle  CXD  , il  s'enfuit  que  ce  cercle  eft  inferit  dans  l’ellipfe. 

705.  Corollaire  XII.  LIEllipfe  ejl  moyenne  proportionnelle  en- 
tre U cercle  circonfcrit  AEBH , & le  cercle  inferit  CX  D ( Fig.  42p.  ) 
Par  la  nature  de  l’ellipfe  toute  ordonnée  AÏS  du  cercle  circonf- 
crit AEBH  eft  à l’ordonnée  correfoondante  MN  de  l’ellipfe 
comme  le  rayon  OE  ou  la  moitié  OA  du  grand  axe  eft  à la 
moitié  du  petit  axe  ; d’où  il  fuit  que  la  fomme  des  ordonnées  du 
cercle  circonfcrit  où  le  cercle  circonfcrit  eft  à la  fomme  des 
ordonnées  de  l’ellipfe  ou  à l’ellipfe,  comme  la  moitié  du  grand 
axe  eft  à la  moitié  du  petit  axe,  ou  comme  le  grand  axe  au  pe- 
tit; ainfi  nous  avons  AEBH.  ADBC  ::  AB.  CD.  Or  comme 

nous  avons  RT.  XT  : : AÔ.  OD  (M  699.  ) ce  qui  donne  RT. 
XT  ::  AO.  OD,  il  eft  clair  que  la  fomme  des  ordonnées  au 
petit  axe  de  l’ellipfe , c’eft-à-dire  l’ellipfe  eft  à la  même  fomme 
des  ordonnées  du  cercle  inferit,  c’eft-à-dire  au  cercle  inferit, 
comme  AO  eft  à OD,  ou  comme  AB.  CD,  & par  conféquent 
nous  avons  ADBC.  CXDV  ::  AB.  CD;  mais  nous  venons  de 
trouver  AEBH.  ADBC  ::  AB.  CD;  donc  AEBH., ADBC 
::  ADBC.  CXDV. 

704.  Corollaire  XIII.  Les  ordonnées  MR,  SV,  &c.  ( Fig. 
490.  ) et  un  quart  d Ellipfe  AOD , vont  en  diminuant  à mefure  qu el- 
les s'approchent  du  fomme  t A du  grand  axe  ,&ft  des  ordonnées  MN, 
ST , ôcc.  du  quart  de  cercle  circonfcrit  AOE  on  retranche  les  ordon- 
nées MN , SV,  &c.  lesreJlesRN ,VT , ôcc.  iront  aujfi  en  diminuant 
en  approchant  de  A,  & feront  entr  eux  comme  les  ordonnées  MR  , 
SV,  ôcc.  Par  la  nature  de  l’ellipfe  nous  avons  MR.  SV  ::  MN. 
ST i mais  dans  le  cercle  AEBH , la  corde  «N  étant  plus  éloignée 
du  centre  O que  la  corde  tT  eft  moindre  que  ;T  ; donc  fa  moitié 
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MN  eft  aufG  moindre  que  la  moitié  ST  de  rT,  & par  confisquent 
MR  eft  aufli  moindre  que  SV.  Maintenant  puifque  nous  avons 
MR.  SV.  ::  MN.  ST  ou  MR.  MN  ::  SV.  ST.  nous  aurons 
aulli  MR.  MN — MR::  SV.  ST  — SV,  c’eft  à-dire,  MR. 
RN  ::  SV.  VT,  & partant  MR.  SV  ::  RN.  VT;  mais  MR  eft 
moindre  que  SV  , donc  RN  eft  moindre  que  VT. 

70J.  Corollaire  XIV.  De  toutes  les  lignes  RO,  VO  &c. 
(Fig.  450.  ) qu'on  peut  mener  des  points  d'un  ejuart  AD  de  circonfé- 
rence a'Elltpfe  au  centre  O , celles  qui  font  un  moindre  angle  avec  le 
grand  axe , AB , & qui  par  confequent  en  font  plus  proches  comme  RO 
font  plus  grandes  que  celtes  qui  font  un  angle  plus  grand  avec  cet  axe, 
ou  qui  en  font  plus  éloignées  comme  V O.  Des  points  R,V  je  mene  les 
ordonnées  RM,  SV  au  grand  axe  , & je  les  prolonge  jufqu’à  la 
circonférence  du  cercle  circonfcrit  en  N & T;  des  points  N, 
T je  mene  au  centre  les  droites  NO,  TO  lefquelles  font  égales 
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étant  rayons  du  même  cercle,  ainfi  NO  = TO.  Or,  le  triangle 

■ ■ a a -a 

rectangle  NMO  donne  NO  = MO  H-  MN , & à caufe  que  MN 
eft  divifé  en  deux  parties  en  R , nous  avons  MN  = MR  -4-2MR 
xRN  + RN  ; donc  "NO  = MO  -+-  MR  -4-  2MR  x RN 
-4-  R N , de  même  le  triangle  rectangle  TOS  donne  TO  = SO 
-4-  ST , & à caufe  de  ST  divifé  en  deux  parties  en  V , nous  avons 
ST  ="sV  -4-  2SV  x VT -4- VT,  & partant  TO  — ' SO  H-~SV 
-4-  2SV  x VT  -4-  VT.  Or , le  triangle  reétangle  RMO  donne 
RO  = MO  -4-  MR  , donc  ce  qui  manque  au  quarré  RO  pour 
être  égal  au  quarré  NO  eft  2MR  x RN  -4-  RN  ; de  même  le  trian- 
gle re&anglc  VSO  donne  VO  =SO-4-SV  , ôc  par  conféquent 
ce  qui  manque  au  quarré  VO  pour  être  égal  au  quarré  TOeft 
2SV  x VT  H- VT.  Mais  MR  eft  moindre  que  SV  & RN  moindre 
que  VT , ( N.  704.  ) donc  le  défaut  2MR  x RN  -4-  RN  eft  moin- 
dre que  le  défaut  2SV  x VT  -4-  VT.  Ainfi  il  manque  moins  à RO 
pour  être  égal  à NO  qu’il  ne  manque  à VO  pour  être  égal  à TO 

— - ' 2 ■ ■ " 1 » ■■  ■■  » 

ou  NO,  & par  conféquent  RO  eft  plus  grand  qu;  VO,  ôc  RO 
plus  grand  que  VO.  705. 


Digitized  by  Google 


DES  MATHEMATIQUES.  yij 

70&  Corollaire.  XV.  Donc  de  toutes  les  lignes  RH,  VL  (Fig. 
430.  ) qui  pajfent  par  le  centre  O , & qui  [h  terminent  de  part  & d'au- 
tre  à la  courbe  , les  plus  grandes  font  celtes  qui  font  des  angles  moin- 
dres avec  le  grand  axe.  Nous  venons  de  voir  que  RO  eft  plus  grand 
que  VO  1 or,  RH,  VL  étant  coupées  en  deux  également  au 
centre  O (N.  696.)  font  doubles  de  RO,  VO,  donc  RH  eft 
aufli  plus  grand  que  VL. 

707.  Corollaire  XVI.  Si  dit  centre  O dune  Ellipfe(  Fig.  431.) 
& avec  un  rayon  OH  plus  grand  que  le  demi  petit  axe  OD  , & moin- 
dre que  le  demi  grand  axe  OA , on  décrit  un  cercle , ce  cercle  coupera 
l’Ellipfe , & ne  la  coupera  qu’en  quatre  points  M , N , S,  R , par  lef- 
quels  on  peut  mener  deux  doubles  ordonnées  MN , RS  au  grand  axe 
égales  entre/les,  & deux  doubles  ordonnées  MR  , NS  au  petit  axe  aujfi 
égales  entr  elles.  i°.  Il  eft  évident  que  ce  cercle  doit  couper  l’Ellip- 
fe , car  prenant  fur  le  grand  axe  la  partie  TO  égale  au  rayon  HO, 
la  circonférence  du  cercle  paflcra  par  le  point  T , & par  confé- 
quent  elle  ne  pourra  venir  du  point  H au  point  T , fans  couper  le 
quart  d’Ellipfe  AC.  a0.  Ce  cercle  doit  couper  l’Ellipfe  en  quatre 
points , car  de  même  que  le  point  H ne  peut  décrire  le  quart  HT 
de  circonférence , fans  couper  le  quart  AC  de  l’Ellipfe , de  même 
aulfi  il  ne  peut  décrire  l’autre  quart  de  circonférence  TE , fans 
couper  l’autre  quart  d’Ellipfe  AD , 6c  la  même  chofe  arrivera  à 
l’égard  des  deux  autres  quarts  d’Ellipfe  DB.  CB.  30.  Le  point  H 
en  décrivant  le  quart  de  circonférence  HT,  ne  peut  couper  le 
quart  d’Ellipfe  AC  qu’en  un  feul  point  M , car  s’il  le  coupoit  en- 
core en  un  autre  point  K,  menant  des  points , M , K des  droites 
au  centre  , ces  droites  MO , KO  étant  rayons  du  même  cercle  fe- 
raient égales , 6c  par  conféquent  de  deux  différens  points  M,  K‘ 
d’un  quart  d’Ellipfe  AC  , on  pourroit  mener  au  centre  O deux  li- 
gnes égales  MO,  KO  ce  qui  n’eft  pas  polfible,  puifque  la  plus  pro- 
che KO  de  l’axe  AB,  eft  toujours  plus  grande  que  l’autre  MO 
( N.  703.)  par  la  même  raifon  le  point  H en  décrivant  le  quart  de 
circonférence  TE,  ne  peut  couper  le  quart  d’Ellipfe  AD  qu’en 
un  feul  point  N,  6c  la  même  chofe  doit  fe  dire  des  autres  quarts 
DB  , CB  d’ellipfe,  donc  le  cercle  ne  peut  couper  l’ellipfe  qu’en 
4 points.  40.  Le  point  T étant  le  plus  haut  point  du  quart  de  cir- 
conférence HMT,  c’eft-à-dire  , le  plus  éloigné  du  diamètre  HE; 
fi  du  point  M où  ce  quart  de  circonférence  coupe  le  quart  d’Ellipf» 
AC  , je  mene  une  droite  MN  paralelle  au  diamètre  HE  , cette 
droite  coupera  le  cercle  en  un  autre  point  tel  que  N , 6c  fera  une 
Tome  I.  T tt 
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corde  , laquelle  fera  coupée  en  deux  également  en  P par  le  rayon 
OT  perpendiculaire  fur  le  diamètre  HE,  ainfi  nous  aurons  MN 
= 2MP , mais  MP  étant  Adonnée  au  grand  axe  AO,  la  double 
ordonnée  menée  du  même  point  M doit  être  aufli  aMP  , donc 
cette  double  ordonnée  doit  être  égale  à MN , ôc  par  conféquent  le 
point  N où  la  corde  MN  coupe  le  cercle,  eft  le  même  que  le  point 
N où  la  double  ordonnée  au  grand  axe  coupe  le  quart  d’EHipfe 
A P.  On  prouvera  de  même  que  h ligne  qui  joint  les  points  N, S eft 
une  double  ordonnée  du  petit  axe  que  celle  qui  joint  les  points  S, R 
eft  une  double  ordonnée  au  grand  axe,  ôc  que  celle  qui  joint  les 
points  R,M  eft  une  double  ordonnée  au  petit  axe  > ainfi  à caufe 
des  paralelles  MN,  RS , ôc  NS,  MR,  la  figure  MNRS  fera  un  pa- 
ralellogramme  reêlangle , ôc  partant  les  deux  doubles  ordonnées 
MN  , RS  feront  égales , de  même  que  les  deux  doubles  ordon- 
nées NS , MR  au  petit  axe. 

708.  Problème.  D'un  point  R pris  fur  une  Ellipfe  ADBC  ( Fig. 
432.)  mener  une  tangente  à la  courbe. 

Du  point  R je  mene  une  ordonnée  au  grand  axe  AB , ôc 
cherchant  une  troifiéme  proportionnelle  OT  à la  diftance  OM 
du  centre  à l’ordonnée  , ôc  au  demi  grand  axe  OA  , je  mene  par 
l’extrémité  T de  cette  proportionnelle  ôc  par  le  point  donné  R la 
droite  TRY  » laquelle  eft  ta  tangente  demandée , ce  que  je  prou- 
ve ainfi. 

Je  décris  autour  du  grand  axe  le  cercle  AEBH  qui  fera  circonf- 
crit  à l’EIlipfe  ; je  prolonge  l’ordonnée  MR  jufqu’à  ce  qu’elle  cou- 
pe la  circonférence  du  cercle  en  N,  ôc  du  point  N menant  par  le 
point  T la  droite  NT , cette  droite  touchera  le  cercle  en  N à caufe 
de  : : OM.  OA.  OT  ( N.  292  ).  Je  prens  fur  l’axe  un  autre  point 
quelconque  S d’où  je  mene  une  droite  SX  paralelle  à MN,  ôc  qui 
coupe  la  tangente  TN  en  X ; la  circonférence  du  cercle  en  Z , la 
droite  TR  en  L ôc  l’Ellipfe  en  V ; les  triangles  femblables  MNT  , 
SXT  donnent  MN.  SX.  : : MT.  ST , ôc  à caufe  des  triangles 
fembables  MRT , SLT,  nous  avons  MR , SL  : : MT.  ST  ; donc 
MN.  SX  ::  MR.  SL,  ou  MN.  MR  ::  SX.  SL  ; or,  par  la  na- 
ture de  l’Ellipfe  , nous  avons  MN.  MR  ::  SZ.SV,  donc  SX.  SL 
: : SZ.  SV.  Or , à caufe  que  TN  eft  tangente  du  cercle  en  N , la 
droite  SX  eft  plus  grande  que  l’ordonnée  SZ  de  ce  cercle , donc 
SL  doit  être  plus  grand  que  SV,  ôc  par  conféquent  le  point  L de 
la  droite  TY  doit  être  hors  de  l’Ellipfe,  ôc  comme  la  même  chofe 
arrivera  en  quelque  part  de  l’axe  où  l’on  prenne  le  point  S excep- 
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té  en  M , il  s’enfuit  que  TRY  ne  touche  l’Ellipfe  qu’enR. 

Nota.  Que  fi  fur  les  extrémités , A , B du  grand  axe  on  éleve 
des  perpendiculaires , elles  feront  tangentes  de  l’Ellipfe  à caufe 
qu’elles  feront  tangentes  du  cercle  circonfcrit/ur  le  diamètre  du- 
quel elles  feront  perpendiculaires  , 6c  de  même  les  perpendicu- 
laires  élevées  fur  les  extrémités  du  petit  axe  feront  tangentes  , à 
caufe  que  le  petit  axe  eft  la  plus  grande  de  toutes  les  doubles  or- 
données au  grand  axe. 

70p.  Corollaire  Ier.  Une  tangente  TR  (Fig.  433.  ) ayant  e'ti 
menée  à une  Elhpfe , fi  en  la  prolonge  jufqu' à ce  quelle  coupe  le  petit 
axe  CD  en  Y , & que  du  point  a attouchement  on  mène  f ordonnée 
RQ  au  petit  axe , on  aura  aujfi  : : OQ.  OD.  OY. 

Je  décris  autour  du  petit  axe  le  cercle  CHDF,  lequel  fera  inferit 
dans  l’Ellipfe  , 6c  du  point  E où  ce  cercle  coupe  l’ordonnée  QR, 
menant  la  droite  EY,  cette  droite  fera  tangente  du  cercle  ; car 
d’un  autre  point  quelconque  P pris  fur  le  petit  axe  menant  paralel- 
lement  à QR  la  droite  PM  qui  coupe  la  tangente  TY  en  M , l’el- 
lipfe  en  N,  la  droite  YE  prolongée  en  S , Ôc  le  cercle  en  X , les 
triangles  femblables  PMY,  QRY  donnent  PM.  QR  ::  PY.  QY, 
ôc  à caufe  des  triangles  femblables  PSY , QEY  nous  aurons  PS. 
QE  ::  PY.  QY.  donc  PM.QR::PS.  QE  , ou  PM.  PS  ::QR. 
QE  > mais  par  la  nature  de  l’EUipfe  nous  avons  PN.  PX  ::  QR. 
QE , donc  PM.  PS  : : PN.  PX  ; or,  à caufe  que  TR  eft  tangente 
de  l’Ellipfe  en  R , la  droite  PM  eft  plus  grande  que  l’ordonnée  PN, 
donc  la  droite  PS  eft  aufti  plus  grande  que  PX , ôc  partant  le  point 
S de  la  droite  YES  eft  hors  du  cercle  CHDF  ; ôc  comme  la  même 
chofe  arrivera  par  tout  où  l’on  prendra  le  point  P excepté  en  Q , 
il  s’enfuit  que  la  droite  YE  eft  tangente  du  cercle  en  É,  ôc  que 
par  conféquent  on  doit  avoir  : : OQ.  OD.  OY.  ( N.  292  ). 

D’où  il  fuit  qu’un  point  R étant  donné  fur  uneEllipfe(  F/f.432. 
433.)  il  eft  indifférent  de  mener  l’ordonnée  MR  au  grand  axe 
( Fig.  432.  ) ou  l'ordonnée  RQ  au  petit  axe  ( Fig.  43 3. ) car  dans  le 
premier  cas  faifant  : : OM.  OA.  OT,le  point  T fera  le  point  par  où 
il  faut  mener  la  tangente,  ôc  dans  le  fécond  faifant  : : OQ.  OD. 
OY,  le  point  Y fera  le  point  d’où  la  tangente  devra  être  menée, 
ôc  cette  tangente  fera  la  même  pour  l’un  ôc  l’autre  cas. 

710.  Corollaire  II.  Toutes  les  tangentes  qu’on  peut  mener  de 
tous  les  points  de  la  courbe  Elliptique  font  toutes  inclinées  entr  elles , & 
fit  coupent  entre  leurs  points  d attouchement. 

Tttij 
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Si  les  tangentes  TP,  VQ  ( Fig.  434.  ) font  menées  de  part  & 
d’autre  de  l’axe , il  eft  clair  que  ces  lignes  e'tant  inclinées  fur  cet 
axe  font  inclinées  entr’elles,  ôc  qu’elles  doivent  fe  couper  en  un 
point  R entre  les  points  d’attouchement.  Et  ce  feroit  la  même 
chofe  fi  les  tangentes  étoient  menées  de  part  6c  d’autre  du  petit 
axe  CD. 

Mais  fi  les  tangentes  TP  , VQ  {Fig.  433.)  font  menées  de 
deux  points  T,  V du  même  côté  de  l’axe,  je  mene  les  ordon- 
nées TM,  VN,  ainfi  par  rapport  à la  tangente  TP,  j’ai  ::  OM. 

■—  - l 

OA.  OP , ce  qui  donne  OM  x OP  = OA  5 6c  par  rapport  à la  fé- 
condé j’ai  ::  ON.  OA.  OQ  ôc  ON  x OQ  = OA  ; donc  OM 
x OP  = ON  x OQ  , d’où  je  tire  OM.  ON  : : OQ.  OP  ; mais 
OM  eft  moindre  que  ON  , donc  OQ  eft  moindre  que  OP,  c’eft- 
à-dire  le  point  P,  où  la  tangente  TP  la  plus  éloignée  de  l’axe  cou- 
pe cet  axe  , eft  plus  éloigné  du  fommet  A que  le  point  Q , où  la 
tangente  VQ  coupe  l’axe.  Donc  la  tangente  TP  ne  peut  point  al- 
ler aboutir  au  point  P fans  couper  la  tangente  QVS , mais  elle  ne 
peut  la  couper  au  point  d’attouchement  V , car  alors  TP  touche- 
roit  la  courbe  en  deux  points  T , V ce  qui  n’eft  pas  pofïible  ( N. 
708.  ) ; 6c  elle  ne  peut  pas  non  plus  la  couper  entre  V 6c  Q , car  il 
faudroit  pour  cela  qu’elle  paftât  entrele  point  V d’attouchement  ôc 
l’axe , ôc  par  conféquent  elle  ne  feroit  plus  tangente , donc  elle 
doit  la  couper  néceffai rement  en  quelque  pointZ  entre  T 6c  V. 

• 71 1.  Corollaire  III.  D’un  même  point  on  ne  peut  mener  deux 
tangentes , ce  que  l’on  prouvera  de  même  que  pour  la  parabole 
(N.  6+6). 

712.  Corollaire  IV.  Une  tangente  RP  (Fig.  +36.)  étant  me- 
née d’un  point  R , <ùr  une  ordonnée  MR  menée  du  point  d attouchement 
R au  grand  axe , on  aura  PA.  AM  ::  PB.  MB.  Je  décris  fur  le 
grand  axe  le  cercle  circonfcrit , ôc  prolongeant  l’ordonnée  jufqu’à 
la  circonférence  en  N , la  droite  NP  eft  tangente  du  cercle  ( N. 
708.  ) 6c  la  droite  MN  eft  l’ordonnée  de  ce  cercle  menée  du  point 
d’attouchement  N,  donc  nous  avons  PA.  AM  ::  PB.  MB  ( N. 
295.)  c’eft-à-dire  , la  fécante  PB  qui  pafle  par  le  centre  O de  l’el- 
lipfe  eft  coupée  harmoniquement. 

713.  Corollaire  V.  Pofant  les  mêmes  chofe  s que  dans  le  Corol- 
laire précédent , fi  Ton  mene  par  le  point  P ( Fig.  437.  ) une  fécante 
PZ  qui  ne  pajfe  pas  par  le  centre  de  telligfe , & qui  foit  coupée  par  la 
courbe  & par  l’ordonnée  RM  aux  points  X,  Z,  V,  on  aura  encore 
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PX.  XV  ::  PZ.  VZ.  Je  décris  le  cercle  circonfcrit,  & prolon- 
geant l’ordonnée  MR  en  N,  la  droite  PN  eft  tangente  du  cercle, 
& MN  eft  fon  ordonnée  menée  du  point  d’attouchement.  Des 
points  X , Z , je  mene  les  droites  QE , TH , jufqu’à  ce  qu’elles 
coupent  la  circonférence  en  E , H , & l’axe  en  Q , T.  Ainfi  par 
la  nature  de  l’ellipfe,  j’ai  QX.  TZ  : : QE.  TH.  Je  mene  par  le 
point  E , & le  point  P la  droite  PH  fans  m’embarraffer  ii  elle 
coupe  TH  en  H ou  en  quelqu’autre  point  que  je  nomme  y.  Les 
triangles femblables  PQX,  PTZ  donnent QX.TZ  ::  PQ.  PT, 
& àcaufe  des  triangles  femblables  PQE,  PTy  , nous  avons  QE. 
T y ::  PQ.  TP  j"donc  QX.  TZ*  ::  QE.  Ty  ; mais  nous  avons 
QX.  TZ  : : QE.  TH  ; donc  QE.  TH  : : QE.  Ty , & par  confé- 
quent  TH  — Ty , c’eft-à-dire  la  droite  Py  eft  la  même  que  PH. 
Or,  PH  eft  une  fecante  du  cercle,  laquelle  eft  coupée  harmoni- 
quement par  le  cercle  & l’ordonnée  MN  menée  du  point  d’at- 
touchement N (isl.296.)  àcaufe  des  paralelles  QE.MN,  TH 
la  droite  PZ  eft  coupée  en  X , V,  Z en  même  raifon  que  la  droite 
PH  5 donc  PX.  XV  ::  PZ.  VZ. 

7 1 4.  Corollaire  VI.  Pofant  toujours  la  tangente  RP  (Fig.  43  8.) 
& F ordonnée  RM  menée  du  point  d' attouchement , fi  Fon  mene  le  petit 
axe  CD  , on  auraV\.  PM  : : PO.  PB.  Je  décris  le  cercle  circonf- 
crit , je  prolonge  l’ordonnée  en  N,  & du  point  N,  je  mene  la 
tangente  PN  ; ainfi  j’ai  par  rapport  au  cercle  PA.  PM  : : PO.  PB 
( N.  2P4.  ) ; or,  ces  lignes  font  les  mêmes  par  rapport  à l’éllipfe. 
Donc, ôte. 


7 1 y.  Corollaire  VII.  Pofant  les  mêmes  chofes  que  dans  le  Corol- 
laire précédent , fi  des  extrémités  A , B , de  F axe  on  ileve  fur  cet  axe 
des  perpendiculaires  AH , BTjufquà  la  rencontre  de  la  tangente  PRL, 
lereclangle  AHxBL  de  ces  deux  perpendiculaires  efi  égal  au  quarté  du 
demi -axe  OD.  Je  prolonge  le  petit  axe  jufqu’à  ce  qu’il  ren- 
contre la  tangente  en  E,  les  triangles  PAH,  PMR,  POE,  PBL 
étant  femblables,  leurs  bafes  AH,  MR,  OE,  BL  font  entr’elles 
comme  leurs  hauteurs  PA,  PM,  PO,  PB  ; mais  nous  avons 
PA.  PM  : PO.  PB  ( N.  7 1 4.  ) ; donc  AH.  MR  : : OE.  BL , 6c 
partant  AHxBL  = MRxOE.  Du  point  R,  je  mene  l’ordonnée 
RT  au  petit  axe , ce  qui  donne  MR=  OT  ; or , à caufe  de  la  tan- 
gente RE,  6c  de  l’ordonnée  RT  menée  du  point  d’attouchemenr, 

nous  avons  : : OT  ou  MR.  OD.  OE;  donc  OD  = MR  x OE  ; 
mais  nous  venons  de  trouver  AHxBL=MRxOE,  donc  AHxBL 

==  OD.  T 1 1 iij 
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71 6.  Corollaire  VIII.  Suppofant  toujours  la  tangente  PR 
( Fig.  4?p.  ) , & l'ordonné f RM  a P axe  menée  du  point  a ittouche- 
ment  R>  le  reElangle  AMxMB  des  parties  de  P axe  que  P ordonnée 
RM  coupe  e/l  égal  au  re  El  angle  PM  x MO  de  la  foutangente  PM  par 
la  dijlance  MO  de  P ordonnée  RM  au  centre  O.  Je  décris  le  cercle 
circonfcrit ôc  prolongeant  l’ordonnée  en  N, la  droite  PN  eft  tan- 
gente du  cercle  en  N ; donc  en  menant  au  centre  la  droite  NO, 
le  triangle  PNO  eft  rc£tangle;  or,  l’ordonnée  MN  au  cercle 
étant  abaiftec  de  l’angle  droit  N de  ce  triangle  perpendiculaire- 

>■  a 

ment  fur  fon  hypothenufe,  nous  avons  MN—PMxMO;  6c 

— ■■  1 

par  la  propriété  du  cercle  nous  avons  MN  = AMxMB , donc 
PM  x MO  = AMxMB. 

717.  Corollaire  IX.  Po/ant  encore  les  mimes  chofes,ft  dupoint 
£ attouchement  R ( Fig.  440.  ) on  éleve  une  perpendiculaire  RS  fur  la 
tangente  RP>  cette  perpendiculaire  coupera  le  grand  axe  en  un  point  S 

Îui fera  entre  P or  donnée  RM  & le  centre  O.  La  droite  NO  menée 
u point  d’attouchement  N du  cercle  circonfcrit  au  centre  O eft 
perpendiculaire  fur  la  tangente  PN  du  cercle,  6c  à caufe  que  les 
deux  lignes  PR , PN  fe  coupent  en  P ; il  eft  clair  que  la  perpen- 
diculaire SR  fur  PR  étant  prolongée  fera  oblique  fur  PN , ÔC 
fera  un  angle  aigu  PXR  fur  PN  du  côté  de  P , à caufe  que  le 
triangle  PRX  eft  rettangle  en  R ; ainfi  RS  s’éloignera  de  plus  en 

f>lus  de  NO , 6c  par  conféquent  elle  coupera  le  diamètre  entre 
'ordonnée  MR,  8c  le  centre  O ou  la  droite  NO  va  aboutir. 

Nota . Que  fi  du  point  R,  on  mene  l’ordonnée  RT  au  petit  axe, 
la  perpendiculaire  RZ  coupera  cet  axe  en-delà  du  centre  O pat 
rapport  à l’ordonnée  RT  ; ce  qui  eft  évident. 

718.  Corollaire  X.  Pofant  les  mêmes  chofes  que  dans  le  Corol- 
/ laire  précédent , je  dis  que  la  fouperpendiculaire  MS  ( Fig.  440.  ) eft 
à la  dijlance  MO  de  P ordonnée  MR  au  centre  O,  comme  le  paramé- 
tre du  grand  axe  efl  au  grand  axe.  Par  la  nature  de  l’ellipfe,  nous 

avons  en  nommant  P le  paramétre  du  grand  axe  MR.  AMxMB 
: : P.  AB  ( N.  692.  ).  Or,  à caufe  du  triangle  rectangle  PRS  , ÔC 
de  la  droite  RM  perpendiculaire  fur  l’hypothenufe  PS,  nous 

avons  MR=PMx  MS,  6c  d’autre  part  nous  avons  AMx  MB 
= PM  x MO  (N.ji6.)>  fubftituant  donc  ces  valeurs  dans  notre 
proportion  , nous  aurons  PMx  MS.  PMxMO  ::  P.  AB  ; mais 
les  reétangles  PMx  MS,  PMxMO  ayant  une  dimenfion  coin* 
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mune  PM,  font  entr’eux  comme  leurs  dimenlions  inégales  MS, 
MO  ; donc  MS , MO  : : P.  AB. 

Nota.  Si  l’on  mene  du  point  R l’ordonnée  RT  au  petit  axe, 
on  prouvera  de  la  même  façon  que  la  fouperpendiculaire  TZ  eft 
à la  diftance  TO  de  l’ordonnée  au  centre  , comme  le  paramétre 
du  petit  axe  eft  à ce  petit  axe.  Au  refte , il  eft  aifé  de  voir  que 
tout  ce  que  nous  avons  dit  dans  les  Corollaires  précédens  au  fujet 
du  grand  axe  , peut  s’appliquer  au  petit  axe  ; à l’exception  de  ce 
qui  a été  remarqué  dans  la  note  du  Corollaire  précédent. 

71p.  Définition.  Une  ellipfe  ADBC  étant  donnée  ( Fig.  441.); 
fi  de  l’une  des  extrémités  D du  petit  axe  CD,  & avec  un  rayon 
égal  au  demi-grand  axe  AO , on  déçût  un  arc  HX  qui  coupe  le 

Îrand  axe  en  deux  points  H ,X,  ces  points  fe  nommeront  les 
oyers  de  l’Ellipfe.  Il  eft  aifé  de  voir  que  ces  foyers  font  égale- 
ment éloignés  du  centre  O , à caufe  des  triangles  reâangles 
égaux  DHO , DOX. 

720.  Corollaire.  H fuit  de  cette  Définition  que  U retlangle 
AH  x HB  des  parties  AH , HB  de  P axe , que  f un  des  foyers  H coupe 
ejl  égal  au  quarré  de  la  moitié  OD  du  petit  axe.  Car  le  triangle  rec- 
tangle HOD  donne  OD  = HD — HO  ou  OD  = AO — HO  ; 
à caufe  de  HD  = AO  : mais  le  grand  axe  AB  étant  divifé  en  deux 
également  en  O , & en  deux  inégalement  en  H , nous  avons 

AH  x HB  = AO — HO  -,  donc  AH  x HB  = OD , & de  même 
AXxXB=ÔD. 

721.  Proposition  CXXXV.  Une  tangente  PR  (Fig.  442.); 
& t ordonnée  RM  au  grand  axe  menée  du  point  d attouchement  R 
étant  données  ; je  dis  que  fi  P on  décrit  le  cercle  circonfcrit,  & que  des 
points  T , S où  ce  cercle  coupe  la  tangente  PRL , on  eleve  des  perpen- 
diculaires TH  . SX  fur  la  tangente , ces  perpendiculaires  pajferont  par 
les  foyer  s H , X de  P Ellipfe. 

La  droite  TS  étant  corde  du  cercle  circonfcrit,  les  droites  Tr, 
SQ  élevées  perpendiculairement  aux  extrémités  de  cette  corde  , 
font  deux  cordes  égales  du  même  cercle  circonfcrit  ( N.  2 6$.  ) , 
& à caufe  que  le  diamètre  BA  du  cercle  coupe  ces  cordes  obli- 
quement , les  parties  TH,  rH  de  la  corde  T t font  égales  chacune 
à chacune  aux  parties  SX , XQ  de  la  corde  SQ  ( N.  2 66.).  Cela 
pofé. 

Je  mène  parles  extrémités  A,  B de  Pellipfelcs  tangentes  AN, 
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BL  qui  coupent  la  tangente  PL  en  N & L ; les  triangles  rec- 
tangles PBL,  PSX  étant  femblables  , à caufe  de  l’angle  aigu  P 
qui  leureft  commun,  donnent  PB  PS  ::  BL.  SX  , ôc  à caufe 
des  triangles  re&angles  femblables  PTH.PAN,  nous  avons 
PT.  PA  : : TH.  AN  ; or,  les  droites  PB  , PS  étant  fecantes  du 
cercle,  donnent  PB.  PS  : : PT.  PA  ( N.  272.)  ; donc  BL.  SX  :: 
TH.  AN  , 6c  par  conféquent  BL  x AN  = SX  x TH  ; mais 

BL  x AN  = ÔD(  M 7 1 y . ) ; donc  SX  x TH =ÔD , ou  rHxTH 

= OD , à caufe  de  rH  = SX  ; or,  les  droites  t T , AB  étant  des 
cordes  du  cercle  circonfcrit , lefquelles  fe  coupent  en  H , nous 

avons  tHxTH  = AHxHB  (N.  279.)  ; donc  AHx  HB=  OD, 
c’eft-à-dire  le  reûangle  des  parties  inégales  AH  , HB  du  grand 
axe  eft  égal  au  quarré  de  la  moitié  OD  du  petit  axe  ; donc  le 
point  H eft  un  des  foyers  de  l’éllipfe  ( IV.  720.  ) ; 6c  on  prouvera 
de  même  que  le  point  X eft  l’autre  foyer. 

722.  Corollaire  Ier.  Unetangentc  PR  (Fig.  étant  don- 
née , fi  des  deux  foyers  H,  X de  f ellipfe , on  mene  des  droites  HR,  XR 
au  point  <f  attouchement  R,  les  angles  HRT,  XRS  fait  par  ces  droi- 
tes avec  la  tangente  PS  ,/bnt  égaux.  Je  décris  le  cercle  circonfcrit 
ôc  des  points  T,  S où  fa  circonférence  coupe  la  tangente  P , S , 
élevant  des  perpendiculaires  TH , SX  qui  partent  par  les  foyers 
H,  X ( N.  721.),  les  triangles  HRT  , XRS  font  rectangles,  6c 
les  triangles  femblables  HTP,  XSP  donnent  HT.  XS  : : PT.  PS  ; 
je  mene  l’ordonnée  MR  que  je  prolonge  jufqu’à  la  circonférence 
du  cercle  en  N,  ôc  menant  NP,  cette  droite  N P eft  tangente  du 
cercle;  donc  la  fecante  PS  étant  coupée  en  R par  l’ordonnée 
NM  menée  du  point  d’attouchement , donne  PT.  TR  : : PS.  RS 
(N.  296.)  ou  PT.  PS::  TR.  RS;  donc  HT.  XS  ::  TR.  RS,  6c 

Ear  conféquent  les  triangles  re&angles  HTR,XSR  font  fcmbla- 
les,  6c  l’angle  HRT  eft  égal  à l’angle  XRS. 

723.  Corollaire  II.  Si  des  foyers  H,  X (Fig.  443.  ) d'une 
ellipfe , on  mene  des  droites  au  point  R où  une  tangente  quelconque  tou- 
che t ellipfe , la  fomme  de  ces  deux  droites  HR,  XR  efi  égale  au  grand 
axe  AB.  Je  décris  le  cercle  circonfcrit  > ôc  du  centre  O,  je  mene 
la  droite  OS  à l’un  des  points  S où  le  cercle  coupe  la  tangente 
TS  ; j’éleve  en  S la  droite  SX  perpendiculaire  fur  la  tangente  , 
laquelle  pafTe  par  le  foyer  X , ôc  je  prolonge  XS  jufqu’à  ce  qu’elle 
rencontre  en  V la  droite  HR  prolongée  , l’angle  SRV  étant  égal 
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à l’angle  TRH  qui  lui  eft  oppofé  au  fommet , eft  par  conféquent 
égal  à l’angle  XRS  , lequel  eft  égal  à l’angle  TRH  ( N.  722.  ); 
ainfi  les  triangles  reélangles  XRS,  SRV  font  femblables  ôc  égaux, 
à caufe  du  côté  commun  RS  , ôc  partant  XS  =SV  ; or,  par  la 
définition  des  foyers  on  a XO  = OH  ; donc  la  droite  OS  eft  pa- 
ralelle  à la  droite  HV , ôc  les  triangles  femblables  HXV , OXS , 
donnent  HV.  OS  ::  HX.  OX  : mais  HX  eft  double  de  OX, 
donc  HV  eft  aulfi  double  de  OS  : or , à caufe  des  triangles  rec- 
tangles femblables  ôc  égaux  RXS,RSV,  nous  avons  XR=RV  ; 
donc  HV  = HR-+-RV  = HR-+-XR,  ôc  partant  HR-t-RXeft 
double  de  OS  ou  de  OB , c’eft-à-dire  HR  -+-RX  = AB. 

724.  Remarque.  Comme  il  n’eft  point  de  point  R fur  la  cour- 
be de  l’éllipfc  auquel  on  ne  puiffe  mener  une  tangente  ; il  s’en- 
fuit qu’il  n’en  eft  point  aufli  où  les  droites  HR,  RX  menées  du 
foyer  ne  foient  enfemble  égales  à l’axe.  Ainfi  on  peut  aifémene 
décrire  une  éllipfe  dont  le  grand  axe  AB , ôc  les  foyers  H , X 
font  connus;  car  fi  l’on  prend  un  fil  égal  à la  longueur  AB,  ôc 
qu’ayant  attaché  fes  deux  extrémités  aux  deux. foyers  H,X,on 
tienne  ce  fil  toujours  tendu  par  le  moyen  d’un  ftile  que  l’on  con- 
duira autour  des  deux  foyers  jufqu’à  ce  qu’il  revienne  au  même 
point  d’où  il  étoit  parti  ; la  pointe  du  ftile  décrira  une  courbe 
élliptique , puifqu’en  quelque  part  R que  fe  trouve  cette  pointe , 
on  aura  toujours  HR-f-RX==AB. 

72;.  Définition.  Toute  ligne  droite  qui  paffe  par  le  centre 
d’une  éllipfe  , ôc  qui  fe  termine  de  part  ôc  d’autre  à la  courbe , fe 
nomme  Diamètre , parce  qu’on  peut  aifément  trouver  une  infinité 
de  lignes  paralelles  terminées  de  part  ôc  d’autre  à la  courbe  qui 
feront  coupées  chacune  en  deux  également  par  ce  diamètre , 
comme  il  fera  dit  plus  bas. 

72  6.  Proposition  CXXXVI.  Le  grand  axe  AB  (Fig.  444.  J,' 
& un  diamètre  RS  étant  donnés , fi  par  les  Commets  A , R , on  mene 
des  tangentes  AZ,  RP  qui Je  coupent  en  X , les  triangles  PX  A,  ZXR, 
faits  par  ces  tangentes  avec  F axe  & le  diamètre  font  égaux. 

Du  point  R,  je  mené  l’ordonnée  RM  au  grand  axe  AB,  la- 
quelle eft  paralelle  à la  tangente  AZ , l’une  ôc  l’autre  étant  per- 
pendiculaire fur  le  grand  axe  AB  ; ôc  du  point  A , je  mene  la 
droite  AH  paralelle  à la  tangente  RP.  A caufe  de  la  tangente  RP, 
ôc  de  l’ordonnée  RM  menée  du  point  d’attouchement,  j’ai  OM. 
OA  ::  OA.  OP  ( N.  708.  );  or,  les  triangles  femblables  OMR, 
OAZ,  donnent  OR.  OZ  ::  OM.  OA  ; donc  OR.  OZ  ::  OA.  OP, 
Tome  1,  ' V v v 
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& par  conséquent  menant  la  droite  RA , & la  droite  ZP , ces 
deux  lignes  RA , ZP  font  paralelles,  & les  triangles  ARP,  ARZ 
qui  font  entre  ces  deux  paralelles , ôc  qui  ont  la  même  bafe  RA 
font  égaux  ; donc  en  retranchant  de  l’un  ôc  de  l’autre  le  triangle 
RXA , nous  aurons  PXA  = ZXR. 

727.  Corollaire.  Pofant  les  memes  chofes  , fi  du  point  d'attou- 
chement R de  la  tangente  RP  menée  par  le  ftmmet  du  diamètre  RS 
en  ment  f ordonnée  RM  au  grand  axe y le  triangle  RPM  fait  par  la 
tangente , [ordonnée,  & le  grand  axe,  eft  égal  au  quadrilatère  ZAMR 
fait  par  la  tangente  de  F axe,  par  [ordonnée  RM , & par  t axe  & le 
diamètre.  Les  triangles  PXA,  ZXR  font  égaux  ( N.  72 5.);  ajou- 
tant de  part  ôc  d’autre  la  partie  commune  RXAM,  nous  au- 
rons RPM  = ZAMR. 

Nota.  Cette  Propofition  ôc  fon  Corollaire  font  de  conféquence 
pour  bien  entendre  ce  qui  fuit. 

728.  Proposition  CXXXVII.  Le  grand  axe  AB(Fig.  44;, 44  6, 
447 , 448 , 449.  ) un  diamètre  RS  étant  donnés  avec  leurs  tangentes 
AZ  , RP  menées  par  les  fommets  ,fi  par  un  point  quelconque  É pris 
fur  la  courbe , on  mene  deux  paralelles  aux  tangentes,  le  triangle  EHV 
fait  par  ces  deux  paralelles , & le  grand  axe  efl  égal  au  trapezoïde 
AZT V fait  par  la  tangente  du  grand  axe , & fa paralelle  TV  com- 
prife  entre  t axe  & le  diamètre  ; & le  triangle  TEL  fait  par  les  deux 
paralelles  & le  diamètre  RS  efl  égal  au  trapezoïde  RPHL  fait  parla 
tangente  de  ce  diamètre , & fa  paralelle  comprife  entre  taxe  & le 
diamètre. 

Il  y a ici  pluficurs  cas  que  nous  allons  examiner  en  commen- 
çant par  le  triangle  fait  par  les  deux  paralelles  avec  l’axe  AB. 

Si  le  point  E d’où  l’on  mene  les  paralelles  TV , HL  eft  entre 
l’axe  6c  le  diamètre  {Fig.  44?.);  je  fçais  que  le  triangle  PRM  eft 
égal  au  trapezoïde  ZAMR  {N.  727.  ).  Or,  les  triangles  PRM, 
HEV  étant  femblables,  font  entr’eux  comme  les  quartés  de  leurs 

côtés  homologues  RM,  EV  ; donc  PRM.  HEV  ::  RM.  EV*; 

mais  par  la  nature  de  l’ellipfe,  nous  avons  RM*.  EV  ::  AMxMB. 
AVxVB  ( N.  6 89.) , ôc  à caufe  que  AB  eft  divifé  en  deux  éga- 
lement en  O,  6c  en  deux  inégalement  en  M , nous  avons  AM 

xMB=AO — MO,  ôc  par  la  même  raifon  AVxVB=AO — VO; 

donc  PRM.  HEV  ::AO— MO.  Â5— VO  , & mettant  au  lieu 

des  quarrés  AO,  MO 6c  VO,les  triangles  femblables  AZO, 
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VTO , MRO  qui  font  en  même  raifon , à caufe  que  les  droites 
AO,  MO  6c  VO  font  leurs  côtés  homologues,  nous  aurons 
PRM.  HEV  : : AZO— MRO.  AZO  — VTO  , c’eft  - à - dire , 
PRM. HEV  ::  AZRM.  AZTVimaisPRM^AZRMrV.Ta?.); 
donc  HEV=AZTV. 

Si  le  point  E d’où  l’on  mene  les  parai  elles  ( Fig.  44 6.  ) eft  entre 
le  diamètre  RS  6c  le  petit  axe  CD  , les  triangles  femblables 

PRM,  HEV  donneront  toujours  PRM.  HEV  ::  RM.  EV,  ôc 

nous  aurons  au ffi RM.  EV  ::  AO — MO.  AO — VO  ::  AZO 
•—MRO.  AZO—  VTO  ::  AZRM.  AZTV  ; donc  PRM.  HEV 
: : AZRM.  AZTV  , ôc  partant  HEV  = AZTV , à caufe  de 
PRM  — AZRM. 

Si  le  point  E , d’où  l’on  mene  les  paralelles  ( Fig.  447.) , eft  en 
deffous  du  petit  axe  CD.  La  tangente  AZ,  6c  fa  paralelle  EV  ne 
formeront  plus  un  trapezoïde  ; mais  en  menant  à l’autre  extrémi- 
té B du  grand  axe  la  tangente  Bz  qui  coupe  le  diamètre  RS  en 
z , cette  tangente  formera  avec  fa  paralelle  , l’axe  6c  le  diamètre , 
le  trapezoïde  VTzB.  Or,  les  triangles  femblables  PRM , HEV , 

— » - 1 

donneront  toujours  PRM.  HEV  ::  RM.  EV  ; 6c  nous  aurons 

aufli  RM.  ~ËV  : : ÂO  — MO.  ÔB  — ÔV  : : AZO  — M RO. 
OBz—OVT  ::  AZRM.  VTzB;  donc  PRM.  HEV  ::  AZRM. 
VTzB , 6c  partant  HEV  = VTzB , à caufe  de  PRM=AZRM. 
Si  le  point  E ( Fig.  448.  ) eft  de  l’autre  côté  du  grand  axe , on 

aura  toujours  PRM.  HEV  : : AO  — MO.  AO  — VO  : : AZO 
— MRO.  AZO  — VTO  ::  AZRM.  AZTV  ; donc  PRM. 
HEV  : : AZRM.  AZTV  , 6c  par  conféquent  HEV  = AZTV, 
de  même  que  PRM  = AZRM. 

Enfin,  fi  le  point  E eft  fur  le  quart  d’ellipfe  DB  ( Fig.  449.  ) ; 
je  mene  par  l’autre  extrémité  B de  l’axe , la  tangente  Bz , ôc  je 

trouve  encore  PRM.  HEV  ::RM.  EV:;AO — MO.  BO— VO 
::  AZO- — MRO.  BOz— VOT  ::  AZRM.  BVTz,  ôc  par  con- 
féquent HEV;=BVTz,  de  même  que  PRM *=  AZRM.  Venons 
au  fécond  triangle. 

Et  premièrement  fi  le  point  E eft  entre  l’axe  ôc  le  diamètre 
(fïg.  44^.),  le  triangle  fait  par  les  paralelles  ôc  le  diamètre  eft 
TEL;  or,  PRM  = AZRM,  retranchant  donc  d’une  part  le  trian- 
gle HEV  , ôc  de  l’autre  le  trapezoïde  AZTV  = HEV  , nous  au- 
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rons  PRIH-f-EVMI  = TVMR,  ôc  retranchant  la  partie  com- 
mune EV MI,  nous  aurons  PRIH=TERI;  ôc  ajoutant  de  part 
& d’autre  le  triangle  RIL , nous  aurons  PRLH  = TEL. 

Si  le  point  E eft  entre  le  diamètre  RS  ôc  le  petit  axe  CD 
(T/g.446.  ),  le  triangle  fait  par  les  paralelles  6c  le  diamètre  RS 
eft  TEL.  Par  l’autre  point  e où  la  paralelle  EH  coupe  Tellipfe> 
je  mene  la  paralelle  tu  à la  tangente  AZ  de  l’axe , ce  qui  donne 
Hr#  = AZr«  comme  on  vient  de  voir.  Or  HEV  = AZTV  ; 
retranchant  donc  d’une  part  H eu,  6c  de  l’autre?  AZ;«,  nous  au- 
rons f«EV=;«VT,  ôc  retranchant  la  partie  commune  r«VTL, 
il  reftera  TEL  = te L ; or  te L = RPHL  > donc  TEL==RPHL» 

Si  le  point  E eft  fur  le  quart  d’ellipfe  CB  ( Figure  447.) , je 
mene  par  l’autre  extrémité  B du  grand  axe  la  tangente  zp  juf- 
qu’à  ce  qu’elle  rencontre  le  diamètre  RS  en  z ôc  la  tangente 
PR  prolongée  en  p.  Les  triangles  rectangles  femblables  AZO, 
BzO  font  égaux  , à caufe  de  OB  = AO  , 6c  les  triangles 
AZO , PRO  font  auffi  égaux  à caufe  de  la  partie  commune 
ORXA  6c  du  triangle  PAX  égal  au  triangle  ZXR  {N.  7 26.  ) 
donc  PRO  = BOz,  ôc  ajoutant  la  partie  commune  R//BO, 
nous  aurons  PpB  = JKpz.  Je  retranche  de  part  6c  d’autre  la  par- 
tie RpBVEL,  6c  il  refte  PRLH  -+-  HEV  = VBzT  LET  ; 
or  HEV  étant  le  triangle  fait  par  les  paralelles  avec  l’axe  eft 
égal  au  trapezoïde  VBzT  ; donc  le  triangle  LET  fait  par  les  pa- 
ralelles avec  le  diamètre  eft  égal  au  trapezoïde  PRLH. 

Si  le  point  E eft  de  l’autre  côté  du  grand  axe  fur  le  quart  d’ellipfe 
AD  (T/g.  448.  ) je  mené  par  l’autre  extrémité  S du  diamètre  RS  la 
tangente  zp  qui  rencontre  l’axe  prolongé  tnp , ôc  fa  tangente  Z A 
prolongée  en  z.  Ainfi  je  démontrerai  comme  dans  le  cas  pré- 
cédent que  ezA  = ZzS  , ôc  retranchant  la  partie  commune 
SzA V EL , il  reftera  />SLH  -4-  HEV  = VAZT  -h  LET.  Or  le 
triangle  HEV  fait  par  les  paralelles,  ôc  l’axe  eft  égal  au  trape- 
zoïde VAZT  ; donc  le  triangle  LET  fait  par  les  paralelles  ôc  le 
diamètre,  eft  égal  au  trapezoïde  //SHL. 

Enfin  fi  le  point  E eft  dans  le  quart  d’ellipfe  DB  ( Fig.  449.  ) 
menant  par  les  extrémités  S,  B du  diamètre  ôc  de  l’axe  les  tan- 
gentes Sp,  Bz,  on  démontrera  que  le  triangle  LET  fait  parles 
paralelles  ôc  le  diamètre  , eft  égal  au  trapezoïde  HLS// , de 
même  que  nous  l’avons  démontré  à l’égard  du  triangle  LET 

(%.  44<î.) 

729.  Corollaire.  Toute  ligne  Ee  (Fig.  4J0.)  terminée  de  part 
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'&  cP autre  à la  courbe  de  PEllipfe  & paralelle  à une  tangente  RP 
menée  à f extrémité  d'un  diamètre  SR  efl  coupée  en  deux  également 
en  L par  ce  diamètre,  & par  conféquent  elle  en  efl  la  double  ordonnée. 
•Des  extrémités  E , e de  la  ligne  Ee  je  mene  les  droites  ET,  et, 
paralelles  à la  tangente  ZA  de  l’axe  & qui  coupent  le  diamètre 
en  T,  r;  ainfi  à caufe  que  les  droites  et,  eh  font  paralelles  aux 
tangentes  AZ,  RP,  le  triangle  et  L eft  égal  au  trapezoïde  RPHL 
(N.  728.)  & par  la  même  raifon  le  triangle  ETL  = RPHL  ; 
donc  «L  = ETL;  or  ces  triangles  font  femblables;  donc  ils 
font  parfaitement  égaux , & nous  avons  eh  = EL , & on  dé- 
montrera la  mêmachofe  de  quelque  point  E de  l’ellipfe  que  foit 
menée  la  droite  Ee  paralellement  à RP , en  obfervant  ce  qui  a 
été  dit  ci-delïus  ( N.  728.) 

7 jo.  Corollaire  II.  Les  quarrès  des  ordonnées  ET,  IV.  ( Fig.' 
4Î 1.)  à un  diamètre  quelconque  RS, font  entr  eux  comme  les  refi an- 
gles RT  x TS.  RV  x VS  des  parties  du  diamètre  que  tes  ordonnées 
coupent.  Je  prolonge  les  ordonnées  jufqu’à  ce  qu’elles  coupenc 
l’axe  en  t,u , ôc  des  extrémités  E,  I,  je  mene  des  droites  EL, 
IH,  paralelles  à la  tangente  de  l’axe.  Les  triangles  femblables 

TEL,  VIH  donnant  TE.  VI  : : TEL.  VIH.  ( A'.  jp2.  ) or  les 
droites  EL,  ET  étant  paralelles  aux  tangentes  de  l’axe  & du 
diamètre , nous  avons  TEL  = RPrT  (N.  728.  ) & par  la  même 

raifon  VIH  = RP«V  ; donc  Te.~VÎ  : : RPrT.  RP«V  ; or 

RPrT  = RPO  — TrO  & RP«V  = RPO  — V«0  ; donc  "TE. 

VI::  RPO — TrO.  RPO — VwO;  fit  au  lieu  des  triangles  RPO, 

— * — : — 1 

TrO,VwO  mettant  les  quarrès  RO , TO,VO  qui  font  en  même 
raifon , à caufe  que  les  triangles  étant  femblables  font  entr’eux 
comme  les  quarrès  de  leurs  côtés  homologues  RO,  TO,  VO, 

nous  aurons  TE.  VI  : : RO  — TO.  RO  — VO.  Or  RS  étant 
divifé  en  deux  également  en  O & en  deux  inégalement  en  T, 

— ■ * — ■■  a 

nous  avons  RO — TO  = RTxTS,  & par  la  même  raifon 

RO  — VO*=  RV  x VS  ; donc  TE.  VI  : : RT  x TS.  RV  x VS  ; 
& on  démontrera  la  même  chofc  de  quelques  points  de  l’eilipfe 
que  foient  menées  les  ordonnées  ET , IV , en  obfervant  ce  qui 
a été  dit  ci-deffus  ( N.  728.  ) 

73  1.  Proposition  CXXXVIII.  Deux  diamètres  MN,  RS, 

V v v iij 
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( Fig.  4 J a.  ) étant  donnés  avec  Us  tangentes  au  fîmmet  MX , RX  J 
qui  fe  coupent  en\,Ji  l'on  mene  Ut  droite  RM  qui  joint  Us  points 
a attouchement  ,&  que  du  point  X oit  Us  tangentes  fe  coupent  on  mené 
par  le  milieu  h de  la  droite  RM , la  droite  XO , cette  droite  fera  un 
diamètre  & pajfera  par  conféquent  par  U centre  O. 

Pour  prouver  que  XO  eft  un  diamètre , il  n’y  a qu’à  faire  voie 
qu’elle  coupera  en  deux  également  toutes  les  droites  paraleiies 
à RM  qui  feront  terminées  de  part  ôc  d’autre  à la  courbe , fie  la 
démonilration  s’en  fera  de  même  que  pour  la  parabole  ( N.  662.  ) 
■732.  Remarque.  Par  le  moyen  de  cette  Propofition,  toutes 
qui  a été  dit  ci-deflus  à l’égard  d’un  axe  fie  d’un  diamètre  peut  fc 
démontrer  de  même  à l’égard  de  deux  diamètres. 

Soient  par  exemple  les  diamètres  MN,  RS  ( Fig.  4J  3.  ) avec 
leurs  tangentes  Ml,  RP  qui  fe  coupent  en  X , je  mene  du  fom- 
met  M la  droite  MZ  paralelle  à la  tangente  RP , ôc  par  confé- 

3uent  ordonnée  au  diamètre  RS  ( JV.  72p.  ) fie  du  fommet  R la 
roite  RH  ordonnée  au  diamètre  MN , je  joints  les  points  d’at- 
touchement R,  M par  la  droite  TM , fie  coupant  cette  ligne  en 
deux  également  en  L,  la  droite  XL  eft  un  diamètre  ( N.  73  1.  ) 
fit  pafle  par  le  centre  O.  Or  à caufe  que  RXME  eft  un  paralel- 
logramme,  fie  que  fa  diagonale  RM  eft  couf^e  en  deux  égale- 
ment en  L par  la  droite  XL  ; il  eft  clair  que  XL  prolongée  pafle 
par  l’angle  E,  fie  que  XE  eft  l’autre  diagonale.  Les  triangles 
femblables  OEH.  OXM.  donnent  OH.  OM  : : OE.  OX;  ôc  à 
caufe  des  triangles  femblables  OEM,  OXP  nous  avons  OM. 
OP  : : OE.  OX  ; donc  OH.  OM  : : OM.  OP  ; de  même  les 
triangles  femblables  OEZ , OXR  donnent  OZ.  OR  : : OE. 
OX,  ôc  à caufe  des  triangles  femblables  OER,  OXT  nous 
avons  OR.  OT  : : OE.  OX , fie  par  conféquent  OZ.  OR  : : OR. 
OT , ce  qui  fait  voir  que  la  ligne  OP  eft  divifée  aux  points  H , 
M,  en  même  raifon  que  la  ligne  OT  eft  divifée  aux  points  Z , 
R,  ôc  que  par  conféquent  les  droites  ZH,  RM,  TP  font  pa- 
ralelles. 

Donc,  r°.  Un  diamètre  MN  étant  donné,  fi  d’un  point  R 
on  veut  mener  une  tangente,  il  faut  de  ce  point  mener  une  or- 
donnée RH  au  diamètre  MN,  puis  chercher  une  rroifiéme  pro- 
portionnelle OP  aux  droites  OH,  OM,  ôc  le  point  P fera  le 
point. où  la  tangente  menée  par  R coupera  le  diamètre  MN, 
ainfi  c’eft  la  même  opération  à faire  à l’égard  d’un  diamètre  qu’à 
legard  de  l’axe  ( N.  708.  ) Donc , a*.  Les  triangles  PXM,  TXR 
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faits  par  les  tangentes,  fie  les  diamètres  font  égaux  ; car  à caufe 
des  paralelles  TP , RM,  les  triangles  PRM , TRM  qui  ont  la 
bafe  commune  RM  font  égaux,  ôc  retranchant  le  triangle  com- 
mun RXM  il  reliera  PXM  = TXR. 

Donc,  30,  Le  triangle  PRH  eft  égal  au  trapezoïde  MTRH  ; 
'car  les  triangles  PXM,  TXR  étant  égaux,  fi  on  ajoute  de  part 
fie  d’autre  la  partie  commune  MXRH , on  aura  PRH  — MTRH. 

Donc,  f°.  Si  d’un  point  quelconque  E ( Fig.  +.)  pris  fur  la 
courbe  on  menedes  droites  DL,CF  paralelles  aux  tangentes, 
le  triangle  LEC  fait  par  ces  paralelles , fie  le  diamètre  MN  eft 
égal  au  trapezoïde  MTFC  fait  par  la  tangente  MT  de  ce  diamè- 
tre ôc  fa  paralelle  CF.  Car  menant  par  le  point  R l’ordonnée 
RH  au  diamètre,  nous  aurons  PRH  = MTRH.  Or  les  triangles 

PRH,  LEC  étant  femblables  donnent  PRH  , LEC  : : RH. 
— * 

CE  ( N,  392.  ) 6c  à caufe  que  RH  , CE  font  ordonnées  dia- 
mètre MN , nous  avons  RH.  CE  : : MH  x HN.  MC  x CN 
: : — HO»-  MC  — CO  ( N.  730.  ) donc  PRH.  LEC  : : MO 

— HO.  MC — CO;  ôc  au  lieu  des  quarrés  MO,  HO,  CO, 
mettant  les  triangles  femblables  MTO,  CFO,  HROqui  font 
en  même  raifon  ( IV.  392.)  nous  aurons  PRH.  LEC  : : MTO 
: — HRO.  MTO  — CFO  : : MTRH.  MTFC  ; mais  PRH 
==  MTRH  ; donc  LEC  = MTFC. 

De  même  le  triangle  FED  fait  par  les  deux  paralelles  & le 
diamètre  RS  eft  égal  au  trapezoïde  RPLD  fait  par  la  tangente 
RP  de  ce  diamètre  ôc  fa  paralelle  DL.  Ce  que  l’on  démontrera 
de  la  même  façon  en  menant  du  point  M l’ordonnée  MZ  au 
diamètre  RS. 

733-Proposition  CXXXIX.  Deux  diamètres  MN,  RS 
( Fig.  4 y y . ) étant  donnés  avec  leurs  tangentes  MT , RP.  Si  de  deux 
points  Q,  V pris  fur  la  courbe  entre  ces  diamètres  on  mene  des  droites 
QL , QK,  VH,  VF  paralelles  aux  tangentes,  le  trapezoïde 
ELHV  fait  par  deux  de  ces  paralelles  QL , VH  avec  le  diamètre 
MN  , & la  plus  proche  des  deux  autres  VF  ejl  égal  au  trapezoïde 
FEQK  fait  par  les  deux  autres  paralelles  VF , QK  avec  ( autre 
diamètre  RS  & la  plus  proche  QL  des  deux  autres  paralelles  ; & le 
trapezoïde  QLHY  fait  par  les  paralelles  QL , YH  avec  le  diamètre 
WN  & la  plus  éloignée  YK  des  deux  autres  paralelles  efl  égale  au 
trapezoïde  FVYK  fait  par  les  deux  autres  paralelles  VF , Y K avec 
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le  diamètre  RS  & la  plus  éloignée  YH  des  paralelles. 

La  démonftration  de  ceci  eft  la  même  que  pour  la  parabole 
( N.  666.  661.  ) 

734.  Proposition  CXL.  Si  deux  lignes  HZ,  TV  (Fig. 
4y<S.  477.  4J8.  ) qui  fe  terminent  de  part  & d'autre  à la  cour- 
be fe  coupent  dans  f Elhpfe , le  reftangle  HL  x LZ  des  parties  de  la 
première,  eji  au  r eft  angle  TL  x LV  des  parties  de  la  fécondé , comme 
le  quarré  de  la  tangente  MX  au  fommet  du  diamètre  de  la  première , 
ejl  au  quarré  de  la  tangente  RX  au  fommet  du  diamètre  de  la  fé- 
condé. 

La  démonftration  eft  la  même  que  pour  la  parabole  ( N.  66S.) 
pour  les  trois  cas  repréfentes  par  les  figures  436.  437.  438.  ~ 

7?  y.  Proposition  CXLI.  Si  deux  fecantes  HZ,  HV. 
( Fig.  4 yp.  ) partent  d'un  même  point  extérieur  H,  Je  reftangle  de  la 
première  HZ  par  fa  partie  extérieure  HQ , ejl  au  reftangle  de  la  fé- 
conde HV  par  fa  partie  extérieure  HL  comme  le  quarré  de  la  tan- 
gente RX  paralelle  à la  première , ejl  au  quarré  de  la  tangente  MX 
paralelle  à la  fécondé. 

Même  démonftration  que  pour  la  parabole  ( N.  669.  ) 

7 j 6.  Proposition  CXLII.  Deux  diamètres  ou  deux 
demi-di amènes  MO,  RO  ( Fig.  460.  461 . ) étant  donnés  avec  leurs 
tangentes  MX,  RX;  ft  [on  mene  une  double  ordonnée  VZ  à l'un 
des  diamètres  RO , & qu’on  la  prolonge  jufqu’d  ce  qu'elle  rencontre 
la  tangente  de  l autre  diamètre  en  H , le  reftangle  HZ  x HV  de  la 
ligne  entière  HZ  par  la  partie  extérieure  HV  eft  au  quarré  de  ta  par- 
tie HM  quelle  coupe  fur  la  tangente  MX,  comme  le  quarré  de  la  tan- 
gente RX  de  fon  diamètre  eft  au  quarré  de  la  tangente  MX  de  f autre 
diamètre. 


Même  démonftration  que  pour  la  parabole  ( N.  672.)  pour  les 
deux  cas  repréfentés  par  les  figures  460. 461. 

737*  Proposition  CXLIII.  Deux  fegmens  AMB, 
CRD  (Fig.  462.  463.  454.)  étant  donnés , fi  les  parties  ML, 
RH  de  leurs  diamètres  comprifes  dans  ces  fegmens , font  entr' elles 
comme  leurs  diamètres  ou  demi- diamètres  MO,  RO,  les  plus  grands 
triangles  inferits  dans  ces  fegmens  font  égaux. 

Je  mene  les  droites  RD,  MB,  ce  qui  donne  des  triangles 
RDH , MBL  qui  font  les  moitiés  des  plus  grands  triangles  inf- 
erits dans  les  fegmens  à caufe  qu’ils  ont  leur  fommet  aux  fom- 
mets  R , M des  diamètres,  & que  leurs  bafes  DH,  BL  font  les 
moitiés  des  bafes  DC,  AB  des  fegmens»;  ainfi  ee  que  pous  di- 
rons 
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rons  des  triangles  RDH,  MBL  fe  dira  aufli  des  plus  grands 
triangles  infcrits.  Or  il  peut  fe  faire  que  les  bafes  AB,  PC  fe 
coupent  dans  l’ellipfe  ( Fig.  462.  ) ou  qu’elles  fe  coupent  en 
dehors  {Fig.  463.)  ou  enfin  qu’elles  fe  coupent  fur  la  courbe 
( %•  4<*4-  ) 

Si  les  bafes  AB , CD  fe  coupent  en  dedans  en  V ( F/>.  46 2.  ) 
je  mene  les  tangentes  MR , RX  aux  fommets  des  diamètres  ou 
demi-diamètres  MO,  RO,  la  droite  RM  qui  joint  les  points 
d’attouchement,  6c  les  droites  AC,  HL,  DB  qui  paflent  par 
les  extrémités  6c  par  les  milieux  des  bafes  AB,  CD.  Je  coupe 
la  droite  RM  en  deux  également,  6c  par  le  point  X où  les  ran- 

{ jentes  fe  rencontrent,  ôc  le  milieu  de  RM,  je  mene  la  droite  XF , 
aquclle  eft  un  diamètre  ( N.  7J  t.)  6c  pafle  par  le  centre  O.  Oc 
par  la  fuppofition  nous  avons  ML.  MO  : : RH.  RO  ; donc  les 
triangles  ROM,  HOL  font  femblables,  6c  les  bafes  RM,  HL 
font  paralellcs , ÔC  comme  la  bafe  RM  du  triangle  RMO  eft 
coupée  en  deux  également  par  la  droite  XO  qui  pafle  par  le 
fommet  O,  la  bafe  HL  du  triangle  HOL  fera  aufli  coupée  en 
deux  également  en  S par  la  même  droite  XO>  d’autre  part  à 
caufe  des  paralelles  RM,  HL  ôc  des  tangentes  RX,  XM  pa- 
ralelles  aux  doubles  ordonnées  DC,  AB,  les  triangles  RXM, 
H VL  font  femblables,  ôc  à caufe  que  la  droite  XF  qui  coupe  la 
bafe  RM  du  triangle  RXM  en  deux  également  ôc  qui  pafle  par 
fon  fommet  X,  coupe  aufli  la  bafe  HL  du  triangle  HVL  en  deux 
également  6c  fait  l’angle  XSH  égala  l’angle  XVR,  il  faut  né- 
ceflairement  que  cette  droite  XF  pafle  aufli  par  le  fommet  V 
du  triangle  HVL;  ainfi  nous  avons  VL.  HV  : : XM,  RX,  6c 

partant  VL.  HV  : : XM.  RX.  Or  à caufe  que  les  bafes  AB 
CD  des  fegmens  fe  coupent  en  dedans  de  l’ellipfe , nous  avons 

AV  X VB.  CV  X VD  : : MX.  RX  ( M 73*  j donc  AV  x VB. 

CV  x VD  ::  VL.  HV  ; mais  à caufe  des  bafes  AB , CD  divi- 
fées  en  deux  également  en  L 6c  H,  6c  en  deux  inégalement 

en  V , nous  avons  AV  x VB  = AL  — VL,  ôc  CV  x VD=CH 

' — HV  ; donc  AL— VL  : : CH  — HV  : VL.  HV , otfÂL 

— VL.  VL  ::  CH  ^HV.  HV , 6c  compofant , nous  aurons  AL 

VL 4- VL.  VL  ::  CH  — HŸVhV.  HV,  c’eft-à-dire  AL. 

VL  : : CH.  HV,  6c  partant  AL.  VL  : : CH.  HV  ; d’où  il  fuit 
Tome  I,  X x x 
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que  les  droites  HL,  AC  font paralelles.  Or  AL=LB,  6c  CH 
_ DH  ; donc  LB.  VL  : : DH.  HV  ; ainfi  les  droites  DB,  HL 
font  paralelles,  6c  par  conféquent  les  quatre  lignes  AC,  RM,  HL, 
DB  font  paralelles  6c  divifées  chacune  en  deux  également  par 
la  droite  XF  ; d’où  il  fuit  que  les  trapezoïdes  RMBD , RMLH , 
LHDB  font  aulfi  divifés  chacun  en  deux  également  par  b mê- 
me droite  XF.  Retranchant  donc  du  trapezoïde  RMBD  , d’un 
côté  le  trapezoïde  RVSH,  6c  le  trapezoïde  HSFD,  6c  de  l’au- 
tre le  trapezoïde  VMLS  = RVSH,  6c  le  trapezoïde  LSFB 
= HSFD , il  reliera  d’une  part  le  triangle  RHD  égal  au  triangle 
MLB  de  l’autre. 

! Si  les  bafes  AB,  CD  [Fig.  461.)  fe  coupent  en  T hors  de 
i’Ellipfe,  je  fais  la  même  conftruètion  que  ci-deflus,  6c  je  démon- 
trerai de  la  même  façon  que  lès  droites  RM,  HL  font  paralelles 
entr’elles  6c  coupées  en  deux  également  par  le  diamètre  XQ  ; 

que  ce  diamètre  paffe  par  le  point  T , ôc  que  nous  aurons  TL. 

TH  : : MX*.  RX*,  à caufe  que  les  triangles  femblables  LTH , 
MXR  donnent  TL.  TH  : : MX.  RX  ; or  les  fecantes  TB , TD 

donnent  TBxTA.  TDxTC  : : M&IÏX^doncJrB x TA. 

TB  x TC  : : TL.  "HT . Mais  TBxTA  = TL  — AL,  6c  Tp 

x TC  =' TH  — CH  - donc  TL* — ÂL/TH  — CH  : : TL.  HT, 

ou“TL."TL  — ~ÂL  : :"TH.  TH  — ~CH , 6c  divifant  TL.  TL 

— TL  -+-XL  : : TH.  TH  — TH  -+■  CH , c’eft-à-dire  TL  AL 

::  TH.  CH,  ôc  partant  TL.  AL  ::  TH.  CH  , ce  qui  rend  les 
lignes  HL,  CA  paralelles;  6c  comme  à caufe  de  AL  = LB  ôc 
de  CH  = HD  nous  avons  TL.  LB  ::  TH.  HD,  les  lignes 
DB,  HL  font  aufli  paralelles  ; ainfi  les  quatre  lignes  CA,  RM, 
HL,  DB  font  paralelles  6c  divifées  chacune  en  deux  également 

£ar  le  diamètre  XF,  6c  par  conféquent  les  trapezoïdes  RMDB , 
LMLH,  ôc  HLBD  font  aulfi  divifés  chacun  en  deux  égale- 
ment par  ce  même  diamètre.  Achevant  donc  le  refie  comme 
ci-deflus , nous  trouverons  aulfi  RDH  = MBL. 

Enfin  fi  les  bafes  AB , CD  ( Fig.  4 54.  ) fe  coupent  fur  la  cour- 
be , je  fais  la  même  conftruûion , 6c  les  droites  RM , HL  font 
paralelles  6c  divifées  chacune  en  deux  également  par  la  droite 
XF.  Or  AL  = LB , ôc  AH  = HD  ; donc  AL.  AB  : : AH.  AD  , 
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8c  par  conféquent  les  droites  DB , HL  font  paralelles  & divifées 
chacune  en  deux  également  par  le  diamètre  XF.  Ainfiles  trape- 
zoïdes  RMDB , RMLH  ôc  HLBD  font  aulTi  divifés  chacun  en 
deux  également  par  ce  même  diamètre , 6c  partant  achevant  le 
refte  comme  ci-deffus,  on  aura  RDH  = MBL. 

738.  Définition.  Un  diamètre  RS  {Fig.  46;.)  étant  donné 
avec  fa  tangente  RT  ; fi  par  le  centre  O on  mene  un  diamètre 
MN  paralclle  à la  tangente,  ce  diamètre  MN  fe  nomme  dia- 
mètre conjugué  du  diamètre  RS. 

73$.  Proposition  CXLIV.  Le  quarrè  d'une  ordonnée 
quelconque  WF.  ( Fig.  4 5y.  ) à un  diamètre  RS  eft  au  reél  angle  RH 
x HS  des  parties  de  ce  diamètre  quelle  coupe  comme  le  quarrè  du  dia- 
mètre MN  conjugué  du  diamètre  RS , ejl  au  quarrè  du  diamètre  RS. 

Les  droites  HE,  MO  étant  ordonnées  au  diamètre  RS,  nous 

avons  EH.  RH  x HS  : : MO*.  RO  x OS  ( N.  730.  ) mais  RO 
==  OS  ; doncjËH.  RH  x HS  ::  MO.  ROj  or  MO.  RO  ::  MN. 

RS  s donc“ËH.  RH  x HS  : : MÊÎ.  RS. 

740.  Proposition  C X L V.  Toute  ligne  EF  qui  fe  termine 
de  part  & d'autre  à la  courbe  ( Fig.  4 <îy.  ) eÿ"  qui  ejl  paralelle  à un 
diamètre  RS , efl  coupée  en  deux  également  par  le  diamètre  MN  con- 
jugué du  damètre  RS. 

Par  les  extrémités  E,F  de  la  droiteEF,  je  mene  au  diamètre  RS  les 
ordonnées  EH,  FL,  lefquetles  font  paralelles  6c  égales  entr’elles  à 

caufe  des  paralelles  EF , RS.  Or  nous  avons  HE.  RHxHS  : : LF, 

RL  xLS(Af.  730.)  6c  HE  = LF,  à caufe  deHE  = LF  ; donc 

RH  x HS==  RL  x LS  ; mais  RHxHS  = RO  — HO  ôc  RL 

x LS  =~SO  ou  RO  — LO;  donc  RO  — HO  ==RO  — LcT, 

6c  par  conféquent  HO  = LO  6c  HO  = LO  ; mais  à caufe  des 
paralelles  HE,  MO , LF,  ôc  EF,  RS,  nous  avons  HO  = EV  ôc 
LO  = VF  ; donc  EV  = VF. 

741.  Corollaire.  Donc  toutes  les  paralelles  au  diamètre  RS 
font  des  doubles  ordonnées  à fon  diamètre  conjugué  MN , ôc 
par  conféquent  la  tangente  TQ  menée  par  le  fommet  M eft  pa- 
ralelle au  diamètre  RS,  d’où  u fuit  que  le  diamètre  RS  eft  le 
diamètre  conjugué  de  fon  conjugué  MN,  6c  que  le  quarté  d’une 
ordonnée  quelconque  EV  au  diamètre  MN  eft  au  reêtangle  MV 

Xxx  ij 
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x VN  des  parties  de  ce  diamètre  qu  elle  coupe  comme  le  quarré 
du  diamètre  RS  eft  au  quarrè  du  diamètre  MN. 

74.2.  Proposition  CXLVI.  Les  deux  axes  AB, CD  (Fig.  466.) 
'&  deux  diamètres  conjugués  MN , RS  étant  donnés , le  rectangle 
PQTV  des  deux  axes , cejl-à-dire  le  re  El  angle  fait  par  les  quatre 
tangentes  des  deux  axes , eji  égal  au  paralellogramme  des  deux  dia- 
mètres, c'ejl-à-dire  au  parale/logramme  XZHL  fait  par  les  tan- 
gentes des  diamètres. 

Le  fegment  ADB  coupé  par  le  grand  axe  AB  , & le  fegment 
MSN  coupé  par  le  diamètre  MN , ont  les  parties  OD  , OS  de 
leurs  diamètres  comprifes  entre  la  courbe  6c  leurs  bafes  AB, 
MN  proportionnelles  à ces  mêmes  diamètres  ; car  OD.  OC 
: : OS.  OR;  donc  les  plus  grands  triangles  ADB,  MSN  inf* 
crits  dans  ces  fegmens  font  égaux  (N.  737.)  or  le  triangle  ADB 
eft  la  moitié  du  redangle  AQTB,  de  même  bafe  6c  de  même 
hauteur , 6c  le  triangle  MSN  eft  la  moitié  du  paralellogramme 
MHLN  ; donc  le  redangle  AQTB  eft  égal  au  paralellogrammc 
MHLN,  ôc  par  conféquent  le  redangle  PQTV  double  de 
AQTB  eft  égal  au  parallellogramme  XZLH  double  du  para- 
llélogramme MHLN. 

743.  Corollaire.  Lofant  les  mêmes  chofes  ; fi  de  Eextrêmité  D 
du  petit  axe  (Fig.  467.  ) on  mene  une  ordonnée  DV  au  diamètre 
MN , & que  de  f extrémité  S de  E autre  diamètre  conjugué  RS  on 
mene  une  ordonnée  SL  au  grand  axe  AB,  je  dis  que  le  diamètre 
MN  & le  grand  axe  feront  coupés  en  même  raifon  en\  & L par  leurs 
ordoYm/esD'V.  SL.  Je  prolonge  l’ordonnée  DV  jufqu’àce  qu’elle 
coupe  en  Y la  tangente  SY  du  diamètre  RS  conjugué  de  MN  , 
6c  1 ordonnée  LS  jufqu’à  ce  quelle  coupe  en  X la  tangente  DT 
du  petit  axe , 6c  je  mene  DS.  Le  triangle  ODS  eft  la  moitié 
du  paralellogramme  OVYS  de  même  bafe  ôc  de  même  hau- 
teur, ôc  le  même  triangle  eft  aufli  la  moitié  du  redangle  ODXL  ; 
donc  le  paralellogramme  OVYS  eft  égal  au  redangle  ODXL; 
or  le  paralellogramme  OMHS  étant  le  quart  du  paralellogramme 
des  diamètres  conjugués  MN,  RS  eft  égal  au  redangle  ODTB 
qui  eft  le  quart  du  redangle  des  deux  axes  ( N.  742.  ) donc  les 
paralellogrammes  OMHS,  OVYS  font  entr’eux  en  même  rai- 
ion  que  les  redangles  ODTB,  ODXL  qui  leur  font  égaux 
chacun  à chacun;  mais  les  paralellogrammes  OMHS,  OVYS 
ayant  la  hauteur  commune  OS  font  entr’eux  comme  leurs  ba- 
fes OM,  OV , ôc  les  redangles  ODTB,  ODXL  ayant  la  hau- 
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teur  commune  OD  fontentr’eux  comme  leurs  bafes  OB,  OL; 
donc  OM.  OV  : : OB.  OL , & partant  OM.  OM  — OV 
: : OB.  OB  — OL,  ou  OM.  Mv  : : OB.  BL  ; ôc  doublant 
les  antécedens , bous  aurons  MN.  MV  : : AB.  BL  ; ôc  enfin 
divifant  MN  — MV.  MV  t:  AB— BL.  BL,  ou  NV.  MV 
: : AL.  BL. 

' 744*  Corollaire  II.  Pofant  encore  les  mêmes  chofes  ; fi  de  t ex- 
trémité M du  diamètre  MN  ( Fig.  46  8.  ) on  mène  t ordonnée  MH 
au  petit  axe , & de  C extrémité  S de  f autre  diamètre  conjugué , P or- 
donnée SL  au  grand  axe,  les  deux  axes  feront  coupés  proportionnelle- 
met  aux  points  H , L.  Je  prolonge  le  diamètre  MN  jufqu’à  ce 
qu’il  coupe  en  T la  tangente  DT  du  petit  axe,  ôc  du  point  D 
je  mene  l’ordonnée  DV  à ce  diamètre.  Les  triangles  femblables 
ODT , OHM  donnent  OD.  OH  ::  OT.  OM;  mais  à caufe 
de  la  tangente  DT  6c  de  l’ordonnée  DV  menée  du  point  d’at- 
touchement , nous  avons  OV.  OM  : : OM.  OT,  ou  OT.  OM 
::  OM.  OV;  donc  OD.  OH  ::  OM.  OV;  mais  OM.  OV 
; : OB.  OL  ( N.  74 j.)  donc  OD.  OH  : : OB.  OL. 

t I ‘ » 

74Î*  Corollaire  III.  Pofant  encore  les  mêmes  chofes,  U cjuarré 
'de  Cordonnée  MH  (Fig.  468.)  au  petit  axe  menée  du  fommet  du 
diamètre  MN , ejl  égal  au  reflangle  BL  x LA  des  parties  du  grand 
axe  coupées  par  P ordonnée  SL  menée  du  fommet  du  diamètre  conjugué 
RS,  & réciproquement , le  quarré  de  f ordonnée  LS  ejl  égal  au  rec- 
tangle CH  x HD  des  parties  du  petit  axe  que  P ordonnée  MH  coupe. 
Les  deux  axes  étant  coupés  proportionnellement  en  H & L 
( N.  744.  ) nous  avons  DH , DC  : : BL.  B A , 6c  CH.  DC  : : AL. 
AB;  multipliant  donc  enfemble  les  termes  de  ces  deux  propor- 
tions, nous  aurons  DH  x CH.  DC  : : BL  x AL.  AB , ou  DH 

— — i — t / f 

x CH.  BL  x AL  : : DC.  AB  > or  par  la  nature  de  l’ellipfe  nous 

avons  LS.  BL  x AL  : : DC.  AB  ; donc  LS.  BL  x AL  : : DH 
xCH.  BL  x AL;  6c  partant  à caufe  des  conféquens  égaux,  nous 

aurons  LS  = DH  x CH.  * 

De  même  nous  avons  MH.  DH  x CH  : : AB.  ÇD , ou  DH 

xCH.  MH  CD.  AB;  mais  nous  avons  trouvé  DHxCH. 

BLxAL::  DC.AB;  donc  DHxCH.  MH  t:  DHxCH.  BL 

X AL , 6t  par  conféquent  MH  = BL  x AL. 

X x x iij 
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7 46.  COROLLAIRE  IV.  Pofant  encore  les  mêmes  chofes  (Fig.  4.68.) 
les  quarrés  des  diamètres  conjugués  MN , RS  ,font  enfemble  égaux 
aux  quarrès  des  deux  axes  pris  enfemble.  Le  triangle  reQangle 

OMH  donne  OM=OH-hMH ; mais  ( N.  747.  ) MH=BLx  AL} 

donc  OM=OH-l-BLx  AL  ; de  même  dans  le  triangle  re&anglç 

OSL  j noos  avons  OS?=OL-+-LS , mais  LS=CHxHD  , donc 

O S = OL  -+•  CH  x HD , & partant  OM-f-OS=OH-4-BLxAL 

*+-OL-hCHxHD;  mais  à caufe  que  l’axe  AB  eft  divifé  en  deux 
également  en  O , & en  deux  inégalement  en  L,  nous  avons 

BL  x AL -4-  OL=BO,  & par  la  même  raifon  CHxHD-4-OH 

=OD  ; donc  OM-J-OS=BO-t-OD.  Donc,  &c. 

747.  Corollaire  V.  Si  des  extrémités  M,  R des  diamètres  con- 
jugués MN , RS  (Fig.  45p.  ) on  mené  des  ordonnées  au  grand  axe  , 
te  retlangle  AFxFB  des  parties  que  tune  des  ordonnées  coupe  , ejl 
égal  au  quarré  de  la  dijlance  LO  de  f autre  ordonnée  au  centre  O.  Du 
point  M,  je  mene  au  petit  axe  l’ordonnée  MV,  & par  confé- 
quent  le  quarré  de  cette  ordonnée  eft  égal  au  reêtangle  AFxFB  ; 

mais  MV  = LO , donc  LO=AFxFB , & on  prouvera  de  même 

que  FO=ALxLB. 

748.  Proposition  CXLVII.  Il  y a toujours  deux  diamètres  cono 

jugés  égaux  dans  une  Ellipfe , & tous  les  autres  diamètres  conjugués  , 
font  inégaux,  r • 

Soit Tellipfe  ADCB  (Fig. 470.)  dont  le  grand  axe  eft  AB,  & 
le  petit  eft  CD  ; je  joins  les  extrémités  de  ces  axes  par  les  droites 
AD  , DB  , BC  » AC  ; ce  qui  me  donne  un  paralellogrammç 
ABCD , dont  les  quatre  côtés  font  égaux.  Je  mene  par  le  centre 
O la  droite  NM  paralelle  au  côté  CA , ce  qui  divife  le  paralello- 
gramme  ABCD  en  deur  paralellogrammes  égaux  A HCL  , 
HDBL,  caries  triangles  femblables  AOH,  BOL  font  égaux  ? 
à caufe  du  côté  AO  égal  au  côté  OB  , par  la  même  raifon  les 
triangles  femblables  AOC , DCÎB  font  égaux , Ôc  les  triangles 
femblables  COL , HOD  le  font  auffi , à caufe  du  côté  CO  égal 
au  côté  OD  ; ainfi  les  paralellogrammes  AHCL  , HDBL  étant 
compofés  d’un  même  nombre  de  triangles  égaux  chacun  à cha- 
cun font  égaux  entr’eux  ; or,  ces  paralellogrammes  étant  entre 
les  paralelles  AD , CR  ont  la  même  hauteur  ; doqc  la  bafe  CL 
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«doit  être  égale  à la  bafe  LB  , & par  la  même  raifon , nous  avons 
AH  = HD  ; donc  MN  divife  en  deux  également  les  deux  droir 
tes  CB,  AD  paralelles  entr’elles  , & qui  fe  terminent  de  part  6c 
d’autre  à la  courbe , ôc  par  conféquent  MN  eft  un  diamètre:  On 
prouvera  de  la  même  façon  que  fi  du  centre  Oy  on  mene  une 
ligne  RS  paralelle  au  côté  AD  du  paralellogramme  ABCD,  cette 
ligne  RS  fera  aufli  un  diamètre  , lequel  fera  conjugué  du  diamè- 
tre MN,  à caufe  qu’il  eft  paralelle  aux  ordonnées  AH,  CL  de  ce 
diamètre.  Or,  les  lignes  AD,  AC  étant  égales  , leurs  moitiés 
AH,  AP  le  font  aufti , Ôc  par  conféquent  le  paralellogramme 
AHOP  eft  compofé  de  quatre  côtés  égaux  ; d’où  il  fuit  que  les 
tiiangles  AHO,  APO  qui  ont  le  côté  AO  commun,  ôc  les  côtés 
AH, OH,  égaux  entr’eux,  Ôc  aux  côtés  AP, PH  font  parfaite- 
ment égaux,  ôc  que  l’angle  AOH  eft  égal  à l’angle  AOr  ; con- 
cevant donc  que  la  demi-elfipfe  ADB  foit  mile  fur  fon  égale 
ACB , enforte  que  l’angle  droit  AOD  tombe  fur  l’angle  droit 
AOC , la  courbe  ADB  tombera  fur  la  courbe  ACB  , l’angle 
AOM  fur  fon  égal  AOR , ôc  le  côté  OM  fera  égal  au  côté  OR  ; 
or,  MNeft  dôpblede  ON(M  5p6.),  ôcOR  double  de  RS,  donc 
les  diamètres  conjugués  MN  , RS  font  égaux. 

Maintenant  concevons  deux  autres  diamètres  conjugués  quel- 
conques différens  des  diamètres  conjugués  ôc  égaux  MN , RS 
que  nous  venons  de  trouver  (Fig.  4.71.  ),  l’un  des  deux  coupera 
les  quarts  d’ellipfe  AC , ou  entre  R ôc  A ou  entre  R ôc  C ; fup- 
fons  qu’il  le  coupe  entre  R ôc  A en  T , Ôc  que  ce  diamètre  foit  la 
droite  TV, qui  par  conféquent  eft  plus  grande  que  RS  (N.  70J.  ); 
je  mene  par  les  points  R , T les  tangentes  RX , TZ , lefquellcs 
fe  couperont  en  quelque  point  Y entre  les  points  d’attouchement 
R,  T ( N.  7 10.  );  c’eft  pourquoi  fi  je  prolonge  la  tangente  YTZ, 
ôc  le  diamètre  NM  paralelle  à la  tangente  RX , la  tangente  YZL, 
coupera  en  L le  diamètre  NM,  ôc  l’angle  QZL  extérieur  au 
triangle  ZOL  fera  plus  grand  que  l’angle  intérieur  AOL  ; or,  le 
diamètre  HP  conjugué  du  diamètre  TV  étant  paralelle  à la  tan- 
gente TZ,  les  angles  QZL',  QOH  du  même  côté  font  égaux; 
donc  l’angle  QOH  ou  AOH  eft  plus  grand  que  l’angle  QOL  ou 
ZOL  ou  AOM  , ôc  par  conféquent  MO  eft  plus  grand  que  HO 
(M  70 j.),  ôc  MN  plus  grand  que  HP  ; or , TV  eft  plus  grand 
que  RS  ou  que  fon  égale  MN  ; donc  à plus  forte  raifon  TV  eft 
plus  grand  que  fon  conjugué  HP. 

On  prouvera  de  même  que  fi  l’un  des  diamètres  conjugués 
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paffe  entre  R & C,  auquel  cas  il  fera  moindre  que  RS,  fon  côtfj 
jugué  fera  plus  grand  que  AIN  égal  à RS. 

749.  Corollaire.  Les  deux  diamètres  conjugués  & égaux 
MN , RS(  Fig.  472.  ). étant  donnés  dans  une  Ellipse , le  quarré  d’une 
ordonnée  quelconque  PH  à l'un  de  ces  diamètres  AIN  efl  égal  au  rec- 
tangle MHxHN  des  parties  de  ce  diamètre  que  f ordonnée  coupe.  Car 

nous' avons  PH.  MH  x HN  ::  RS.  MN  ; or,  à caufe  de  RS 

==  MN , nous  avons  aulli  RS  =MN  ; donc  PH  = MHxHN. 

7 j o.  Remarque.  La  propriété  de  l’ellipfe  à l’égard  des  dia- 
mètres conjugués , eft  donc  la  même  que  celle  du  cercle , & il 
n’y  a de  différence  qu’en  ce  que  dans  le  cercle  l’ordonnée  eft  tou- 
jours perpendiculaire  à fon  diamètre , au  lieu  que  dans  l’ellipfe 
l’angle  PHM  ( Fig.  472.)  fait  par  l’ordonnée  avec  l’un  des  deux 
diamètres  conjugués  & égaux , eft  toujours  aigu  ; car  cet  angle 
eft  égal  à l’angle  ROM  fait  par  les  deux  diamètres.  Or,  l’angle 
ROM  (Fig.  470.)  eft  égal  à l’angle  CBD  du  paralellogramme 
ADBC,  ôc  l’angle  CBD  eft  aigu,  comme  je  vais  le  démontrer; 
donc  l’angle  PHM  ( Fig.  472.)  eft  auffi  aigu.  . * , 

Pour  montrer  donc  que  l’angle  CBD  ( Fig.  470.  ) eft  aigu , il 
n’y  a qu’à  obferver  que  les  deux  triangles  ifofceles  CBD , ACB 
ont  les  côtés  CB,  BD  égaux  chacun  à chacun  aux  côtés  AC„ 
CB  ; or,  la  bafe  CD  du  premier  eft  moindre  que  la  bafe  AB  du 
fécond;  donc  l’angle  CBD  eft  moindre  que  l’angle  ACB;  or, 
dans  le  paralellogramme  ACBD , les  deux  angles  CBD , ACB 
valent  enfembledeux  droits  ; donc  CBD  vaut  moins  d’un  droit, 
& ACB  en  vaut  davantage. 

7 S 1.  Proposition  CXLVIII.  L’axe  & un  diamètre  ou  deux  dia- 
mètres MN , HL  ( Fig.  473.  ) qui  ne  font  cas  conjugués  entreux , 
étant  donnés , fi  par  les  extrémités  dé  ces  diamètres  on  mène  quatre  tan- 
grwwTR , PE  & TP , RE  qui  fe  coupent  en  T , R , E , P , les  deux' 
tangentes  TR,  PE  menées  par  les  extrémités  du  diamètre  MN  feront 
coupées  en  M & N chacune  en  deux  parties  égales  chacune  à chacune , 
ceft-à-dire  TM=  NE , & MR  = NP,  & de  même  les  deux  tan- 
gentes TP , RE  feront  auffi  coupées  chacune  en  deux  parties  égales 
chacune  à chacune.  ' 

Je  mene  les  droites  HM , NL , qui  joignent  les  extrémités  des 
deux  diamètres , & à caufe  que  MO.  MN  ; : HO.  HL , les  droi- 
te* HM , N L font  paralelles  etjtr’ elles.  Du  point  T où  les  tangen- 
tes HT, 
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tes  HT , MT  fe  coupent , je  mene  par  le  milieu  S de  la  droite 
HM  la  ligne  TE  qui  eft  un  diamètre  ( N.  73  i.),  & qui  par  con- 
féquent  coupe  auffi  en  deux  également  la  droite  NL  paralelle  à 
HM,  d’où  il  fuit  que  ce  diamètre  eft  le  même  que  celui  que  l’on, 
meneroit  du  point  E où  les  deux  tangentes  NE  , EL  fe  coupent 
par  le  milieu  Z de  la  droite  NL  qui  joint  les  points  d’attouche- 
ment NL.  Or,  les  tangentes  TR,  PE  étant  paralelles  entr’ellcs, 
à caufe  qu’elles  doivent  être  paralelles  aux  ordonnées  du  diamè- 
tre MN  ; il  eft  clair  que  les  triangles  TMO , NOE  font  fembla- 
bles , ôc  de  plus  égaux , à caufe  du  côté  MO  égal  au  côté  NO  ; 
donc  TM  = NE;  mais  TR  = PE,  à caufe  du  paralellogramme 
TREP  ; donc  TR — TM  ou  MR=PN. 

De  même  les  triangles  femblables  HTO , EOL  ayant  le  côté 
HO  égal  au  côté  OL  font  parfaitement  égaux,  & parconféquent 
HT = EL  ; or , PT— ER , donc  PH=LR. 

7f2.  Corollaire.  Pofant  les  mêmes  chofes , je  dis  que  le  reilan- 
gle  TMxMR  ( Fig.  474.)  des  deux  parties  de  la  tangente  TR  au 
j'ommet  M du  diamètre  MN  eft  égal  au  quart é du  demi-diamétre  OZ 
conjugué  de  MN,  & que  te  re  il  angle  THxHP  des  parties  de  la  tan- 
gente TP  au  fommet  H du  diamètre  HL  ejl  égal  au  quarré  du  demi- 
diametre  OÉ  conjugué  de  HL. 

Je  prolonge  la  tangente  PT  jufqu’à  ce  quelle  rencontre  le  dia- 
mètre MN  prolongé  en  B,  ôc  du  point  d’attouchement  menant 
l’ordonnée  HC  au  diamètre  MN , j’ai  OC.  OM  : : OM.  OB 
( N.  732.)  ou  OB.  OM  ::  OM.  OC,  donc  OB — OM.  OB  :: 
OM— OC.  OM  , c’eft-à-dire  BM.  OB  ::  MC.  MO  , oy  BM. 
MC  ::  BO.  MO,  Ôc  partant  BM.  BM-+-MC  ::  BO.  BO-+-MO, 
c’eft-à-dire  BM.  BC  ::  BO.  BO-f-MO;  mais  à caufe  de  MO 
= ON,  nous  avons  BO-+-MO=BO-l-ON=BN  , donc  BM.' 
BC  ::  BO.  BN  ; or , les  triangles  BMT , BCH , BOX  , BNP 
étant  femblables , leurs  bafes TM,  HC , XO,  PNfontenmême 
raifon  que  les  côtés  BM,  BC,  BO,  BN  ; donc  TM.  HC  ::  XO. 
PN,  & partant  TMxPN=HCxXO;  mais  en  menant  du  point 
d’attouchement  H, l’ordonnée  HQ  au  demi-diamétre  conjugué 
OZ,  laquelle  fera  paralelle  à MN , nous  aurons  OQ.  OZ  : : OZ. 
OX,  ôc  à caufe  des  paralelles  HQ , CO  , les  paralelles  HC  , QO 
font-égales  ; donc  HC.  OZ  ::  OZ.  OX , d où  je  tire  HCxOX 

— OZ,  ôc  parconféquent  TMxPN  = OZ,  mais  PN=MR 
Tome  J.  Y y y 
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[N.  7Ji.)>  donc  TMxMR=OZ,  ôc  on  démontra  de  la  même 

façon  que  THxHP=OE. 

75  3.  Remarque.  De  ce  qui  vient  d’être  dit  dans  le  Corol- 
laire précédent , nous  tirerons  cette  Régie  ou  Théorème.  Si  une 
ligne  droite  OB  eft  divifée  enÇ&  M , de  façon  qu'on  ail  OC,  OM  : : 
OM.  OB , & qu’on  lui  ajoute  du  coté  de  O une  droite  ON  égale  à la 
moyenne  proportionnelle  OM , on  aura  BM.  BC  : : BO.  BN.  Car 
c’cft  ce  que  nous  venons  de  trouver  dans  ce  Corollaire , ôc  de  ce 
premier  Théorème  , j’en  tire  un  fécond  qui  n’eft  pas  moins  im- 
portant ; fçavoir , Si  une  ligne  OB  ejl  divifée  en  C & M , de  façon 
qu'on  ait  OC.  OM  : : OM.  OB , & qu’on  lui  ajoute  du  coté  de  O 
une  droite  ON  égale  à la  moyenne  proportionnelle  OM  ; la  ligne  entière 
OB  fera  divifée  harmoniquement  aux  point  s M,  C , & Con  aura 
BM.  MC  : : BN.  CN.  Ce  que  je  prouverai  ainfi 

Par  la  fuppofition , nous  avons  OC.  OM  : : OM.  OB  ou  OB. 
OM  ::  OM.  OC  ; donc  BO  — OM.  OM  ::  OM— OC.  OC  , 
c’eft-à-dire  BM.  OM  ::  MC.  OC,  ou  BM.  MC  ::  OM.  OC  ; 
de  même  à caufe  de  BO.  OM  : : OM.  OC , nous  avons  BO 
-+-OM.  OM  ::  OM-4-OC.  OC  ; mais  OM=ON,  donc  BN. 
OM  : : CN.  OC , ou  BN.  CN  : : OM.  OC  ; mais  nous  venons 
de  trouver  BM.  MC  ::  OM.  OC,  donc  BM.  MC  : : BN.  CN. 

Et  de-là  il  eft  aifé  de  prouver  l’inverfe  de  ce  fécond  Théorème, 
c’eft  - à-  dire , que  ft  une  ligne  BN  efî  divifée  harmoniquement  aux 
points  M , C , & qu’on  divife  la  fomme  MN  de  deux  de  fes  parties 
de  fuite  NC,  CM  en  deux  également  en  O , on  aura  toujours  OC. 
OM  : : OM.  OB , & BM.  BC  : : BO.  BN  ; car  puifque  BM.  MC 
::  BN..  CN , donc  BN.  BM  : : CN.  MC , fit  partant  BN-»-BM. 
BM::CN-*-MC.MC;  or , BN=NM  -+-  MB  . fit  CN-+-MC 
=MN  -,  donc  NM-+-2BM.  BM  ::  MN.  MC  , fie  prenant  les 
moitiés  des  antécedens,nous  aurons  OM-+-MB.  BM  ::OM.  MC, 
ou  OR  BM  : : OM.  MC  ; donc  OB — BM.  OB  : : OM  — MC. 
OM,  c’eft-à-dire  OM.  OB  : : OC.  OM,  ou  OC.  OM  : : OM.  OB; 
après  quoi , à caufe  de  ON  égal  à la  moyenne  proportionnelle  , 
on  aura  comme  ci-deiïus  BM.  BC  : : BO.  BN. 

7j4.  Problème.  Une  Ellipfe  ACBD  (Fig.  47;.)  étant  donnée  , 
trouver  fon  centre,  fes  deux  axes,  & fes  foyers. 

Je  mene  des  lignes  HL , PQ , ficc.  paralelles  entr’elles , fit  qui 
le  terminent  de  part  6c  d’autre  à la  courbe  ; je  les  divife  cha'cun 
en  deux  également  aux  points  R , S , ficc.  fie  faifant  pafler  une 
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ligne  droite  MN  par  les  points  R,  S , &c.  cette  ligne  eft  un  dia- 
métré . 6c  par  conféquent  le  point  O qui  coupe  cette  ligne  en 
deux  également  eft  le  centre,  ôc  fi  les  droites  HL,PQ  , ôcc. 
font  perpendiculaires  fur  MN , cette  droite  MN  fera  l’un  ou  l’autre 
des  deux  axes. 

Mais  fi  cela  n’eft  pas.  Je  décris  du  centre  O un  cercle  qui 
coupe  la  courbe  en  quelque  point  T , ainfi  le  rayon  OT  de  ce 
cercle  eft  moindre  que  le  demi -grand  axe  ; car  le  cercle  qui  a 
pour  rayon  le  grand  axe  , eft  circonfcrit  à l’ellipfe  6c  ne  là  coupe 
point,  6c  ce  même  rayon  OT  eft  plus  grand  que  le  demi-petit 
axe , à caufe  que  le  cercle  qui  auroit  pour  rayon  le  demi  - petit 
axe  eft  inferit , ôc  ne  coupe  pas  non  plus  la  courbe  ; donc  le  cer- 
cle du  rayon  OT  doit  couper  l’ellipfe  en  quatre  points  T,  X,  Z,  Y 
( N.  707.  ).  Je  mène  par  ces  quatre  points  les  droites  TX , XZ  , 
ZY , YT  , 6c  les  coupant  chacune  en  deux  également , je  mene 

{>ar  les  points  de  divifion  les  droites  AB  , DC  qui  fe  terminent  à 
a courbe,  6c  ces  deux  droites  font  les  deux  axes  ( N.  707.  ),  ôc 
par  conféquent  la  plus  grande  AB  eft  le  plus  grand  axe , 6c  l’au- 
tre eft  le  petit. 

Je  prens  avec  le  compas  la  grandeur  AO  du  demi-grand  axe, 
6c  de  l’extrémité  D du  petit  axe , je  décris  un  arc  qui  coupe  le 
grand  axe  aux  points  F , V qui  font  les  foyers  (N.  71p.). 

7jy.  Problème.  Mefurer  une  Ellipfe  (Fig. 476.). 

Je  décris  le  cercle  circonfcrit  que  je  mefure , de  même  que 
l’axe  ôc  le  petit  axe;  après  quoi,  je  dis  par  Régie  de  Trois  : le 
grand  axe  eft  au  petit  axe,  comme  le  cercle  circonfcrit  eft  à un 
quatrième  terme  qui  fera  la  valeur  de  l’ellipfe  ; car  puifque  la 
fomme  des  ordonnées  du  demi-cercle  AEB  eft  à la  fomme  de* 
ordonnées  correfpondantes  au  grand  axe  de  la  demi-ellipfe  ADB, 
comme  le  grand  axe  eft  au  petit  axe  (N.  70}.)  ; il  eft  clair  que 
le  cercle  entier  eft  à l’ellipfe  entière , auifi  comme  le  grand  axe 
eft  au  petit  axe. 

Ou  bien  je  décris  le  cercle  inferit  que  je  mefure , 6c  je  dis  par 
Réglé  de  Trois;  le  petit  axe  eft  au  grand,  comme  le  cercle 
inferit  eft  à un  quatrième  terme  qui  fera  l’ellipfe  ; car  puifque 
la  fomme  des  ordonnées  du  demi-cercle  CRD  ou  le  demi-cer- 
cle CRD  eft  à la  fomme  des  ordonnées  au  petit  axe  CD  de  la 
demi-ellipfe  CAD  ou  à la  demi-ellipfe  CAD  , comme  le  petit 
axe  eft  au  grand  axe  ( N.  705.  ).  Il  s’enfuit  que  le  cercle  entier 
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infcrit  CRDT  eft  à l’ellipfe  entière,  comme  le  petit  axe  eft  au 

grand. 

Ou  bien  encore,  je  prens  les  valeurs  en  nombre  du  cercle 
circonfcrit , & du  cercle  infcrit , ôc  le  nombre  moyen  propor- 
tionnel Géométrique,  entre  ce  s deux  nombres  eft  la  valeur  de 
l’ellipfe  (N.  703.  ),  c’eft-à-dire  qu’en  multipliant  les  valeurs  des 
deux  cercles  l’une  par  l’autre,  6c  tirant  la  racine  quarrée  du  pro- 
duit, cette  racine  fera  l’ellipfe. 

7 y 6.  Problème.  Mefurer  un  ferment  d'Ellipfe  rAR  coupé  par 
une  double  ordonnée  rR  au  grand  axe  ( Fig.  477.  ). 

Je  décris  le  cercle  circonfcrit  ANB«  , ôc  je  prolonge  rR  de 
part  6c  d’autre  jufqu’à  ce  qu’elle  coupe  la  circonférence  du  cer- 
cle en  »,  N , ce  qui  me  donne  le  fegment  de  cercle  «AN  que  je 
mefure  ; enfuire , je  dis  par  Réglé  de  Trois  : le  grand  axe  eft  au 
petit , comme  le  fegment  de  cercle  «AN  eft  à un  quatrième  ter- 
me qui  fera  le  fegment  rAR  ; car  chaque  ordonnée  HT  du  demi- 
fegment  circulaire  ANM,  eft  à chaque  ordonnée  HS  du  demi- 
fegment  elliptique  ARM  comme  OE , OC , ou  comme  le  grand 
axe  au  petit  axe  ( N.  6Sp.  ) ; donc  la  fomme  des  ordonnées  au 
demi-fegment  circulaire  ou  le  demi-fegment  ANM  eft  à la  fom- 
me des  ordonnées  au  demi-fegment  ARM,  ou  au  demi-fegment 
ARM,  comme  le  grand  axe  eft  au  petit  axe,  ôc  par  conféqucnt 
le  fegment  entier  «AN  eft  au  fegment  entier  rAR  dans  la  mê- 
me raifon. 

7J7-  PROBLEME.  Mefurer  un  feSleur  Elliptique  rARO(Fig.  477.) 
dont  ta  corde  rR  efl  double  ordonnée  au  grand  axe. 

Je  prolonge  la  corde  rR  jufqu’à  ce  quelle  coupe  de  part  6c 
d’autre  la  circonférence  du  cercle  circonfcrit  en  « , N , 6c  de  ces 
points,  je  mene  au  centre  O des  droites  «O,  NO , ce  qui  me 
donne  un  feûeur  de  cercle  «ANO  que  je  mefure  ; enfuite  je  dis 
par  Réglé  de  Trois  : le  grand  axe  eft  au  petit  comme  le  fecleut 
circulaire  «ANO  eft  à un  quatrième  terme  qui  fera  le  fe&eur 
elliptique  rARO.  Carie  demi-fegment  circulaire  ANM  eft  au 
demi-fegment  elliptique  ARM  comme  le  grand  axe  eft  au  petit 
(N.  7 y 6.  ) , 6c  les  triangles  MNO , MRO  ayant  la  hauteur  com- 
mune , font  entr’eux  comme  leurs  bafes  MN , MR  , ou  comme 
OE  eft  à OC , ou  enfin , comme  le  grand  axe  au  petit , donc  le 
demi-fegment  ANM , plus  le  triangle  MNO,  c’eft-à-dire  le  demi- 
fefteur  circulaire  ANO  eft  au  demi-fegment  ARM,  plus  le  trian- 
gle MRO  , c’eft-à-dire  au  demi-feéleur  ARO  , comme  le  grand 
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axe  au  petit,  & par  conféqucnt  le  feéteur  entier  wANO  eft  au 
feâeur  entier  rARO , comme  le  grand  axe  eft  au  petit. 

7j8.  Remarque.  Si  le  fegment  elliptique  rCR  ( fig.  478.  ) 
étoit  fait  par  une  double  ordonnée  rR  au  petit  axe  , on  aécriroit 
le  cercle  infcrit  CnDN  , & l’on  diroit  par  Réglé  de  Trois: 
le  petit  axe  eft  au  grand  comme  le  fegment  circulaire  NC»  eft  à 
nn  quatrième  terme  qui  feroit  le  fegment  elliptique  rCR.  De  mê- 
me pour  avoir  le  feéteur  rCRO,  on  diroit  par  Régie  de  Trois  : 
le  petit  axe  eft  au  grand  axe , comme  le  fe&eur  circulaire  »CNO, 
eft  à un  quatrième  terme  qui  feroit  le  fe£teur  rCRO.  Ce  qui  fe 
démontre  aifément,  puifque  toutes  les  ordonnées  au  demi-feg- 
ment  circulaire  C»Mfont  aux  ordonnées  du  demi-fegmcnt  ellipti- 
que CrM , comme  le  petit  axe  eft  au  grand  ( N.  702.  ) , & que  le 
triangle  M»0  eft  au  triangle  MrO,  comme  M«  eft  à Mr,  ou 
comme  le  petit  axe  eft  au  grand. 

75'9.  Problème.  Mefurer  un  fegment  Elliptique  HRL  coupé  par 
une  bafe  HL  oblique  au  grand  axe  & au  petit  ( Fig.  479.  ). 

Je  coupe  le  grand  axe  AB  en  Z en  même  raifon  que  le  dia- 
mètre RS  de  la  bafe  du  fegment  donné  eft  coupé  en  T , c’eft-à- 
dirc  , je  fais  RS.  RT  ::  B A.  BZ,  & menant  par  le  point  Z 
une  double  ordonnée  M» , le  fegment  MB»  fera  égal  au  fegment 
donné  HRL,  & par  conséquent  il  n’y  aura  qu’à  mefurer  le  feg- 
ment MB»,  comme  ci-defius  (À'.  7ytf. ),  & fa  valeur  fera  la  mê- 
me que  celle  du  fegment  HRL,  ce  que  je  démontre  ainfi. 

Je  conçois  que  la  hauteur  BZ  du  fegment  MB»  foit  coupée 
en  une  infinité  de  parties  égales  , & que  par  les  points  de  divi- 
fion  foient  menées  des  doubles  ordonnées  des  extrémités  de  cha- 
cune defquelles  foient  élevées  des  petites  perpendiculaires,  ce 
qui  donnera  des  petits  rectangles  circonfcrits , qui  auront  tous 
une  hauteur  infiniment  petite  ôt  égale  à ZX.  Je  conçois  de  mê- 
me que  la  partie  RT  du  diamètre  RS  foit  coupée  en  un  même 
nombre  de  petites  parties, qui  par  conféquent  feront  proportion- 
nelles aux  petites  parties  de  BZ , & que  par  les  points  de  divi- 
fion  foient  menées  des  doubles  ordonnées  à RT  , aux  extrémi- 
tés defquelles  foient  menées  des  petites  lignes  paralelles  à RT  , 
ce  qui  donnera  autant  de  paralellogrammes  circonfcrits  au  feg- 
ment HRL  que  de  redangles  circonfcrits  au  fegment  MB»  ; du 
fcmmet  R du  diamètre  RS , j’abailfe  fur  la  bafe  HL  du  fegment 
HRL  la  perpendiculaire  RK , laquelle  fera  coupée  par  les  dou- 
bles ordonnées  du  fegment  HRL  en  parties  égales  & proportion- 
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nelles  aux  parties  de  RT , ôc  par  conféquent  proportionnelles 
aux  parties  de  BZ;  ainfi  les  hauteurs  des  paralellogrammes  cir- 
confcrits  au  (ègment  HRL  feront  égales  entr’elies , fie  à la  hau- 
teur EK  du  premier  de  ces  paralellogrammes  t or,  les  hauteurs 
des  paralellogrammes  étant  infiniment  petites , il  eft  clair  que  la 
fomrne  de  ces  paralellogrammes  ne  différera  pas  du  fegment 
HRL , de  même  que  la  tomme  des  redangles  circonfcrits  au  feg- 
ment MBn  ne  différera  pas  de  ce  fegment.  Si  je  fais  donc  voir 
que  les  paralellogrammes  circonfcrit6  au  fegment  HRL  font  en- 
femble  égaux  aux  rectangles  circonfcrits  au  fegment  MBn , il 
s’enfuivra  néceffairement  que  les  deux  fegmens  font  égaux. 

A caufe  que  l’axe  fie  le  diamètre  font  coupés  prtmortionnelle- 
ment , nous  aurons  BZ.  BA  : : RT.  RS , fie  ZA.  BA  : : TS.  RS  ; 
fie  multipliant  les  termes  de  ces  deux  proportions  les  uns  par  les 

autres , nous  aurons  BZxZA.  B A : : RTxTS.  RS , ou  BZxZA. 

■ ■■  ■>  ■ ■ x 

RTxTS  ::  BA.  RS  ; par  un  femblable  rationnement , nous  trou- 

— -i  ■ a 

verons  BXxXA.  RQxQS  : : BA.  RS  , fie  par  conféquent  nous 
aurons  BZxZA.  RTxTS  ::  BXxXA.  RQxQS  , ou  BZxZA. 
BXxXA  : : RTxTS.  RQxQS,  fie  mettant  au  lieu  des  deux  pre- 

* - -i 

miers  termes  BZxZA,  fie  BXxXA  lesquarrés  MZ.  VX  qui  font 
en  même  raifon,  fie  au  lieu  des  deux  derniers  termes  RTxTS, 

RQxQS,  les  quarrés  HT  , FQ  qui  font  aufli  en  même  raifon  , 

nous  aurons  MZ.  VX  ::  HT.  FQ,  d’où  l’on  tire  MZ.  VX  :: 
HT.  FQ , & par  conféquent  Mn.  Vn  : : HL.  F/,  c’eft-à-dire  les 
bafes  des  redangles  circonfcrits  au  fegment  MBn  font  entr’ellcs 
comme  les  bafes  des  paralellogrammes  circonfcrits  au  fegment 
HRL. 

Maintenant  le  petit  redangle  fait  fur  la  balë  Mn  eft  MnxZX 
6c  le  petit  paralellogramme  fait  fur  la  bafe  HL  eft  HLxEK;  or, 
ZX.  Z B : : EK.  RK , multiplant  donc  les  termes  de  la  première 
raifon  ZX , ZB  par  Mn , 6c  les  termes  de  la  fécondé  raifon  EK, 
RK  par  HL,  nous  aurons  MnxZX.  MnxZB  ::  HLxEK.  HLxRK 
ou  MnxZX.  HLxEK  ::  MnxZB.  HLxRK,  c’eft-à-dire  le  petit 
reftangle  fait  fur  Mn  eft  au  petit  paralellogramme  fait  fur  HL  , 
comme  le  redangle  MnxZlîeftau  re&angle  HLxRK.  De  mê- 
me le  petit  redangle  fait  fur  Vu,  eft  VnxZX , 6c  le  petit  paralel- 
logramme fait  fur  Ff,  eft  F/xEK  -,  or,  Vn.  E/::  Mn.  HL , & 
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ZX.  EK  : : ZB.  BK  ; multipliant  donc  enfemble  les  termes  de 
ces  deux  proportions,  nous  aurons  VhxZX.F/xEK  : : MnxZB. 
HLxRK;  ainfi  le  petit  reûangle,  6c  le  petit  paralellogramme 
font  encore  entr'eux  comme  le  reûangle  MnxZB  eft  au  paralel- 
iogramme  HLxRK;  ôc  comme  on  trouvera  toujours  la  même 
chofe  en  comparant  chaque  petit  reûangle  circonfcrit  au  feg- 
ment  MB»  à chaque  petit  paralellogramme  circonfcrit  au  feg- 
ment  HRL  ; il  s’enfuit  que  la  fomme  des  petits  reûangles  cir- 
confcrirs  au  fegment  MB» , c’eft-à-dire  le  fegment  MB»  eft  à la 
fomme  des  petits  paralellogrammes  circonfcrits  au  fegment  HLR, 
c’eft-à-dire  au  fegment  HRL  , comme  le  reûangle  MnxZB  eft 
au  reûangle  HLxRK.  Mais  le  reûangle  MNxZB  eft  double  du 
plus  grand  triangle  MB»  infcrit  au  fegment  MB»,  6c  1s  reûan- 
gle HLxRK  eft  double  du  plus  grand  triangle  HRL  inicrit  au 
fegment  ; donc  ces  deux  triangles  infcrirs  MB» , HRL  font  en- 
tr’eux  comme  les  fegmens  ; ot,  les  deux  triangles  MB»,  HRL 
font  égaux  ( N.  737.  ) ; donc  les  deux  fegmens  MB»,  HRL  font 
aufli  égaux. 

760.  Problème.  Mefurtr  un  fecleur  Elliptique  HRLO  dont  la 
corde  HL  eft  oblique  aux  deux  axes  { Fig.  47p.  ). 

Je  coupe  le  grand  axe  en  Z en  même  raifon  que  le  diamètre 
RS  de  la  corde  HL  du  feûeur  eft  coupée  en  T ; je  mene  par 
Z la  double  ordonnée  M»  au  grand  axe  , 6c  du  centre  O , je 
mene  les  droites  MO , «O , ce  qui  me  donne  un  lêûeur  MO»B 
égal  au  feûeur  HRLO  ; ainfi  mefurant  MON B , comme  ci-def- 
fus  (N.  7jp.),  fa  valeur  fera  celle  du  feûeur  HRLO. 

Car  menant  la  droite  OI  perpendiculaire  fur  HL,  cette  droite 
fera  la  hauteur  du  triangle  HOL , ôc  la  hauteur  du  triangle  MO» 
fera  la  droite  OZ  ; or , à caufe  que  l’axe  ôc  le  diamètre  font  cou- 
pés en  deux  également  en  O , ôc  proportionnellement  en  T flc 
Z , nous  aurons  BZ.  ZO  ::  RT.  TO,  ôc  à caufe  des  triangles 
femblables  RTK , TOI,  nous  avons  RT.  TO  ::  RK.  OI  ; donc 
BZ.  ZO  : : RK.  OI , ou  BZ.  RK  : : ZO.  OI  ; or  , les  plus  grands 
sriangles  MB»  , HRL  infcrits  dans  les  fegmens  MB» , HRL 
étant  égaux  ( N.  737.)  , ont  les  bafes  réciproques  à leurs  hau- 
teurs; donc  M ».  HL  ::  RK.  ZB,  ou  ZB.  RK  ::  HL.  M»,6c 
partant  ZO.  OI  : : HL.  M»,  d’où  l’on  tire  ZOxM»=HLxOI  ; 
or,ZOxM»  eft  le  double  du  triangle  MO»,  ôc  HLxOI  eft  le 
«double  du  triangle  HLO , donc  ces  deux  triangles  font  égaux  ; 
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or,  les  deux  fegmens  B»,  MHRL  font  auflî  égaux  (Al.  7^5.  ); 

donc  les  deux  fccteurs  MOwB  , HOLR  le  font  auflî. 

75  t.  Proposition  CXLIX.  Si  (on  fait  pajfer  un  cercle  par  les 
extrémités  C,  D du  petit  axe  (Fig.  4S0.  ) & par  f une  des  extré- 
mités A du  grand  axe , ta  portion  de  circonférence  CHD  qui  fera  du 
coté  de  (autre  extrémité  B du  grand  axe  fera  toute  entière  dans  l’el- 
lipfe , & (autre portion  CNAD  fera  toute  entière  hors  de  (ellipfe. 

A caufe  que  dans  le  cercle  la  droite  CD  eft  coupée  en  deux 
également  en  O par  la  droite  OH  qui  lui  eft  perpendiculaire, 
la  droite  OH  eft  partie  du  diamètre  du  cercle,  ôc  par  conféquent 
CO  étant  une  ordonnée  à ce  diamètre , nous  avons  AO.  OC 
::  OC.  OH,  mais  AO  eft  plus  grand  que  CO;  donc  à plus  forte 
raifon  eft-elle  plus  grande  que  OH,  & par  conféquent  OH  étant 
moindre  que  OB  = AO,  le  point  H eft  dans  l’ellipfe. 

Je  mene  par  le  fommet  A la  droite  AT  perpendiculaire  au 
grand  axe  AB  ôc  égale  à fon  paramétre;  ainfi  AT  fera  moindre 
que  AB,  puifque  le  paramétre  du  grand  axe  eft  troifiéme  propor- 
tionnelle au  grand  axe  & au  petit  ( A'.  59t.)  de  l’extrémité  T, 
du  paramétre,  je  mene  la  droite  TB  à l’autre  extrémité  B du 
grand  axe,  & du  point  H je  mené  la  droite  indéfinie  HK  qui 
pafle  par  le  point  G où  la  droite  TB  coupe  le  petit  axe.  Il  eft 
vifible  par  cette  conftruûion  que  la  partie  HG  de  la  droite  HK. 
eft  toute  entière  dans  le  triangle  TBA,  & que  fon  autre  partie 
GK  eft  toute  entière  hors  de  ce  triangle.  Cela  pofé  : 

La  droite  CO  étant  ordonnée  au  diamètre  AH  du  cercle; 

nous  avons  CO  = AO  x OH,  & la  même  droite  CO  étant  aufli 

ordonnée  au  grand  axe,  nous  avons  CO  = AO  x OG  (Àr.  69  3.) 
donc  AO  x OH  = AO  x OG , ôc  partant  OH  = OG.  Je  con- 
çois que  de  tous  les  points  de  la  partie  OH  de  l’axe  foient  me- 
nées des  ordonnées  à l’ellipfe  telles  que  PE,  ôc  des  ordonnées 
au  cercle  telles  que  PQ , nous  aurons  par  la  propriété  de  l’el- 

lipfe  PE  = APx'PV  (N.  695.)  ôc  par  la  propriété  du  cercle 

PQ  ==  AP  x PH  5 or  les  triangles  femblables  GOH , ZPH  don- 
nent GO.  OH  : : ZP.  PH,  ôc  nous  venons  de  trouver  GO 
= OH;  donc  ZP  = PH  ; mais  ZP  eft  moindre  que  VP,  à caufe 
que  la  droite  GH  étant  toute  entière  dans  le  triangle  OGB,  la 
droite  ZP  ne  peut  couper  GB  fans  être  prolongée  ; donc  PH  eft 

?ulfi  moindre  que  PV,  ôc  par  conféquent  AP  x PH  ou  PQ  eft 

moindre 
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moindre  que  AP  xPV  ou  PE,  d’où  il  fuit  que  l’ordonnée  PQ 
du  cercle  eft  moindre  que  l’ordonnée  PE  de  l’ellipfe,  & comme 
la  même  chofe  arrivera  à l’égard  de  toutes  les  ordonnées  du 
cercle  ôc  de  l’ellipfe  qui  paflTeront  par  la  droite  HO  ; il  s’enfuit 
que  l’arc  CHD  du  cercle  eft  tout  entier  dans  l’ellipfe , ce  qu’il 
falloir,  i°.  démontrer. 

Je  conçois  de  même  que  de  tous  les  points  de  la  partie  AO 
du  grand  axe  foicnt  menées  des  ordonnées  à l’ellipfe  telles  que 
MR,  & des  ordonnées  au  cercle  telles  queMN,  nous  aurons 

par  la  propriété  de  l’ellipfe  MR  = AMx MS  (N.  69$.)  & par 

—a 

celle  du  cercle  MN  = AAI  x MH  ; or  les  triangles  femblables 
GOH,  XMH  donnent  GO.  OH  ::  XM.  MH;  donc  XM 
= MH  à caufe  de  GO — OH;  mais  XM  eft  plus  grand  que 
SM,  à caufe  que  GK  eft  toute  entière  hors  du  triangle  TAB  ; 
donc  A1H  eft  aufli  plus  grand  que  SM , ôc  par  conféquent  AM 

x MH,  ou  NA1  eft  plus  grand  que  AMx  MS  ou  MR;  d’où  il 
fuit  que  l’ordonnée  NM  au  cercle  eft  plus  grande  que  l’ordon- 
née AIR  à l’ellipfe;  ôc  comme  la  même  chofe  arrivera  à l’égard 
de  toutes  les  ordonnées  au  cercle  Ôc  à l’ellipfe  que  l’on  mènera 
de  tous  les  points  de  AO  de  part  ôc  d’autre,  il  s’enfuit  que  l’arc 
de  cercle  CAD  eft  tout  entier  hors  de  l’ellipfe;  ce  qu’il  falloir, 
a0,  démontrer. 

• 702.  Proposition  CL.  Si  Ion  fait  pajfer  un  cercle 
par  les  extrémités  A , B du  grand  axe,  & par  rime  des  extrémités  D 
du  petit  axe  (Fig.  48  i.J  la  portion  AHB  de  circonférence  qui  fera 
du  côte  de  l'autre  extrémité  C du  petit  axe , fera  toute  entière  hors  de 
lelltpfe,  & l autre  portion  ADB  fera  toute  entière  dans  lellipfe. 

A caufe  que  dans  le  cercle  la  droite  AB  eft  coupée  en  deux 
également  en  O par  la  droite  HD  qui  lui  eft  perpendiculaire  , 
la  droite  HD  eft  le  diamètre  du  cercle  ;ainfi  AO  étant  ordonnée 
à ce  diamètre,  nous  avons  DO.  OA  : : OA.  OH  ; mais  DO  eft 
moindre  que  OA;  donc  à plus  forte  raifon  eft-il  moindre  que 
HO,  ôc  par  conféquent  HO  étant  plus  grand  que  CO  = DO, 
le  point  H eft  hors  de  l’ellipfe.  # 

Je  mene  par  le  point  D la  droite  DT  perpendiculaire  au  pe- 
tit axe  ôc  égale  à fon  paramétre  ; ainfi  DT  fera  plus  grand  que  le 
petit  axe  DC , à caufe  que  le  paramétre  du  petit  axe  eft  troiiiéme 
proporÿpnnelJe  au  petit  axe  ôc  au  grand  (N.  691.)  de  l’excrê- 
Tem:  /.  Z z z 
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• mité  T du  paramétre,  je  mene  la  droite  TC  à l'autre  extrémité 
du  petit  axe,  ôc  du  point  H la  droite  indéfinie  y K qui  paffe  par 
le  point  G où  la  droite  TC  coupe  le  grand  axe  prolongé  s’il  le 
faut;  il  eft  vifible  que  la  partie  GK  de  HK  fera  toute  entière  dans 
le  triangle  GTD,  ôc  que  fon  autre  partie  HG  fera  toute  entière 
hors  de  ce  triangle  : cela  pofé.  . 

La  droite  AO  étant  ordonnée  au  cercle  donne  AO  = DO 
x OH,  ôc  la  même  droite  étant  ordonnée  au  petit  axe  de  l’el- 

lipfe , nous  avons  AO  = DO  x OG  ( N.  701.)  donc  DOx  OH 
= DO  x OG  , ôc  partant  OH  = OG.  Je  conçois  que  de 
tous  les  points  de  OC  foient  menées  des  ordonnées  à l’ellipfe 
telles  que  PE,  ôc  des  ordonnées  au  cercle  telles  que  PQ,  nous 

——J 

aurons  par  la  propriété  de  l’ellipfe  PE  = DP  x PV  , & parcelle 

du  cercle  PQ  = DP  x PII;.or  les  triangles  femblables  GOH, 
Z PH  donnent  GO.  OH  : : ZP.  PH;  donc  ZP  = PH  à caufe 
de  GO  = OH  ; mais  ZP  eft  plus  grand  que  PV  à caufe  que  HG 
eft  toute  entière  hors  du  triangle  TDC,dans  lequel  VP  eft  ren- 
fermé; donc  PH  eft  aufli  plus  grand  que  PV,  ôc  par  conféquent 

DP  x PH  ou  PQ  eft  plus  grand  que  DP  x PV  ou  PE;  d’où  il 
fuit  que  l’ordonnée  PQ  du  cercle  eft  plus  grande  que  l’ordonnée 
PE  de  l’ellipfe , 6c  comme  la  même  chofe  arrivera  à l’égard 
de  toutes  les  ordonnées  au  cercle  Ôc  à l’ellipfe  menées  de  tous 
les  points  de  OC  de  part  ôc  d’autre,  il  s’enfuit  que  l’arc  du  cer- 
cle AHB  eft  tout  entier  hors  de  l’ellipfe  » ce  qu’il  falloir , i°.  dé- 
montrer. 

Je  conçois  de  même  que  de  tous  les  points  de  DO  foient  me- 
nées des  ordonnées  à l’ellipfe  telles  que  MR , ôc  des  ordonnées 
au  cercle  telles  que  MN,  nous  aurons  par  la  propriété  de  l’el- 
lipfe AIR  = DM  x MS , ôc  par  celle  du  cercle  MN  =DM 
x MH;  mais  les  triangles  femblables  GOH,XMH  donnent  GO. 
OH  : : XM.  MH  ; donc  XM  = MH  à caufe  de  GO  = HO  ; or 
XM  eft  moindre  que  MS  à caufe  que  la  droite  GXK  eft  toute 
entière  dans  le  triangle  CTD  ; donc  MH  eft  moindre  aufii  que 

MS , ôc  par  conféquen*  DM  x MH  ou  MN  eft  moindre  que 

DMx  MS  ou  MR;  d’où  il  fuit  que  l’ordonnée  MN  du  cercle 
eft  moindre  que  l’ordonnée  MR  de  l’ellipfe  J ôc  comm$  la  mê- 
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me  chofe  arrivera  à l’égard  de  toutes  les  ordonnées  du  cercle 
& de  l’ellipfe  menées  par  tous  les  points  de  DO  de  part  & d’au- 
tre, il  s’enfuit  que  l’arc  du  cercle  ÀDB  eft  tout  entier  dans  l’el- 
lipfe  » ce  qu’il  falloit , 20.  démontrer. 

76 3.  Corollaire  I.  De  tous  tes  angles  tels  que  CAD,  CPD , 
&c.  (Fig.  482.)  qui  ont  leurs  fommets  fur  la  courbe  dune  ellipfe 
& qui  s' appuyent  fnr  le  petit  axe  CD , le  plus  petit  ejl  celui  qui  a fon 
fommet  à t une  ou  t autre  des  extrémités  A du  grand  axe  <ér  de  tous 
les  dngles  tels  que  ADB , APB , &c.  ( Fig.  483.)  qui  ont  leurs  fom- 
mets fur  la  courbe  & qui  s’appuyent  fur  le  grand  axe  ÀB , le  plus  grand 
efl  celui  qui  a fon  fommet  a l'une  ou  l'autre  des  extrémités  du  petit 
axe. 

Je  fais  palier  un  cercle  par  les  extrémités  C , D du  petit  axe 
( Ftg‘  482.  ) & par  le  fommet  A du  grand  axe;  ainfi  l’arc  CARD 
eft  tout  entier  hors  de  l’ellipfe  ( N.  ~j6 1 . ) je  prolonge  CP  jufqu’à 
la  circonférence  du  cercle  en  R,  ôc  du  point  R je  mene  la  li- 
gne RD,  les  angles  CAD,  CRD  ont  leurs  fommets  à la  circon- 
férence du  cercle  & s’appuyent  fur  le  même  arc  CHD  ; donc 
ces  deux  angles  font  égaux;  mais  l’angle  CPD  étant  externe  au 
triangle  RPD,  eft  plus  grand  que  l’angle  interne  PRDj  donc 
l’angle  CAD  égal  à l’angle  CRI)  eft  moindre  que  l’angle  CPD, 
& la  même  chofe  fe  démontrera  de  tous  les  angles  qui  auront 
leurs  fommets  fur  la  demi-ellipfe  ABD  fi  l’on  décrit  un  cercle 
qui  paffe  par  les  points  C,  D , B. 

De  même  je  fais  palier  par  les  extrémités  A , B du  grand  axe 
( Fig.  483.  ) & par  l’extrémité  D du  petit  axe  un  cercle  ARDH , 
& par  conféquent  l’arc  ARDB  de  ce  cercle  eft  tout  entier  dans 
l’ellipfe  ( N.  162.)  je  mene  par  le  point  R où  la  droite  BP  coupe 
cet  arc , la  droite  RA  & les  deux  angles  ARB , ADB  font  égaux 
à caufe  qu’ils  font  à la  circonférence  du  cercle  & qu’ils  s’ap- 
puyent  fur  le  même  arc  AHB  ; mais  ARB  étant  extérieur  au 
triangle,  RPA  eft  plus  grand  que  l’angle  intérieur  BPA;  donc 
l’angle  ADB  égal  à l’angle  ARB,  eft  plus  grand  que  l’angle 
BPA,  & ainfi  des  autres. 

754.  Corollaire  II.  De  tous  les  angles  aigus  que  les  diamètres 
font  avec  leurs  ordonnées,  le  moindre  efl  celui  que  fait  P un  ou  l’autre 
des  deux  diamètres  conjugués  dr  égaux. 

Soit  l’ellipfe  ADBC  ( Fig.  484.  ) je  mene  par  les  extrémités 
des  axes  les  droites  AD,  BD,  BC,  CA,  flc  par  le  centre  O 
menant  la  droite  HOS  paralelle  à AC,  cette  droite  eft  l’un  des 
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deux  diamètres  conjugués  égaux  ( IV.  748.  ) ôc  l’angle  aigu  OQD 
qu’il  fait  avec  fon  ordonnée  AD  eft  égal  à l’angle  CAD.  Soit 
un  autre  diamètre  quelconque  MP  différent  du  diamètre  conju- 
gué de  HS  ; par  le  point  D je  mene  une  double  ordonnée  DR 
au  diamètre  MP,  laquelle  ira  aboutir  fur  la  courbe  en  un  point 
R différent  dufommet  A du  grand  axe;  car  fi  elle  alloit  aboutir  en 
A elleferoic  ordonnée  au  diamètre  HS  & non  pas  au  diamètre 
MP;  du  point  R je  mene  la  droite  RC,  ôc  à caufe  de  RD  divifée 
en  deux  également  en  T par  fon  diamètre,  ôc  de  DC  diviféen 
deux  également  en  O,  les  droites  RC,  T O font  paralelles,  ôc 
l’angle  aigu  OTD  que  le  diamètre  PM  fait  avec  fon  ordonnée 
DR  eft  égal  à l’angle  DRC;  mais  l’angle  DRC  eft  plus  grand 
que  l’angle  DAC  ou  fon  égal  DQO  ( N.  7 63.)  donc  l’angle 
ÔTD  eftaufli  plus  grand  que  DQO. 

75y.  Corollaire  III.  De  tous  les  angles  obtus  que  les  diamètres 
font  avec  leurs  ordonnées , le  plus  grand  cji  celui  que  fait  I un  ou  l'au- 
tre des  deux  diamètres  conjugués  égaux.  C’eft  une  fuite  évidente 
du  Corollaire  précédent  ; car  tous  les  diamètres  font  avec  leurs 
ordonnées  deux  angles,  l’un  aigu  ôc  l’autre  obtus  qui  valent  en- 
femble  deux  droits;  ainfi  puifque  le  diamètre  HS  qui  eft  l’un 
des  deux  conjugués  égaux  fait  avec  fes  ordonnées  un  angle  aigu 
moindre  que  chacun  des  angles  aigus  que  les  autres  diamètres 
font  avec  leurs  ordonnées , il  eft  clair  que  l'angle  obtus  OQA 
que  le  même  diamètre  HS  fait  avec  fes  ordonnées  doit  être  plus 
grand  que  chacun  des  angles  obtus  que  les  autres  diamètres  font 
avec  leurs  ordonnées,  ôc  cet  angle  OQA  eft  égal  à l’angle  ADB 
qui  a fon  fommet  en  D , ôc-qui  s’appuye  fur  le  grand  axe  à caufe 
des  paralelles  SQ,  DB,  ôc  AD,  CB. 

766.  Problème.  Une  Ellipfe  ADBC  étant  donnée  (Fig.  485.  ) 
trouver  un  diamètre  qui  fajfe  avec  fes  ordonnées  un  angle  égal  ri  un 
angle  donné  abc. 

Si  l’angle  donné  eft  droit,  il  eft  clair  que  les  deux  axes  fatis- 
font  à la  queftion  ; fi  l’angle  donné  eft  aigu  ôc  égal  à l’angle  qui 
auroit  fon  fommet  à l’extrémité  A du  grand  axe  ôc  qui  s’appuye- 
roit  fur  le  petit  axe,  le  diamètre  demandé  feroit  l’un  ou  1 autre 
des  deux  conjugués  égaux  {N.  7Ô4.  ) ôc  de  même  fi  l’angle  donné 
étoit  obtus  ôc  égal  à l’angle  qui  auroit  fon  fommet  à l’extrémité 
C du  petit  axe  ôc  qui  s’appuyeroit  fur  le  grand  axe,  le  diamètre 
demandé  feroit  encore  l’un  ou  l’autre  des  deux  conjugués  égaux 
(N.  765.)  ainfi  la  queftion  fe  réduit  à trouver  un  diamètre  qui. 
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fafte  avec  fes  ordonnées  un  angle  aigu  plus  grand  que  celui  qui 
s’appuyeroit  fur  CD  ôc  qui  auroit  fon  fommet  en  A ou  un  angle 
obtus  moindre  que  celui  qui  auroit  fon  fommet  en  C ôc  qui  s’ap- 
puyeroit fur  le  grand  axe  ; 6c  comme  l’angle  aigu  qu’un  diamètre 
fait  avec  fes  ordonnées  étant  donné,  l’angle  obtus  qu’il  fait  avec 
les  mêmes  ordonnées  eft  connu  ; la  queilion  fe  réduit  encore  à 
trouver  un  diamètre  qui  falTe  avec  fes  ordonnées  un  angle  donné 
obtus  abc , moindre  que  l’angle  qui  auroit  fon  fommet  en  C.  Cela 
pofé. 

Je  fais  en  A un  angle  LAB  égal  à l’angle  aigu , abd  qui  eft  le 
complément  de  l’angle  donné  obtus  abc-,  j’éleve  en  A la  droite 
AX  perpendiculaire  fur  LA  f du  point  X où  la  droite  AX  coupe 
le  petit  axe  CD,  je  décris  avec  le  rayon  XA  un  cercle  HAKB; 
& par  l’un  ou  l’autre  des  points  R , S où  le  cercle  coupe  la  courbe, 

{>ar  exemple  par  le  point  S , je  mene  aux  extrémités  du  grand  axe 
es  droites  SA,  SB.  Je  coupe  ces  deux  droites  chacune  en  deux 
également  en  T 6c  Z,  6c  parles  points  de  divifion  6c  par  le 
centre  O de  l’ellipfe,  je  mené  les  droites  VP,  QE  qui  feront 
deux  diamètres  conjugués  qui  feront  avec  leurs  ordonnées  un 
angle  obtus  égal  à l’angle  donné  ; ôc  fi  je  fais  la  même  chofe  au 
point  R,  je  trouverai  encore  deux  autres  diamètres  conjugués 
qui  feront  aufti  avec  leurs  ordonnées  le  même  angle  obtus.  Et 
voici  la  démonftration. 

i°.  Le  cercle  paflera  par  l’autre  extrémité  B du  grand  axe  ; car 
les  triangles  reêlanglcs  XAO,  XBO  font  égaux  à caufe  du  côté 
AO  égal  au  côté  OB,  6c  du  côté  commun  OX,  ôc  par  confé- 

3uent  XB  = AX , ainfi  XB  eft  rayon  du  cercle.  2°.  L’arc  AHB 
u fegment  AHB  pafle  dans  l’ellipfe  du  côté  de  A 6c  du  côté 
de  B ; car  la  tangente  LA  étant  perpendiculaire  fur  AX , eft  obli- 
que au  grand  axe  ôc  à fa  tangente  AG;  d’où  il  fuit  que  LA 
entre  dans  l’ellipfe,  ôc  à plus  forte  raifon  l’arc  AHB.  De  même 
fi  je  mene  en  B la  droire  BF  tangente  au  cercle,  cette  tangente 
entrera  aufti  dans  l’ellipfe,  ôc  à plus  forte  raifon  BHA.  30.  Tour 
angle  inferit  dans  le  fegment  BHA , tel  que  l’angle  ASB  eft  égal 
à l’angle  donné  abc  ; car  l’angle  du  fegment  LAB  étant  égal  à 
l’angle  ûguabd,  tout  angle  inferit  dans  l’autre  fegment  tel  que 
l’angle  AKB  fera  aufti  égal  à l’angle  aigu  abd,  à caufe  que  AK  B 
eftégalà  l’angle  LAB;  or  l’angle  ASBôc  l’angle  AKB  valent  en- 
femble  deux  droits  à caufe  qu’ils  embraflent  enfemble  la  circon- 
férence entière;  donc  puifque  l’angle  AKB  eft  égal  à l’angle  abd , 
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l’angle  ASB  doit  être  égal  à l’angle  abc  qui  joint  avec  abd  vaut' 
auffi  deux  droits.  40.  L’arc  AHB  doit  couper  ( Fig.  48 6.  ) le  pe- 
tit axe  en  un  point  H hors  de  l’ellipfe  ; car  s’il  le  coupoit  à l’ex- 
trêmitc  C,  l’angle  ASB  infcrit  dans  le  fegment  ACB  feroit  égal 
à l’angle  qui  a fon  fommet  à l’extrémité  du  petit  axe  ôc  qui  s’ap- 
puye  fur  le  grarid  , ce  qui  eft  contre  la  fuppolirion  ; Ôc  s’il  le  cou- 
poit en  dedans  de  l’ellipfe  en  un  point  H,  l’angle  AHB  infcrit 
dans  le  fegment  feroit  plus  grand  que  l’angle  ACB  à caufe  de 
l’angle  externe  AHO  plus  grand  que  1 interne  ACH,  ôc  de  l’an- 
gle externe  BHO  plus  grand  que  l’interne  BCH,  ce  qui  eft  en- 
core contre  la  fuppofition.  50.  donc,  puifque  l’arc  AHB  Hg. 
48 6.  ) entre  dans  l’ellipfe  du  côté  de  A & de  B,  ôc  qu’enluite  il 
coupe  le  petit  axe  hors  de  l’ellipfc , il  faut  néceflairement  qu’il 
coupe  l’ellipfe  en  deux  points  R , S ; or  tout  cela  pofé , il  eft  clair 
que  les  droites  QE,  SA  font  paralelles  à caufe  que  BS  eft  divifé 
en  deux  également ,en  Z , de  même  que  BA  en  O,  ce  qui  rend 
les  triangles  BOZ,  BAS  femblables  entr’eux  ôc  l’angle  EZB  que 
le  diamètre  EQ  fait  avec  fon  ordonnée  SB  égal  à l’angle  ASB 
ou  à fon  égal  abc.  De  même  à caufe  de  SA  divifé  en  deux  éga- 
lement en  T,  de  même  que  AB  en  O,  les  droites  TO , SB  font 
paralelles,  ôc  l’angle  ATP  que  le  diamètre  VP  fait  avec  fon  or- 
donnée SA  eft  auffi  égal  à l’angle  ASB  ou  à l’angle  donné  abc  ; 
ainfi  les  deux  diamètres  QE,  VP  fatisfont  à la  queftion,  ôc  ces 
diamètres  font  conjugués  entr’eux,  puifqu’ils  font  mutuellement 
paralelles  à leurs  ordonnées,  Ôc  on  prouverait  la  même  chofe 
des  deux  autres  diamètres  que  j’aurais  trouvé  fi  je  m’étois  fervi 
du  point  R. 

De  l’Hyperbole  considérée  dans  un  Plan  hors  du  Cône. 

767.  Problème.  Décrire  une  Hyperbole. 

Je  prens  deux  lignes  droites  AB  , CD  (Fig.  487.  ) égales  ou 
inégales;  je  les  mets  perpendiculairement  l’une  fur  l’autre,  en- 
forte  qu’elles  fe  coupent  chacune  en  deux  également  en  O.  Je 
prolonge  indéfiniment  l’une  des  deux  AB;  je  coupe  le  prolon- 
gement BY  en  parties  égales  BM,  MS,  très-petites , Ôc  je  fais 

Îaffer  par  les  points  de  divifion  des  perpendiculaires  RV  , LX. 

e décris  un  cercle  autour  de  la  ligne  AB,  ôc  du  point  M me- 
nant latangenteMN,  je  cherche  une  quatrième  proportionnelle 
aux  deux  lignes  AB , CD  ôc  à la  tangente  MN,  ôc  je  porte  cette- 
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quatrième  proportionnelle  fur  la  perpendiculaire  RMV , de  M 
en  R ôc  dè.M  en  V.  De  même  du  point  S je  mène  la  tangente 
ST , Ôc  cherchant  une  quatrième  proportionnelle  aux  deux  lignes 
AB,  CD  & à la  tangente  ST,  je  la  porte  fur  la  perpendiculaire 
LX  de  S en  L & de  S en  X.  Je  fais  la  même  chofe  à l’égard  des 
autres  perpendiculaires  menées  fur  les  points  de  divifionde  RY, 
& faifant  paffer  une  courbe  par  les  points  trouvés  , & par  le  point 
B,  les  ordonnées  de  cette  courbe  font  RM,  LS,  &c.  les  abf- 
ciflës  BM , BS , ôcc.  ôc  il  relie  à prouver  que  c’eft  une  hyper- 
bole. 

Par  la  conftruétion , nous  avons  AB.  CD  : : MN.  MR , 6c 
AB.  CD  : : ST.  SL  ; donc  MN.  MR  : : ST.  SL , ou  MN.  ST 
: : MR.  SL,  c’eft-à-dire  les  ordonnées  MR,  SL,  ôcc.  de  notre 
courbe  font  entr’elles  comme  les  tangentes  au  cercle  menées 
des  points  M.  S , ôcc.  où  ces  ordonnées  coupent  leurs  abfcifles. 

Donc  élevant  tout  au  quarré,  nous  aurons  MN.  ST  : : MR.  SL. 

Or  MN  = MB  x AM  ( A'.  271.)  ôc  ST  = SB x AS;  donc  MB 

x AM.  SB  x AS  : : MR.  SL,  c’elt-à-dire  les  quarrés  des  ordon- 
nées MR.  SL  font  entr’eux  comme  les  reélangles  de  leurs  abf- 
cilfes  multipliées  par  la  ligne  AB  augmentée  de  ces  mêmes  abf- 
cilTes,  ôc  par  conféquent  la  courbe  efl  une  hyperbole  ( N.  6 54.) 

768.  Nota,  i°.  Que  les  tangentes  MN,  ST  devenant  d’au- 
tant plus  grandes  que  les  points  M,  S,  ôcc.  font  plus  éloignées 
du  point  B,  les  ordonnées  MR,  SL,  ôcc.  qui  font  quatrièmes 
proportionnelles  aux  droites  AB  , CD  ôc  aux  tangentes  , de- 
viennent auüiplus  grandes  à mefure  Qu’elles  s’éloignent  du  fom- 
met  B,  ôc  que  par  conféquent  la  courbe  peut  s’étendre  à l’infini 
en  s’éloignant  de  plus  en  plus  de  part  ôc  d’autre  de  la  ligne  BY. 
20.  Que  fi  l’on  fait  la  même  conftruêUon  du  côté  de  A,  on  aura 
une  autre  courbe  QZ  A femblable  ôc  égale  à la  première  HBP. 

7 6p.  Définition.  La  droite  AB,fe  nomme  premier  axe , la 
droite  CD  fécond  axe,  le  point  O où  ces  droites  fe  coupent, 
centre,  ôc  les  deux  courbes  HBP,QAZ,  Hyperboles  oppofees.  Tou- 
te ligne  qui  patte  par  le  centre  O , ôc  qui  coupc  les  hyperboles 
oppofées,fe  nomme  premier  diamètre , celles  qui  pafient  par  le 
centre  O,  ôc  qui  ne  coupent  point  les  hyperboles,  fe  nomment 
féconds  diamètres.  Le  paramétre  du  premier  axe  eft  une  ligne  troi- 
fiéme  proportionnelle  au  premier  axe  ôc  au  fécond  5 ôc  le  part»- 
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métré  du  fécond  axe  eft  une  ligne  troifiéme  proportionnelle  au 

fécond  axe  ôc  au  premier. 

Au  refte , la  ligne  CD  eft  nommée  fécond  axe , à caufe  qu’elle 
coupe  en  deux  également  toutes  les  lignes  telles  que  Vh  qui  lui 
font  perpendiculaires  ôc  qui  fe  terminent  fur  les  hyperboles  ; car 
il  eft  vifible  que  fi  l’on  prend  dans  ces  deux  courbes  deux  ordon- 
nées MV  , mu  également  éloignées  de  leurs  fommets  B,  A , ôc 
par  conféquent  égales,  la  ligne  Vk  menée  par  leurs  extrémités 
fera  perpendiculaire  à CD  qui  la  coupera  en  deux  également , 
à caufe  que  M»>  eft  coupée  en  deux  également  par  CD. 

770.  Corollaire  Ier.  Le  quarrè  d'une  ordonné a quelconque  LS 
au  premier  axe  ejl  au  rcft angle  correfpondant  SB  x AS , comme  le 
quarrc  du  petit  axe  ejl  au  quarré  du  grand  axe.  Par  la  conftruction, 

nous  avons  LS.  ST  ::  CD.  AB.  Donc  LS.  ST  ::  CD.  AB. 

Or  ST  = SB  x AS  (N.  271.  ) Donc  LS.  SB  x AS  : : CD.  AB. 

771.  Corollaire  II.  Le  quarré  d’une  ordonnée  quelconque  LS 
au  premier  axe,  ejl  au  rctf  angle  correfpondant  SBxAS  comme  le 
paramétre  du  premier  axe  ejl  au  premier  axe  AB.  Je  nomme  P le 
paramétre  du  premier  axe,  ôc  par  la  définition  de  ce  paramétre, 

nous  avons  : : AB.  CD.  P (N.  16p.  ) Donc  AB.  CD  : : AB.  P 

( M 5513.)  ou  CD.  AB  ::  P.  AB.  Or  par  le  Corollaire  précé* 

dent  nous  avons  LS.  SBxAS  ::  CD.  AB.  Donc  LS.  SBxAS 
; : P.  AB.  • 

772.  Corollaire  III.  Si  au  fommet  B du  premier  axe  AB 
(Fig.  488.  ) on  éleve  une  perpendiculaire  H B égale  au  paramètre  de 
cet  axe  y & que  par  C extrémité  H de  ce  paramétre  & P autre  extré- 
mité A de  taxe  AB,  on  mene  une  droite  indéfinie  AT  qui  coupe  en 
T une  ordonnée  quelconque  SL  prolongée,  s’il  le  faut,  le  quarré  LS 
de  cette  ordonnée  ejl  égal  au  rectangle  de fon  alfcijfe  SB  multipliée  par 
la  droite  TS.  Les  triangles  femblables  ABH,  AST  donnent  AB. 
BH  : : AS.  ST  ; ôc  multipliant  les  deux  derniers  termes  par  BS, 
nous  aurons  AB.  BH  ::  AS  x BS.  TSxBS,  ou  TSxBS.  AS 

x BS  : : BH.  AB  ; or  LS.  AS  x BS  : : BH.  AB  ( N.  77. 1 ) donc 

TSxBS.  AS  x BS  : : LS.  ASxBS,  ôc  par  conféquent  TS 

xBS  =LS.  à caufe  des  deux  conféquens  égaux. 

773.  Corollaire  IV.  Le  quarré  et une  ordonnée  quelconque  LV 

au 
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du  fécond  axe  CD  ( Fig.  48p.)  ejl  au  quart  é de  fin  abfcijfe  VO.  plus 
le  quarré  du  demi-fecond  axe  DO , comme  le  quarri  du  premier  axe 
ejl  au  quarré  du  fécond.  Du  point  L je  mène  l’ordonnée  LS  au 

premier  axe,  6c  j’ai  LS.  SB  x SA  : : CD.  AB.  ( N.  770.)  or  à 
caufe  que  AB  eft  divifé^n  deux  également  en  O,  6c  que  BS 

lui  eft  ajoutée,  nous  avons  SB  x SA  = OS  — BO;  donc  LS* 

OS  — BO  ::  CD.  AB;  mais  les  quarrés  CD,  AB  des  axes 

font  entr’eux  comme  les  quarrés  OD.  OB  de  leurs  moitiés  ; 

doncLS.  OS*  — BO  : : OD.  OB,  ouLS.  OD*  : :~ÔS  — BO. 

BO  ; 6c  compofant , nous  aurons  LS  -+-  OD.  OD  : : OS  — BO 

-+-BO.  BO,  c’eft-à-dire  LS  OD.  OD  ::  OS.  BO.  Mais 
LS  = VO,  6c  OS  = VL,  à caufe  que  VOSL  eft  un  paralel- 

logramme;  donc  LS  = VO  6cOS==VL,  6c  fubftituant  ces 
valeurs  dans  la  derniere  proportion,  nous  aurons  VO-4-OD*. 
OD  : : *VL.  BO , ou  "VL.  VO  4-ÔD  : : ~BO.  DO  : : 

CD. 

Nota.  Nous  ferons  voir  dans  la  fuite  d’où  vient  que  la  pro- 
priété de  l’hyperbole  par  rapport  au  fécond  axe,  n’eft  pas  ici  la 
même  que  par  rapport  au  premier. 

774.  Corollaire  V.  Le  quatre  dune  ordonnée  quelconque  LV 
au  fécond  axe  ejl  au  quarré  de  jon  abfcijfe  VO  ,p!us  te  quarré  du  demi 
fécond  axe  CO,  comme  le  paramètre  de  cet  axe  ejl  à cet  axe  CD.  Je 
nomme  p le  paramétre  du  fécond  axe,  6c  par  la  définition  de  ce 

——J  - ■ ' ■« 

paramétre  j’ai  : : CD.  AB.  p.  donc  CD.  AB  : : CD.  p.  ( N.  393.  ) 
ou  p.  CD  ::  AB.  CD.  Mais  nous  avons  LV.  VO-+-OC 
: :~ÂB.'CD.  DoncTv.  VO  H-OC. p.  CD. 

77  J.  VI.  Toute  ligne  OZ  ( Fig.  48p. ) qui  paffe par  le  centre  O , 
ér  qui  coupe  t hyperbole  ne  la  coupe  quen  un  jeul point  R.  Du  point  R 
je  mene  l’ordonnée  RM  au  premier  axe,  ôc  d’un  autre  point 
quelconque  S pris  fur  BS  en  deffous  de  M,  je  mene  une  autre 
ordonnée  LS  qui  coupe  OZ  en  T ; les  triangles  femblables 

OMR,  OST  donnent  MR.  TS  : : OM.  OS;  donc  RM.  TS 

2 ■ a 

::  OM.  OS.  Or  par  la  propriété  de  l’hyperbole,  nous  avons 
Tome  J.  Aaaa  -'-.y., 
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ËmVTS  : : MBxAMxSBxAS  {N.jéj.)  : : MO-^BO."SO-^ÔB 

( N.  148.)  ; mais  MO — BO  eft  moindre  par  rapporta  SO — OB 
que  OM  par  rapport  à OS  ; car  afin  qu’il  y eût  proportion  en- 
tre les  quatre  termes  MO — BO,  SO — OB  , AlO  , & OS  , il 
faudroir  que  la  partie  BO  qu’on  retranche  de  MO  fût  à la  partie 

O B qu’on  retranche  de  SO  en  même  raifon  que  MO  eft  à SO, 

— » ' " * 
& par  conféquent  il  faudroit  que  la  parue  BO  retranchée  de  MO 

fût  moindre  que  la  partie  BO  retranchée  de  SO.  Donc  puifqu’on 

retranche  de  AlO  plus  qu’il  ne  fauti  il  s’enfuit  néceflairement 

que  MO — BO  eft  moindre  par  rapport  àSO — OB,que  MO  par 
— « » ' * — » 

rapport  à OS , & par  conféquent  RAI  eft  aufti  moindre  par  rap- 
port à LS  que  RAI  par  rapport  à TS,  d’où  il  fuit  que  LS  eft  plus 

grand  que  TS , & partant  LS  eft  plus  grand  que  TS,  & le  point 
T de  la  droite  OT  eft  dans  l’hyperbole,  & comme  on  prouvera 
la  même  chofc  à l’égard  de  tous  les  points  de  la  droite  RZ,  il 
eft  clair  que  cette  droite  eft  toute  dans  l’hyperbole. 

77 6.  Corollaire  VII.  Si  une  droit  e^OK  qui paffepar  le  centre 
O coupe  F hyperbole  en  un  point  R ,je  dis  que  cette  ligne  étant  prolon- 
gée au-delà  du  fommet , coupera  F hyperbole  oppofêe  en  un  point  X , de 
façon  que  la  ligne  entière  RX  fera  divifee  en  deux  également  par  le 
centre  O.  Je  mene  l’ordonnée  RM,  je  fais  OX=OR,  & parle 
point  X , je  mene  XZ  paralcllc  à RJW  jufqu’à  ce  qu  elle  coupe  le 
premier  axe  B A prolongé  en  Z,  les  triangles  fcmblables  ORM, 
OXZ  donnent  OR.  OX  ::  OM.  OZ,  & partant  OM=OZ  ; 
or,  OB=OA , donc  l’abfcilTe  BM  eft  égale  à l’abfcifle  AZ  , & 
par  conféquent  l’ordonnée  RM  doit  être  égale  à l’ordonnée  me- 
née du  point  Z,  à caufe  que  les  deux  hyperboles  oppofées  font 
parfaitement  égales  ; mais  dans  les  triangles  femblables  &.  égaux 
ORM,  OXZ,  nous  avons  RM=XZ,  donc  XZ  eft  l’ordonnée 
menée  du  point  X,  & la  droite  RX  coupée  en  deux  également  eu 
O , pafle  par  l’èxtrémité  X de  cette  ordonnée , & l’on  démontrera 
qu’elle  coupe  l’hyperbole  oppofée  en  X,  ou  que  fa  partie  indé- 
finie XY , eft  toute  dans  l’hyperbole  oppofêe  de  la  même  fa- 
çon que  nous  avons  démontré , que  RZ  eft  dans  l’hyperbole 
(^•77*.). 
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777.  Problème.  D'un  point  L prit  fur  f hyperbole  (Fig.  450.), 
mener  une  tangente  à la  courbe. 

Si  le  point  L étoit  au  Commet  B , il  eft  clair  que  la  tangente 
feroit  la  ligne  BK  menée  paralellement  aux  ordonnées  , car  tous 
les  points  de  la  courbe  de  part  & d’autre  font  en  deflous  de  cette 
ligne  par  la  conftru&ion  de  l’hyperbole. 

Mais  file  point  L n’eft  pas  au  fommet  B , je  mene  l’ordonnée 
LS  au  premier  axe  , ôc  prenant  une  troiliéme  proportionnelle 
OT  aux  deux  lignes  OS , OB  , je  mené  la  droite  LT  qui  eft  la 
tangente  demandée,  ce  que  je  prouve  ainfi: 

Je  décris  autour  du  premier  axe  le  cercle  AVB,  ôc  du  point  T 
menant  l'ordonnée  TV  à ce  cercle,  la  droite  VS  menée  de  V par 
S eft  tangente  de  ce  cercle , ôc  j’ai  OS.  OB  : : OB.  OT , ou 
OT.  OB  ::  OB.  OS  {N.  2pa.).  Cela  pofé,  je  mene  une  autre 
ordonnée  MR  au  premier  axe,  entre  L 6c  T,  laquelle  coupe 
l’hyperbole  en  R,  ôc  la  droite  LT  en  quelque  point  Q,  fans 
m’embarrafler  fi  ce  point  eft  dans  l’hyperbole  ou  en  dehors  ; les 
triangles  femblablcs  LTS,QTM,  donnent  LS.  QM  : : TS.  TM, 
6c  menant  du  point  M la  droite  MX  paralelle  à VS  ; j’ai  TS.  TM 
::  SV.  MX,  à caufc  des  triangles  femblables  TSV,  TMX  ; donc 

LS.  QM  ::  SV.  MX,  6c  partantTs.  QM  ::~SV.  MXiorJsV 
= SBxAS  , donc  LS.  QM  ::  SBxAS.  MX,  ou  LS.  SBx  AS 

— S % 

::  QM.  MX  ; mais  par  la  propriété  de  la  courbe,  nous  avons 

LS.  SBxAS  : : RM.  MBxAM;  donc  QM.  MX*  : : RM*  MB  x 

AM  ; mais  MX  eft  plus  grand  que  MBxAM,  à caufe  que  MX 
eft  menée  paralelle  à la  tangente  SV  du  cercle  (A'.  306.)  ; donc 

QM  eft  aufii  plus  grand  qué  RM  , ôc  partant  QM  plus  grand  que 
RM,  d’où  il  fuit  que  le  point  Q de  la  ligne  LT  eft  hors  de  l’hy- 
perbole, 6c  on  prouvera  la  même  chofe  de  tous  les  points  de  cette 
ligne  compris  entre  L ôc  T. 

Je  mene  une  autre  ordonnée  HP  au  premier  axe  en  deflous  du 

1 >oint  L qui  coupe  la  droite  TLZ  en  Z , ôc  je  mene  HN  para- 
elle  à la  tangente  SV  du  cercle , jufqu’à  ce  qu’elle  coupe  l’or- 
donnée TV  de  ce  cercle  en  un  point  N.  Les  triangles  femblables 
TLS , TZH , donnent  LS.  ZH  ::  ST.  HT,  ôc  à caufe  des  trian- 
gles femblables  TSV , THN , nous  avons  ST.  HT  : SV.  HN  ; 

donc  LS.  ZH  : : SV.  HN  , ôcTs.  ZH  : fSV.  HN*,  nuis  SV 
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=SBxAS,  donc  LS.  ZH  ::  SBxAS.  HN,  ou  LS.  SBx  AS  :: 
ZH.  HN;  or,  par  la  propriété  de  la  courbe,  nous  avons  LS.  SB 
xAS  : ; PH.  HBxAB,  donc  PH.  HBxAH  : : ZH.  HN,  mais  HN 

- ■■■  i 

eft  plus  grand  que  HB  x AH  ( M jo 6.)i  donc  ZH  eft  plus  grand 

que  PH,  ôc  ZH  plus  grand  que  PH;  d’où  il  fuit  que  le  point  Z 
de  la  droite  ZT  eft  hors  de  la  courbe;  on  prouvera  de  la  même 
façon  que  tous  les  autres  points  de  cette  ligne  pris  en  deffcus  de 
L font  hors  de  la  courbe  ; mais  nous  venons  de  voir  que  tous 
les  points  de  la  même  ligne  pris  entre  L & T , font  aufli  hors 
de  la  courbe  , donc  TLX  ne  touche  l’hyperbole  qu’en  L. 

778.  Corollaire  Ier.  Toutes  les  tangentes  qu’on  peut  mener  de 
tous  les  points  dune  hyperbole  ( Fig.  491»)  J ont  inclinées  entr  elles , & 
fe  coupent  entre  leurs  points  d attouchement. 

Si  les  tangentes  LT,QP  font  l’une  d’an  côté  du  premier  axe, 
& l’autre  de  l’autre  côté,  il  eft  clair  que  ces  tangentes  allant 
aboutir  à l’axe , doivent  fe  couper  en  Z entre  leurs  points  d’at- 
touchement L,  Q. 

Si  les  tangentes  QP,  RH  font  d’un  même  côté  de  l’axe je 
mene  des  points  d’attouchement  les  ordonnées  QS,  RM,  ôc  j’ai 
pour  la  première  ; : SO.  BO.  OP  ( N.itj.)  , ôc  pour  b fécondé 

: : MO.  BO.  OH;  donc  SOxOP=TÔB/&  MOxOH=TÔB, 
d’où  je  tire  SOxOP=MOxOH,  ôc  SO.  MO  ::  OH.  OP,  or, 
SO  eft  moindre  que  MO,  donc  OH  eft  moindre  que  OP;  donc 
la  tangente  RH,  dont  le  point  d’attouchement  R eft  plus  éloigné 
du  fommet  B coupe  l’axe  en  un  point  H aulfi  plus  éloigné  du 
fommet , mais  cette  tangente  ne  peut  palier  de  R en  H , fans 
couper  la  tangente  PQX  , ôc  elle  ne  peut  la  couper  au  point 
d’attouchement  en  Q , parce  qu" alors  elle  toucherait  l’hyperbole 
en  deux  points  R,  Q;  ce  qui  eftimpolfible,  elle  ne  peut  pas  non 
plus  couper  QP  entre  Q ôc  P , car  elle  palTeroit  neceflairement 
dans  l’hyperbole , ôc  ne  ferait  plus  tangente;  donc  il  faut  que 
RH  coupe  PQX  en  quelque  point  V entre  R ôc  Q. 

77p.  Corollaire  II.  D'un  même  point  L.,  on  ne  peut  mener 
qu’une  \ tangente  à P hyperbole.  Ce  qui  fe  démontre  de  même  que 
pour  la  parabole  ( N.  6y6.  ). 

780.  Corollaire  III.  Une  tangente  LT  (Fig.492.  ),  & for- 
donnée  LS  au  premier  axe,menée  du  point  d attouchement  étant  donnéet 
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on  aura  i°.  SB.  BT  ::  AS.  AT.  2°.  SB.  ST  ::  SO.  SA.  Je  décris 
autour  du  premier  axe  le  cercle  AVB  , & du  point  T , menant 
à ce  cercle  l’ordonnée  TV , la  droite  VS,  menée  du  point  V au 
point  S fera  tangente  du  cercle  en  V , à caufe  de  : : SO.  BO.  OT 
( A.  292.  ) ; donc  à l’égard  du  cercle , nous  aurons  SB.  BT  :: 
AS.  AT  (A.  2 96.),  ôc  SB. ST  ::  SO.  SA  ( A.2P4.);  or>  ces 
lignes  font  les  mêmes  à l’égard  de  l’yperbole.  Donc , &c. 

781.  Corollaire  IV.  Pofant  Us  memes  chofes  que  dans  le  Corol- 
laire précèdent , fi  du  point  d'attouchement  L,  on  eleve  fur  TL.  une 
perpendiculaire  LP  ,je  dis  que  la  fouperpendiculaire  SP  ejl  à la  dif- 
tance  SO  de  î ordonnée  LS  au  centre  O , comme  le  paramétré  du  pre- 
mier axe  ejl  à cet  axe.  Nommant  P le  paramétre  du  premier  axe, 

nous  avons  LS.  SBxAS  ::  P.  AB;  or,  à caufe  de  la  perpendi- 
culaire LS  abailfée  du  fommet  du  triangle  re&angle  TLP  fur 

fon  hypothenufe  TP,  nous  avons  LS=TSxSP,  & à caufe  de 
SB.  ST  SO.  .SA  (A.  780.),  nous  avons  SBxSA=STxSO  ; 
donc  TSxSP.  TSxSO  ::  P.  AB  ; mais  les  deux  redangles 
TSxSP , TSxSO  ayant  une  dimenfion  commune  TS , font  en- 
tr’eux  comme  SP , SO , donc  SP.  SO  : : P.  AB. 

782.  Corollaire  V.  Pofant  encore  les  mêmes  chofes , fi  du  point 
d attouchement  L , on  mene  f tr donnée  LX  au  fécond  axe , Cr  qu’on 
prolonge  la  tangente  jufqua  la  rencontre  de  cet  axe  en  H,  on  aura 

HO  x OX  = OC , cejl-à-dire  le  re£l angle  HOxOX,  égal  au  quarrè 
du  demi-petit  axe.  Les  triangles  femblables  SLT , HTO  donnent 
ST.  OT  : : LS.  OH,  & multipliant  les  deux  premiers  termes  par 
OS , & les  deux  derniers  par  LS , nous  aurons  STxOS.  OTxOS 

::  LS  SLxOH  ou  OXxOH,  à caufe  de  OX=SL  ; or,  à caufe  de 

SO.  OB  ::  OB.  OT  (A'.  777.),  nous  avons  OTxOS=OB,  & 
parce  que  SB.  ST  ::  SO.  SA  (A.  780.  ),  nous  aurons  SBxAS 

=STxSO,  donc  SBxAS.  ÔB‘  : :"sL!  OHxOX,  ouSL.  SBxAS 

: : OHxOX.  OB  ; mais  par  la  propriété  de  la  courbe , nous  avons 

SL.  SBxAS  ::  CO.  OB,donc  OHxOX.  OB  ::  CO.  OB,  & 
— ■»  — ■»  — — » 
partant  OHxOX=CO,  à caufe  des conféquens  égaux  OB,  OB. 

78}. Définition.  Si  de  l’extrémité  D du  fécond  axe  CD 
{Fig.  493.  ) , on  mene  à l’extrémité  du  premier  axe  la  droite  DB, 
& qu’ayant  pris  avec  le  compas  la  droite  DB , on  la  porte  fur  le 
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premier  axe  prolongé  de  part  ôc  d’autre  de  O en  E , & de  O en 
G,  les  points  E,G,  fe  nommeront  les  Foyers  des  hyperboles  op- 
pofées. 

784.  CoroILAirE.  Si  de  f un  des  foyers  E on  mene  une  ordonnée 
EF  au  premier  axe,  le  rectangle  EBxAE  correfpondant  à cette  ordonnée 
tjl  égal  au  quarré  de  la  moitié  OD  du  fécond  axe.  Car  dans  le  trian- 
gle reélangle  ODB  , nous  avons  OD=DB* — OB=OE — OB  ; 

or,  EBxAE=OE— OB  ( IV.  148. ),  donc  OD=EBxAE. 

7Sy.  Corollaire  II.  Si  de  l extrémité  D du  fécond  axe , on  mene 
DM  par  ale  lie  au  premier  axe,  & du  point  M , F ordonnée  MN  au  pre- 
mier axe  , le  réel  angle  NBxAN  correfpondant  tjl  égal  au  quarré  de 

■ » 

la  moitié  OB  du  premier  axe.  Par  la  propriété  de  la  courbe  NM. 
NBxAN  : : DO.  OB  ; mais  NM=DO , à caufe  des  paralelles , 
donc  NBxAN==OB. 

785.  Proposition  CLI.  Si  de  Fun  des  foyers  E ( Fig.  454.  ) 
on  mene  une  ordonnée  EF  au  premier  axe.  Cette  ordonnée  ejl  égale  à la 
moitié  du  paramétré  du  premier  axe.  Par  la  propriété'  de  la  courbe 

EF.  EBxAE  : : OD.  OB  ; mais  EBx AE=OD  ( N.  784.  ) ; donc 

EF.  OD  . : OD.  OB,  ôt  partant  OB.  OD  ::OD.  EF,  6c 
OB.  OD  ::  OD.  EF,  mais  par  la  définition  du  paramétré  du  pre- 
mier axe  que  je  nomme  P , nous  avons  AB.  CD  : : CD.  P ; donc 
en  prenant  les  moitiés  de  tous  les  termes,  j’ai  OB.  OD  : : OD.  7P, 
OD.jP  : : OD,  EF,  & partant  }P=EF. 

787.  Proposition  CLII.  Le  premier  axe  AB,  & un  diamè- 
tre KL  ( Fig.  49  y.  ) étant  donnés  avec  leurs  tangentes  BV , LT , les 
triangles  TR  B , VRL  fait  par  les  tangentes  avec  L axe  & le  diamètre 
font  égaux. 

Du  point  L , je  mene  l’ordonnée  LS  au  premier  axe  , j’ai  donc 
OS.  OB  ::  OB.  OT  (N.  777.)  1 or,  les  triangles  femblables 
OBV,  OSL  donnent  OS.  OB  ::  OL.  OV  , donc  OL.  OV  :: 
OB.  OT , 6c  par  conféquent  menant  les  lignes  LB , VT  , ces  li- 
gnes font  paralelles  ; or,  les  triangles  LBV,  LBT  compris  en- 
rre  ces  deux  paralelles  font  égaux , à caufe  qu’ils  ont  la  bafe  com- 
mune LB  ; donc  retranchant  de  part  3t  d’autre  le  triangle  com- 
mun LRB,  nous  aurons  TRB=VRL. 

788.  Corollaire,  Le  triangle  LTS  fait  par  la  tangente  LT  du 
diamètre  KL , avec  le  premier  axe  & fon  ordonnée  LS  menée  du  point 
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et attouchement , efl  égal  au  trapezoïde  fait  par  la  même  ordonnée  LS, 
avec  la  tangente  BV  du  premier  axe , comprife  entre  le  premier  axe 
& le  diamètre.  Les  triangles  TRB , VRL  font  égaux  ( N.  787.  ) , 
ajoutant  donc  de  part  ôc  d’autre  BRLS  , nous  aurons  LTS 
=BSLV. 

Nota.  J’ai  démontré  ci-defïus  ( N.  775.)  que  tout  diamètre  LK 
terminé  entre  les  deux  courbes  oppofées , étoit  divifé  en  deux 
également  au  centre  O : or,  pour  ne  pas  rendre  les  Figures  trop 
grandes,  ce  qui  nous  jetteroit  dans  l’inconvénient  de  furcharger 
cet  Ouvrage  de  Planches,  je  ne  décrirai  point  dans  les  Figures 
des  Proportions  fuivantes  l’hyperbole  oppofée , & la  moitié  OK 
d’un  diamètre  LK  refiera  indéterminée  ; mais  il  faudra  toujours 
fuppofer  dans  le  difcours  que  le  point  K efl  le  point  où  le  dia- 
mètre LK  coupe  la  courbe  oppofée,  6c  ainfi  des  autres. 

789.  Proposition  CLIII.  Le  premier  axe  AB , & un  diamètre 
KL  ( Fig.  4p5.  ) étant  donnés  avec  leurs  tangentes  BV , LT  qui fe 
terminent  f une  à P axe,  & t autre  au  diamètre,  fi  d un point  quelcon- 
que X pris  fur  la  courbe  onmene  deux  droites  FH,  PM  paralelles 
aux  tangentes , & qui  fe  terminent  au  premier  axe , & au  diamètre. 
Je  dis  1°.  que  le  triangle  HXM  fait  par  ces  paralelles  avec  le  premier 
axe , efl  égal  au  trapezoïde  VBMP  fait  par  la  tangente  SB  du  premier 
axe , & fa  paralelle  XM  comprifes  entre  le  premier  axe  & le  diamètre. 
2°.  Que  le  triangle  PXF  fait  par  les  deux  paralelles  tir  le  diamètre 
OL  efl  égal  au  trapezoïde  LTHF  fait  par  la  tangente  LT  du  diamè- 
tre & fa  paralelle  FX  comprifes  entre  le  diamètre  & le  premier  axe. 

Les  triangles  femblables  TLS,  HXM,  donnent  TLS.  HXM 
: : LS.  XM  ; or , par  la  propriété  de  la  courbe , nous  avons  LS. 
XM  ::  SBxAS.  MBxAB,  6c  nous  fçavons  que  SBxAS.  MBxAB 
:;"SO— _"ÔB.  MO— ÔB  {N.  146.  );  doncTs.  XM  :7sO— " ÔB. 
MO— ÔB;  donc  TLS.  HXM  it'sO— ' ÔB.  MO— ÔB,  6c  au 

lieu  des  quarrés  SO , OB , MO,  inettant  les  triangles  femblables 
OLS,OBV,  OPM  qui  font  dans  la  même  raifon  (N.  392.),  nous 
aurons  TLS.  HXM  ::  OLS— OBV.  OPM— OBV  , c*eft-à- 
dire  TLS.  HXM  : : VBSL.  VBMP, mais  TLS=VBSL (N.  788.), 
donc  HXM=VBMP.  Ce  qu’il  falloir  t°.  démontrer. 

Nous  avons  TLS=VBSL,  6c  retranchant  d’une  part  le  trian- 
gle HXM,  ôc  de  l’autre  le  trapezoïde  VBMP  égal  à HXM,  cor»- 
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me  on  vient  de  voir,  il  reftera  TLYH-t-XMSY=PMSL,  6c 
retranchant  de  part  6c  d’autre  la  partie  commune  XMSY , nous 
aurons  TLYH  = PXYL;  enfin,  ajoutant  de  part  6c  d’autre  le 
petit  triangle  LYF , nous  aurons  TLFH=PXF.  Ce  qu’il  falloir 
2°.  démontrer. 

Nota.  Le  point  X peut  fe  trouver  ou  au-delà  du  point  L ou  de 
l’autre  côté  de  la  courbe  , mais  ces  deux  cas  fe  démontreront  de 
la  même  façon , ainfi  que  nous  avons  fait  à l’égard  de  la  parabole. 
(N.  6$ 2.). 

790.  Corollaire  Ier.  Toutes  les  lignes  telles  iy«fXZ(Fig.  497.) 
par  aie  lies  à une  tangente  quelconque  LT , & qui  coupent  [hyperbole, 
font  coupées  en  deux  également  par  le  diamètre  KL , qui  pajje  par  le 
point  dé  attouchement  L.  Je  prolonge  la  droite  XZ  jufqu’à  ce  qu’elle 
coupe  le  premier  axe  en  H , 6c  des  points  X , Z où  cette  droite 
coupe  l’hyperbole,  je  mene  des  droites  MP  rZG  paralelles  à la 
tangente  BV  du  premier  axe;  à caufe  des  droites  PM,  ZH  pa- 
ralelles  aux  tangentes  BV , LT  du  premier  axe  6c  du  diamètre 
KL,  le  triangle  PXF  fait  avec  ces  paralelles  6c  le  diamètre  eft 
égal  au  trapezoïde  LTHF  ( N.  789.  ) ; de  même  à caufe  des  droi- 
tes ZH , ZG  paralelles  aux  tangentes  BV,  LT  , le  triangle ZFI 
fait  par  ces  paralelles  avec  le  diamètre  OL  prolongé  eft  auffi  égal 
au  trapezoiae  LTHF  ; donc  le  triangle  PXF  eft  égal  au  triangle 
ZFI  ; mais  ces  deux  triangles  font  fcmblables  à caufe  des  para- 
lelles PM,  ZG,  donc  ils  font  parfaitement  égaux,  ôc  le  côté 
XF  eft  égal  au  côté  FZ  , 6c  partant  XZ  eft  divifé  en  deux  égale- 
ment en  F. 

791.  Corollaire  II.  Donc  toute  ligne  XZ  paralelle  à la  tan- 
gente LT  d’un  diamètre  KL  qui  coupe  [ hyperbole  ejl  une  double  ordon- 
née au  diamètre  OL,  & fa  moitié  XF  ou  ZF  ejl  t ordonnée . Et  ceci 
fait  voir  que  nous  avons  eu  raifon  ( N.  769.  ) de  nommer  Diamè- 
tres toutes  les  lignes  telles  que  OL  qui  paftent  par  le  centre  O, 
ôc  qui  coupent  l’hyperbole  en  un  point  L. 

792.  Corollaire  III.  Les  quarrés  des  ordonnées  XF,  EY 
(Fig.  498.  ) à un  diamètre  quelconque  KL  font  entreux  comme  les 
rett angles  de  leurs  abfcijfes  multipliées  par  le  diamètre  KL  augmenté 
de  ces  mêmes  abfcijfes.  Je  mene  la  tangente  BV  du  premier  axe  , 
je  prolonge  les  ordonnées  FX  , YE  jufqu’à  la  rencontre  du  pre- 
mier axe  en  H 6c  Q , 6c  des  points  X , E où  ces  ordonnées  cou- 
pent l’hyperbole,  je  mene  les  droites  XP,EZ  paralelles  à la  tan- 
gente BV,  Le  triangle  PXF  fait  avec  le  diamètre  OL , ôc  les 
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deux  lignes  PX,XF  paralelles  aux  tangentes  BV,  LT  eft  égal 
au  trapezoïde  LTHF  ( N.  789.  ) , fie  par  la  même  raifon  le  trian- 
gle ZEY  eft  égal  au  trapezoïde  LTQY  ; donc  PXF.  ZEY  :: 
LTHF.  LTQY  ; or,  à caufe  que  les  triangles  PXF,  ZEY  font 

femblables,  nous  avonsPXF.  ZEY  ::  FX.  YE  (JV.392.);  donc 

FX.  ŸË’::  LTHF.  LTQY;  or,  LTHF=  OFH  — OLT , ôc 

LTQY  = OYQ  — OLT  , donc~FX.  YE  ::  OFH  — OLT. 
OYQ — OLT,  & au  lieu  des  triangles  femblables  OFH,  OLT, 

OYQ,  mettant  les  quarrésOF,  OL,  O Y de  leurs  côtés  homo- 
logues , lefquels  quarrés  font  en  même  raifon  que  ces  triangles , 

nous  aurons  FX.  YE  ::  OF — OL.  OY — OL;  mais  le  diamè- 
tre LOK  étant  divifé  en  deux  également  au  centre  O fie 

■ * 

les  droites  LF,  LY,  lui  étant  ajoutées,  nous  avons  FLxFK=OF 

— OL  (N.  148.  ) , & par  la  même  raifon  YLxYK=OY  — OL; 

donc  FX.  TE  : : FLxFK.  YLxYlC. 

Nota.  Que  la  propriété  de  l’hyperbole  à l’égard  de  tous  les  pre- 
miers diamètres  , tels  que  KL  eft  la  même  qu’à  l’égard  du  pre- 
mier axe. 

793.  Proposition  CLIV.  Deux  diamètres  LK,  PZ  (Fig.499.) 
avec  leurs  tangentes  LT , TP  qui fe  coupent  en  T étant  donnés , ft  fort 
joint  les  points  d' attouchement  par  la  ligne  LP , & que  par  le  milieu  X 
de  cette  ligne  on  mette  la  droite  XT  au  point  T , cette  droite  XT  fera 
un  diamètre , & pajfera  par  conféquevt  par  le  centre  O de  [hyperbole. 

La  démonftration  eft  la  même  que  pour  la  parabole  (N.  662.). 
794.  Remarque.  Par  le  moyen  de  cette  Propofition,  tout  ce 
que  nous  avons  démontré  ci-deflus  à l’égard  du  premier  axe  fie 
d’un  premier  diamètre,  peut  fe  démontrer  aufTi  à l’égard  de  deux 
premierS*diamétres  PZ,LK  ( F/>.  499.  ) , ou  de  leurs  moitiés 
OP , OL. 

Car  prolongeant  les  tangentes  LT , PT  jufqu’à  la  rencontre 
des  diamètres  en  H 6c  Q,  menant  enfuite  les  droites  RL,  PM 
ordonnées  aux  deux  diamètres , c’eft-à-dire  paralelles  aux  tangen- 
tes , la  droite  LP  , ôc  du  point  T la  droite  TF  qui  palfe  par  le 
milieu  X de  la  droite  LP  , 6c  qui  par  conféquent  fera  un  diamè- 
tre, 6c  paflera  parle  centre  O (A'.  769.)  ; il  eft  clair  qu’à  caufe 
du  paralellogramme  LTPF,  la  droite  TX  qui  pafle  par  l’un  des 
Tome  1.  B b b b 
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angles  X,  & qui  coupe  la  diagonale  LP  en  deux  également; 
paifera  par  l’angle  oppofé  F. 

Or , les  triangles  femblables  OFR,  OTP  donnent  OR  OP  :: 
OF.  OT  , ôc  à caufe  des  triangles  femblables  OFP,  OTH , nous 
avons  OP.  OH  : : OF.  OT  ; donc  OR.  OP  : : OP.  OH  ; de  me- 
me les  triangles  femblables  OFM.  OTL  donnent  OM.  OL  :: 
OF.  OT,  ôc  à caufe  des  triangles  femblables  OFL,  OTQ  nous 
avons  OL.  OQ  : : OF.  OT;  donc  OM.LO  ::  OL.OQ,  ce  qui 
fait  voir  que  les  deux  droites  OR , OM  font  divifées  proportion- 
nellement, ôc  que  par  conféquent  les  lignes  QH , LP,  MR, 
qui  joignent  leurs  points  de  divifion  font  paralclles  entr’elles. 

Donc  i°.  un  diamètre  PZ  étant  donné , fi  d’un  point  L pris 
fur  la  courbe  on  veut  mener  une  tangente  , il  faut  mener  de  ce 
point  une  ordonnée  LR  au  diamètre,  enfuite  chercher  une  troi- 
fiéme  proportionnelle  OH  aux  droites  OR , OP , 6c  mener  la 
droite  LH  qui  fera  la  tangente  demandée , ainfi  c’eft  la  même 
chofe  qu’à  l’égard  du  premier  axe  ( N.  777.). 

Donc  20.  le  triangle  HTP  fait  par  les  tangentes  6c  le  diamè- 
tre PZ  cft  égal  au  triangle  QTL  fait  par  les  mêmes  tangentes 
avec  le  diamètre  LK,  car  à caufe  des  paralclles  QH,  LP  , les 
triangles  LHP,  LPQ  qui  ont  la  bafe  LP  commune  font  égaux, 
6c  partant  retranchant  de  part  ôc  d’autre  le  triangle  commun 
LTP,  nous  aurons  HTP=QTL. 

Donc  50.  LHR=LQPR  , car  ajoutant  aux  triangles  égaux 
HTP  , QTL,  la  partie  commune  LTPR,  nous  aurons  LHR 
=LQPR. 

Donc  40.  fi  d’un  point  quelconque  S pris  fur  la  courbe  , on 
mene  deux  droites  VN,  IE  paralelles  aux  tangentes,  le  triangle 
VSE  fait  par  ces  paralelles  avec  le  diamètre  ZP  fera  égal  au 
trapezoïde  QPEI  fait  par  la  tangente  PQ  de  ce  diamètre,  6c 
par  fa  paralellp  IE  terminées  entre  les  deux  diamètres , 6c  le 
triangle  ISN  fait  par  les  paralclles , ôc  l’autre  diamétre«fera  égal 
au  trapezoïde  LHVN  fait  par  la  tangente  LH  de  ce  diamètre  , 
ôc  fa  paralelle  NV  terminées  entre  les  diamètres , ce  qui  fe  dé- 
montre comme  ci-delfus  (A;.  78p.). 

7£j.  Proposition  CLV.  Deux  diamètres  LK  , PZ 
(Fig.  y 00.  ) étant  donnés  avec  leurs  tangentes  LH,  PQ;  fi  de  deux 
points  E , F pris  fur  la  courbe  entre  les  deux  diamètres , on  mene  deux 
paralelles  ES , IX,  eir  FV,  XR  aux  tangentes , le  trapezoïde  NSFR 
fait  par  deux  de  ces  paralelles  avec  le  diamètre  PZ , & la  plus  pro- 


Digitized  by  Google 


DES  MATHEMATIQUES. 

che  des  deux  autres  paralelles , ejl  égal  au  trapezoide  ENVI  fan  par 
deux  autres  de  ces  paralelles  avee'  le  diamètre  LK,  & la  plus  proche 
des  deux  autres  paralelles , de  même  le  trapezoide  ESRX  fait  par 
deux  paralelles  avec  le  diamètre  ZP , er  la  plus  éloignée  des  deux  au- 
tres paralelles  eft  égal  au  trapezoide  FVIX  fait  par  les  deux  autres 
paralelles  , <èr  la  plus  éloignée  des  deux  premières . 

La  démonftration  eft  la  même  que  pour  la  parabole  ( N.  666, 
667.  ). 

7 Pk  Proposition  CLVI.  Si  deux  droites  EH,  FV  (Fig.yoï.) 
terminées  dé  part  & dé  autre  à l hyperbole , fe  coupent  en  un  point  G 
dans  [ hyperbole , le  rectangle  EGxGH  des  parties  de  lu  première  EH 
eft  au  reilangle  FGxGV  des  parties  de  la  fécondé,  comme  le  quarré 

Pl  de  la  tangente  du  diamètre  de  la  première  ejl  au  quarré  LT  de 
la  tangente  du  diamètre  de  la  fécondé. 

Même  démonftration  dans  tous  les  cas  que  pour  la  parabole 

(N.  668.).  F F 

7P7-  Proposition  CLVII.  Si  deux  droites  ET,  FH  (Fig.  yoy.  ) 
terminées  de  part  & d’autre  à la  courbe,  fe  rencontrent  en  dehors  en  un 
point  R hors  de  f hyperbole  lorfquon  les prolonge , le  reilangle  RFxRH 
de  ta  partie  extérieure  RF  de  la  première  par  la  ligne  entterc  RH , ejl 
au  reilangle  RExRI  de  la  partie  extérieure  RE  de  la  fécondé  par  la 

ligne  entière  RI , comme  le  quarré  PT  de  la  tangente  du  diamètre  de 

la  première  eft  au  quarré  LT  de  la  tangente  du  diamètre  de  la  fécondé. 
Même  démonftration  que  pour  la  parabole  ( N.  669.). 

798.  Proposition  CL  VIII.  Une  tangente  LT  étant  donnée 
{Fig.  yoy.  ) , avec  l'ordonnée  LS  au  premier  axe  ; fi  du  point  T , on 
mene  une  fecantcT\'Z. , cette  fecante fera  coupée  harmoniquement  aux 
points  X,  V,  Z où  elle  eft  coupée  par  la  courbe , & par  l’ordonnée 

LS. 

Même  démonftration  que  pour  la  parabole  ( IV.  670.  ) ; & delà 
on  pourroit  tirer  les  mêmes  Proportions  que  nous  avons  dedui« 
tes  pour  la  parabole  ( A^.  571.)  ; ôc  il  faut  dire  la  même  chofe  à 
l’égard  de  l’ellipfe  ; car  nous  avons  démontré  ( A^.  71  j.)  qu’une 
fecante  menée  du  point  où  la  tangente  coupe  l’axe , eft  aufli  divi- 
fée  harmoniquement  par  la  courbe,  6c  l’ordonnée  à l’axe  menée 
du  point  d’attouchement. 

7pp.  Proposition  CLIX.  Deux  diamètres LK, ZP  (Fig.yo^) 
étant  donnés  avec  leurs  tangentes  LT , TP  l fi  Ion  mene  une  ordonnée 
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XV  à t un  des  diamètres  LK , & qu'on  la  prolonge  jufquà  ce  quelle 
rencontre  en  R la  tangente  PT  de  l autre  diamètre  PZ  , le  reElangle 
RXxRV  de  la  partie  extérieure  RX  par  la  ligne  entière  RV  eft  au 

quarrè  RP  de  la  partie  RP  que  la  droite  VX  coupe  fur  PT  comme  le 
1 1 — * 
quarrè  LT  de  la  tangente  du  diamètre  de  VX  ejl  au  quarrè  TP  de  la 
tangente  de  l autre  diamètre. 

Même  démonftration  que  pour  la  parabole  (N.  672.). 

800.  Proposition  CLX.  Deux  fegmens  ALB/CPD 
étant  donnés  (Fig.  yo  y.)  ; fi  les  parties  LX,  PS  de  leurs  diamètres  com- 

Îrifes  dans  ces  fegmens , font  proportionnelles  à leurs  diamètres  LK, 
’Z  les  plus  grands  triangles  infcrits  dans  ces  fegmens  font  égaux. 

Même  démonftration  que  pour  l’ellipfe  dans  tous  les  cas 
( N.  737.  ) en  fubftiruant  les  propriétés  de  l’hyperbole  au  lieu  de 
celle  de  l’ellipfe. 

80 1 .Definition.Lc  premier  axe  AB,ôc  le  fécond  CD  étant  don- 
nés ( Fig.  y 06.  ) ■,  Ci  par  l’une  des  extrémités  B du  premier  axe , on 
mène  une  tangente  QP,  fur  laquelle  on  prenne  la  partie  BP , ôc  la 
partie  BQ  égales  chacune  à la  moitié  OD  ou  OC  du  fécond 
axe  , les  lignes  indefinies  OL,  OY,  menées  du  centre  O par  les 
extrémités  P,  Q de  la  droite  QP , fe  nomment  Afymptotes  de  l’hy- 
perbole, ôc  fi  on  prolonge  ces  droites  de  l’autre  côté  du  centre 
en  X ôc  en  Z,  elles  feront  les  afymptotes  de  l’hyperbole  oppo- 
fée  dont  le  fommet  eft  A. 

802.  Corollaire.  Si  des  extrémités  C , D dufecond  axe , on  ment 
des  lignes  à f extrémité  B du  premier  axe , ces  deux  lignes  feront  égaler 
à caufe  de  C C7  D également  éloignés  de  B , & elles  feront  coupées 
chacune  en  deux  également  par  les  afymptotes  aux  points  V,  T.  Car 
menant  la  droite  DP,  la  Figure  ODPB  fera  un  retlangle,  & la 
diagonale  OP  coupera  la  diagonale  BD  en  deux  également,  ôc 
la  même  chofe  arrivera  de  CB.  De  plus  DB  fera  paralelle  àl’a- 
fymptote  OY  , à caufe  de  OD  paralelle  Ôc  égale  à QB , ôc  par 
la  même  raifon  CB  fera  paralelle  à l’afymptote  DL. 

803.  Proposition  C LXI.  V hyperbole  eft  toute  entière  dans 
t angle  YOL  (Fig.  y o 6.)  que  font  les  afymptotes , tr  elles  ne  les  tou- 
chepoint. 

Concevons  une  infinité  de  lignes , telles  que  MN,  &c.  menées 

Îiaralellement  à la  tangente  , ôc  qui  coupent  une  l’hyperbole  , ôc 
es  afymptotes  ; les  triangles  femblables  NEO , PBO  donnent 
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NE.  EO  : : PB.  BO  ; donc  NE.  EO  : : PB  ou  OD.  OB  ; mais 

par  la  propriété  de  la  courbe,  nous  avons  El.  EBxEA  : : OD.  OB, 

& EBxEA  =EO — OB  (N.  148.);  donc  El.  EO — OB  ::  OD. 

O B,  & partant  El.  EO — OB  ::  NE.  EO;mais  EO  — OB  eft 

moindre  que  EO  ; donc  El  eft  aufli  moindre  que  NE  , 6c  El 
moindre  que  NE , c’eft-à-dire  le  point  I de  la  courbe  eft  entre 
les  afymptotes  fans  les  toucher , ôc  comme  cela  arrivera  partout  ; 
il  s’enfuit  que  l’hyperbole  ne  touchera  jamais  l’afymptote  OL,  ôc 
on  prouvera  de  la  même  façon  quelle  ne  touchera  jamais  l’afy  mp* 
tote  OY. 

804.  Corollaire  Ier.  Si  fon  conçoit  une  infinité  de  lignes,  telles  que 
MN,Ôcc.  paralelles  à la  tangente  QP  ou  au fécond  diamètre  dr  qui  cou- 
pent l'hyperbole  & les  afymptotes  , les  parties  MH , IN  de  chacune 
de  ces  lignes  comprifes  entre  la  courbe  & les  afymptotes , feront  égales 
emr' elles.  Les  triangles  femblables  NEO,  PBO  donnent  NE.  PB  : : 
EO.  BO  , ôc  à caufe  des  triangles  femblables  MEO  , QBO  , 
nous  avons  ME.  QB  : : EO.  BO  ; donc  NE.  PB  : : ME.  QB  ; or 
PB=QB,  donc  NE=ME  , mais  HE=EI,  à caufe  que  HI  eft 
une  double  ordonnée  au  premier  axe;  donc  NE  — El  = ME 
1— HE,  c’eft-à-dire  NI=MH. 

8oy.  Corollaire  II.  Pofant  toujours  les  droites  MN,  ôcc.  para- 
lelles à QP , ou  CD , les  re  51  angle  s MHxHN  de  la  partie  MH  de 
chacune  de  ces  lignes  comprifes  entre  la  courbe  & l’afymptote  par  le 

refie  HN  de  ces  mêmes  lignes , efi  égal  au  quarré  QB  ou  CO  de  la 
moitié  du  fécond  axe.  A caufe  des  triangles  femblables  MEO  , 

QBO , nous  avons  ME.  EO  : : QB.  BO  ; donc  ME.  EO  : : QB. 

B O ; or,  par  la  propriété  de  la  courbe  , nous  avons  HE.  EBxEA 

ouJÎO — BO  ( N.  1 48.  ) : - QB.  BO;  donc  ME.  EO  ::lÏE.jËO 

— BO , ou  ME.  HE  : : EO.  EO — BO  > donc  en  divifant  ME 

— HE.  HE  ::  EO — EO-+-BO.  EO — BO  ; ce  qui  fe  réduit  à 

ME — HE.  HE  : : BO.  EO — BO  ; or , à caufe  que  HI  eft  divi- 
fée  en  deux  également  en  E , 6c  que  MH  lui  eft  ajoutée  , nous 

avons  ME— HE  =MHxMI=MHxHN,  à caufe  de  M1=HN ; 
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donc  MH  x HN.  HE  : :~BO.  EO— -BO^ou  He‘.  EÔ’~ ~BO 
: : MH  x HN.  BO ; or  nous  avons  HE.  EO  — BO  : : QB , ou 
CD.  BO  ; donc  MH  x HN.  BO  : : QB , ou  CD.  BO , fie  partant 
MHxHN  = QB. 

SoÉ.  Corollaire  III.  Donc  tous  les  rtB  angles  MH  x HN  font 

égaux  entr’eux , puifqu’ils  font  tous  égaux  au  quarré  QB  ou  CO. 
Et  il  faut  dire  la  même  chofe  des  redangles  NI  x IM. 

807.  Corollaire  IV.  Les  parties  MH  ou  IN  des  droites  MN 
vont  en  diminuant  à mefure  que  les  lignes  MN  ? éloignent  du  cen- 
tre O.  Les  rcdangles  MH  x HN  font  tous  égaux  entr’eux.  Or  les 
HN  vont  en  augmentant  à mefure  qu’ils  font  plus  éloignés  du 
centre  O,  car  leurs  parties  HE  étant  ordonnées  au  premier  axe 
augmentent  en  s’éloignant  de  O,  fie  leurs  parties  EN  qui  font 
les  élémens  du  triangle  OEN  augmentent  auffi  en  s’éloignant 
de  O » donc  puifque  les  IIN  augmentent , il  faut  néceffairemenc 
que  les  HM  diminuent  fi  l’on  veut  confcjver  l’égalité  des  re&an- 
glesMHxHN. 

8o8<  Corollaire  V.  Les  afymptotes  OY,  OL  approchent  de 
plus  en  plus  de  l'hyperbole  & ne  la  touchent  jamais.  Les  doubles  or- 
données HI,  ôte.  au  premier  axe  feront  toujours  moindres  que 
les  MN,  ôcc.  ( N.  803.)  6c  les  MH  ou  les  IN  diminueront  à 
mefure  qu’elles  s’éloigneront  davantage  du  fommetO  ( N.  807.) 
donc  les  afymptotes  approcheront  déplus  en  plus  de  la  courbe, 
fcns  pouvoir  jamais  la  roucher. 

809.  Corollaire  VI.  Si  d'un  point  quelconque  H pris  fur  la 
courbe  (Fig.  J07.  ) on  mené  une  droite  RH  T paralelle  à l afymptote 
voifine  OY , ta  partie  RH  de  cette  paralelle  menée  du  côté  du  centre 
O , fera  toute  entière  hors  de  I hyperbole,  & F autre  partie  HT  fera 
toute  entière  dans  F hyperbole. . Je  mene  par  le  point  H la  droite  MN 
paralelle  à QP  ou  au  fécond  axe  CD,  fit  entre  MN  6c  QP  je 
mene  une  autre  paralelle  SL , comprife  entre  les  afymptotes  de 
même  queMN;  à caufe  des  paralellcs  MN,  SL  , 6c  MO,  HR, 
nous  avons  MH  = SI  ; mais  la  partie  SZ  de  la  paralelle  SL  com- 
prife entre  l’afymptote  OY,  ôt  la  courbe  eft  plus  grande  que  la 
partie  MH  de  la  droite  MN  ( N.  &07.  ) donc  SI  eft  moindre  que 
SZ,  6c  le  point  I de  la  droite  HR  eft  hors  de  l’hyperbole , 6c  l'on 
prouvera  de  la  même  façon  que  tous  les  autres  points  de  HR 
font  hors  de  la  courbe. 
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Je  mene  entre  les  afymptotes  en  deflous  du  point  H une  au- 
tre droite  FE  paralelle  à QP  ; ainfi  nous  aurons  FX  = MH  à 
caufe  des  paralelles  MN,FE,  ôc  FO, TR.  Or  la  partie  Ffdela 
droite  FE  comprife  entre  l’afymptote  OY , & la  courbe  eft  moin- 
dre que  MH  ( A'.  807.  ) donc  FX  eft  plus  grand  que  Ff,  ôc  le 
point  X de  la  droite  RHT  eft  dans  l’hyperbole , & on  prouvera 
de  la  même  façon  que  tous  les  points  de  la  partie  HT  font  dans 
l’hyperbole. 

810.  Corollaire  VII.  Si  par  le  centre  O d une  hyperbole  ( Fig. 
507.)  on  mené  un  droite  OG  qui  coupe  l'angle  YOÉ  des  ajympto* 
tes  Y O , OE , cette  ligne  O G coupera  f hyperbole  & fera  un  diamètre. 
Plus  la  ligne  OG  eft  prolongée,  & plus  fes  points  6’éloignent 
de  l’afymptote  OE  avec  qui  elle  fait  l’angle  GOE;  au  contraire, 
plus  l’hyperbole  eft  prolongée  du  côté  deE,  plus  fes  points  s’ap- 
prochent de  l’afymptote  ( N.  808.)  or  laligne  OE  ôc  l’hyperbole 
peuvent  être  prolongées  à l’infini  ; donc  à force  de  prolonger  l’une 
& l’autre, il  fe  trouvera  néceflairement  quelque  point  G delà  li- 
gne OG  qui  fera  plus  éloignée  de  l’afymptote  OE  que  le  point 
correfpondant^  de  l’hyperbole  ne  le  fera  de  la  même  afymptote. 
Ainfi  le  point  G fera  dans  l’hyperbole , mais  le  point  O de  la  ligne 
OG  eft  hors  de  l’hyperbole  ; donc  cette  ligne  coupera  la  courbe 
en  quelque  point,  après  quoi  il  eft  vifible  qu’elle  ne  le  coupera 
plus. 

811.  Proposition  CLXII.  Si  de  deux  ou  plufiewrs  points  X, 
R pris  fur  la  courbe  (Fig.  y 08.)  on  mene  des  droites  XH,  XS,  & 
RL  , RI  paralelles  aux  afymptotes , les  rectangles  XH  x XS,  RL 
xLI  feront  égaux  entreux. 

Je  mene  par  les  points  X , R , des  droites  HE , MN , paralel- 
les à QP  ou  CD  Ôc  qui  fe  terminent  aux  afymptotes,  les  triangles 
femblables  MHX,  HRI  donnent  MX.  HX  ::  HR.  RI;  ôc  à 
caufe  des  triangles  femblables  NXS , ERL , nous  avons  NX.  XS 
::  ER.  RL  ; multipliant  donc  les  termes  de  cette  proportion  par 
ceux  de  la  première , nous  aurons  MX  x NX.  HX  x XS  : : HR 
x ER.  RI  x RL  ; mais  les  redangles  MX  x NX , HR  x ER , font 
^gaux  entr’eux  ( N.  80 6.)  donc  les  reftangles  HXxXS,RI 
x RL  le  font  auffi. 

8 1 2.  Corollaire  Ier.  Si  du  fommet  B on  mene  les  droites  BV , 
BT  paralelles  aux  aJymptotes( Fig.  yo8.)  lefquelles  feront  égales  parce 

Î u elles  font  les  moitiés  des  lignes  BD,  BC  menées  aux  extrémités 
) , C du  petit  axe  ( N.  802.  ) je  dis  que  les  rcélangles  HX  x XS 
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RL  x RI  feront  égaux  chacun  au  quarré  de  VB  ou  de  fon  égale  BT. 
Car  menant  au  fommer  B de  l'hyperbole  la  droite  QP , laquelle 
eft  égale  au  petit  axe  CD  & coupée  en  deux  également  en  B 
(N.  801.)  les  triangles  femblables  MXH.  QBV  donnerontMX. 
XH  : : QB.  BV  ; 6c  à caufe  des  triangles  femblables  NXS.  PBT, 
nous  aurons  NX.  XS  : : PB.  BT;  donc  en  multipliant  les  termes 
de  cette  proportion  par  ceux  de  la  précédente , nous  aurons  MX 

x NX.  XH  x XS  : : QB  x PB , ou”QB.  BV  x BT  ouBV  ; or  MX 

x NX  = QB  ( N.  802  ) ; donc  XH  x XS  = BV  ; mais  XH  x XS 

= RI  x RL,  ; donc  aufli  RI  x RL  = B V. 

Nota.  Il  y a bien  des  Auteurs  qui  nomment  le  quarré  de  BT 
ou  de  BV  fon  égale  puijfance  de  l’hyperbole , à caufe  que  ce  quarré 
eft  toujours  égal  aux  rectangles  X H x XS , RI  x RL  , 6c c. 

81  j.  Corollaire  II.  Si  dé  un  point  quelconque  X pris  fur 
F hyperbole  (Fig.  y 08.)  on  mene  une  ligne  XH  paralelle  à lafymp- 
tote  OF  qui  efl  de  C autre  côté  de  Hyperbole , le  reâangle  XH,  OH 
de  la  ligne  XH  par  la  partie  OH  qu'elle  coupe  fur  f afymptote  O Y efl 
toujours  égal  au  quarré  de  BV,  cefl-à-dire  à la puijjance  de  1 hyper- 
bole. Car  menant  du  point  X la  droite  XS  paralelle  à l’afymptote 

OY,  nous  aurons  HXxXS  = BV  (A^.  812.  ) Or  à caufe  des 
paralclles  HX,  OS  6c  HO,  XS,  nous  avons  HO=XS;  donc 

HXxXS  = HXxXO,  6c  partant  HXxHO  = BV.  Ceci  eft 
la  propriété  de  l’hyperbole  entre  fes  afymptotcs.  • 

814.  Proposition  CLXIII.  Si  de  deux  ou  p/ujieurs  points 
X , R , ôcc.  ( Fig.  yo  9.)  pris  fur  Hyperbole , on  mene  des  lignes  XT , 
RS,  Sic.  paralclles  entr  elles , & qui  fajfent  avec  F afymptote  O Y tel 
angle  que  Ion  voudra , dr  que  des  mêmes  points  on  mene  d'autres  li- 
gnes XH,  RL,  ôcc.  auffi  paralelles  entr' elles  , & qui  fajfent  avec 
l'autre  afymptote  OF  un  angle  quelconque , je  dis  que  les  rc  B angle  s 
TX  x XH  , SR  x RL  , ôcc.  font  tous  égaux  entr  eux. 

Je  mene  parles  points  X,  R,  ôcc.  des  droites  MN,  El  entre 
les  afymptotes  ôc  paralclles  au  fécond  axe  CD.  Les  triangles  fem- 
blables  MTX,  ERS  donnent  TX.  MX  ::  SR.  ER,  ôc  à caufe 
des  triangles  femblables  HXN,  LRI,  nous  avons  HX.  XN 
::  LR.RI  ; multipliant  donc  les  termes  de  cette  proportion  par 
ceux  delà  précédente,  nous  aurons  TX  x HX.  MX  xXN  ::  SR 
xLR.  ER  x RI,  mais  MX  x XN  = ER  x RI  ; doncTXxHX 
= SRxRL. 

8iy. 
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8iy. Proposition  CLXIV.  Si  l’on  mené  entre  les  afymptotes 
une  ligne  MN  ( Fig.  y io.)  qui  coupe  F hyperbole  & qui  foit  inclinée 
au  premier  axe , les  parties  MX.RN  de  cette  ligne  comprifes  entre 
la  courbe  & les  afymptotes  font  égales. 

Je  prens  fur  la  droite  MN  une  partie  NR  égale  à la  partie  MX , 
fans  m’embarrafler  fi  l’extrémité  R de  cette  partie  eft  en  dedans 
ou  en  dehors  de  l’hyperbole  ; du  point  R je  mene  les  lignes  RT , 
RH  paralelles  aux  afymptotes , & du  point  X les  droites  XE  , XS 
paralelles  aufii  aux  afymptotes.  C’eft  pourquoi  fi  le  point  R eft 
véritablement  fur  la  courbe , il  s’enfuivra  nécefiaircmcnt  que  les 
re&angles  RHxRT,  SXxXE  feront  égaux  ( A'.  8 1 1.)  Voyons 
donc  fi  nous  trouverons  cette  égalité. 

Les  triangles  femblables  MSX,RHN  ayant  le  côté  MX  égal 
au  côté  NR  par  la  conftruûion  font  égaux  & MS  = RH,  SX 
= HN  ; or  à caufe  des  paralelles,  nous  avons  SX  = OE  & RH 
= TO;  donc  OE  = HN,  & partant  OH  ou  TR  — EN;  de 
même  MS  = TO.  Les  triangles  femblables  MSX , XEN  don- 
nent MS  ou  TO.  SX  ::  XE.  EN  ou  OH;  donc  TOxOH 
ou  RH  x RT  = SX  x XE,  par  conféquent  le  point  R eft 
véritablement  fur  la  courbe. 

816.  Corollaire  Ier.  Plufieurs  lignes  MN,  SL  ( Fig.  y 1 1. ) 
paralelles  entr  elles  & obliques  à taxe , étant  menées  entre  les  afymp- 
totes , fi  du  centre  O ton  mene  leur  diamètre  OT , & du  fommet  Z 
la  tangente  HV  qui  fera  paratelle  aux  MN,  SL,  &c.  je  dis  que 
cette  tangente  fera  divifée  en  deux  également  en  Z.  Les  doubles 
ordonnées  XR,  YI  au  diamètre  OT  font  coupées  en  deux  éga- 
lement en  E , T par  ce  diamètre;  donc  fi  on  leur  ajoute  de  part 
& d’autre  les  parties  égales  MX,  RN,  & S Y , IL  (N.  8 i y.  ) 
nous  aurons  ME  = EN,  & ST=TL;  or  les  triangles  fembla- 
bles OEN,  OZV  donnent  EN.  ZV  : ; OE.  OZ,  & à caufc 
des  triangles  femblables  OEM.  OZH,  nous  avons  ME.  HZ 
::  OE.  OZ;  donc  EN.  ZV  ::  ME.  HZ;  mais  EN  = ME  ; 
donc  ZV  =ZH. 

817.  Corollaire  II.  Pofant  les  mêmes  chofesque  dans  le  Corol- 
laire précédent , les  re  £1  angle  s MX  x XN,  S Y xYL  ôcc.  des  par- 
ties MX  , SY  des  droites  MN  , SL  ,par  les  refies  XN , YL  de  ces 
mêmes  droites  font  égaux  entr  eux  & au  quarré  de  la  moitié  ZV  ou 
ZH  de  la  tangente  du  diamètre  OT.  Par  les  points  Y , X , Z je 
mene  les  droites  Qq,  P p , F f paralelles  entr’elles  & au  fécond 
axe.  Les  triangles  femblables  SYQ,  MXP  donnent  SY.  QY 

Tome  1.  C c c e 
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::  AiX.  PX , & à caufe  des  triangles  femblables  LY q,  NX/?, 
nous  a%'ons  LY.  Yq  : : NX.  Xp-,  multipliant  donc  les  termes  de 
ces  deux  proportions  les  uns  par  les  autres,  nous  aurons  S Y 
x LY.  QYx  Y p::  AIXxNX.  PXxXP;  or  QYxY$  = PX 
xXp  (N.  80 6. ) donc  SY x LY  = MX x NX. 

Maintenant  la  droite  F f n’étant  pas  tangente  au  point  Z cou- 
pera l’hvperbole  en  deux  points,  & à caufe  des  triangles  fembla- 
bles A1XP,  HZF,  & NX/s  VZ/,  nous  aurons  MX.  PX  : : HZ. 
FZ,  & NX.  Xp.  VZ.  Z/  Donc  en  multipliant  ces  deux  pro- 
portions l’une  par  l’autre , nous  aurons  MX  x NX.  PX  x Xp. 

HZ  x VZ , ou  HZ!  FZ  x Z/;  mais  PXxX/  = FZx  Z/(  N.  80  6.) 

donc  MXj<NX  = HZ  ; or  MX  xNX  = SYxYL;  donc  SY 

x YL  = Hz! 

8 1 8.  Corollaire  III.  Donc  toutes  les  tangentes  terminées  entre 
les  deux  afymptotes , font  coupées  en  deux  également  aux  points  dé  at- 
touchement. Ce  qui  eft  vifible  par  le  précédent  Corollaire. 

Stp.  Corollaire  IV.  Deux  ou  plu/ieurs  tangentes  MT,  I.R 
( Fig.  j 12.  ) étant  menées  entre  les  afymptotes , les  triangles  MTO , 
RLO  qu'elles  font  avec  les  afymptotes  font  égaux  entr'eux.  Des 
points  d’attouchement  N,  S je  mene  les  droites  NP,  NV , SX , 
SZ  paralelles  aux  afymptotes,  ce  qui  donne  PNxNV  = XS 
x ZS  [N.  8i  î.)  d’où  je  tire  NV.  ZS  ::  XS.  PN  ; or  les  para- 
lellograinmcs  PNVO,  XSZO  ayant  l’angle  POX  commun  font 
équiangles,  & à caufe  que  leurs  bafes  NV,  ZS  font  réciproques 
à leurs  côtés  XS,  PN,  leurs  hauteurs,  c’eft-à-dire  les  perpen- 
diculaires X*,  P p feront  aufïi  réciproques  aux  bafes,  car  les 
triangles  femblablcs’XAS,  P/^N  donneront  Xx.  Yp  ::  XS.  PN, 
& partant  X*.  P p : : NV.  ZS  ; donc  nous  aurons  X*  x ZS 
— rpx  NV , c’eft-à-dire  les  paralellogrammes  XSZO , PNVO 
^gaux  entr’eux;  or  à caufe  que  la  tangente  MT  eft  divifée  en 
deux  également  en  N,  & que  PN  eft  paralelle  à OR,  le  côté 
MO  du  triangle  MOT  eft  double  du  côté  PO  du  paralellogramme 
PNVO,  & fa  bafe  OT  eft  aufti  double  de  la  bafe  OV  ou  PN 
du  même  paralellogramme  ; donc  le  triangle  MOT  eft  double 
du  paralellogramme  PNVO , & par  la  même  raifon  le  triangle 
LRO  eft  double  du  paralellogramme  XSZO  ; donc  puifque  les 

Saralellogrammes  PNVO,  XSZO  font  égaux,  les  triangles 
10V , RML  font  aufïi  égaux. 
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820.  Corollaire  V.  Les  triangles  MTO,  RLO  (Fig.  y 12.) 
faits  par  deux  tangentes  MT  , LR  avec  les  afymptotes , ont  les  côtés 
autour  de  l'angle  commun  O réciproques  entr  eux.  Nous  venons  de 
trouver  ( A''.  8 19.  ) NV  ou  PO.  ZS  ou  OX  : : SX  , ou  OZ.  PN 
ou  VO,  c’eft-à-dire  PO.  OX  ::  OZ.  OV  ; donc  en  doublant 
tous  les  termes,  nous  aurons  MO.  OR  : : OL.  OT. 

821.  Définition.  Deux  hyperboles  oppofées  étant  décrites 
avec  leurs  afymptotes  Y y , Tt  ( Fig.  y 1 3.  ) fi  l’on  prend  le  fécond 
axe  CD  de  ces  hyperboles  pour  le  premier  axe  de  deux  autres 
hyperboles  MCm,  ND»  qui  auront  leurs  fommets  cnC  & D, 
ôc  dont  le  fécond  axe  fera  le  premier  AB , ces  deux  nouvelles 
hyperboles  fe  nommeront  conjuguées  des  deux  hyperboles  op- 
pofées. 

822.  Proposition  CLXV.  Les  hyperboles  conjuguées  ont  les 
mêmes  afymptotes  que  les  hyperboles  oppofees  ( Fig.  y 1 y.  ) 

Je  mène  par  les  fommets  A,  B des  hyperboles  oppofées  ôc 
entre  les  afymptotes  les  tangentes  HL , RS , lefquelles  feront 
paralelles  ôc  égales  chacune  au  fécond  axe  CD  de  ces  hyperbo- 
les ( N.  78 1.  ) & divifées  chacune  en  deux  également  en  A,  ôc  B 
de  môme  que  CD  eft  divifé  en  O.  Donc  en  joignant  leurs  extré- 
mités par  les  droites  HR,  LS,  ces  droites  feront  paralelles  ôc 
égales  chacune  au  premier  axe  A O des  hyperboles  oppofées,  ôc 
elles  feront  divifées  en  deux  également  en  C ôc  D par  les  extré- 
mités de  CD;  or  CD  eft  le  premier  axe  des  hyperboles  conju- 
guées , AB  eft  le  fécond,  ôc  les  droites  HR,  SL  qui  pafient  par 
le  fommet  de  ces  hyperboles  font  égales  ôc  paralelles  à AB,  ôc 
de  plus  elles  font  divifées  également  en  C ôc  D de  même  que 
AB  i’eft  en  O ; donc  fi  du  centre  O on  mène  Yy,  Tt  qui  pafient 
par  les  extrémités  R,  L,S,  H de  ces  lignes,  les  droites  Yy, 
Tr  feront  les  afymptotes  des  conjuguées  ( N.  801.  ) or  ejles  font 
auiïi  les  afymptotes  des  hyperboles  oppofées , puifqu’elles  pafient 
par  les  extrémités  des  droites  RS,  HL.  Donc,  ôcc. 

823.  Corollaire  Ier.  La  puijfance  des  hyperboles  conjuguées  e(l 
la  même  que  celle  des  hyperboles  oppofées.  Je  mene  les  lignes  AG', 
CB , BD , DA , lefquelles  feront  égales  entr’elles  à caufe  des  ex- 
trémités A,  B de  l’axe  AB  également  éloignées  des  extrémités 
C,  D de  l’axe  CD,  ôc  de  plus  elles  feront  divifées  chacune  en 

deux  également  par  les  afymptotes  ôc  BV  = VD  ; or  BV  eft  la 
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puiflance  des  hyperboles  oppofées  ( N.  8 12.  ) & DV  eft  la  puif- 
l'ance  des  conjuguées.  Donc , ôcc. 

824.  CqrOLLAiri  II.  Tout  ce  que  nous  avons  dit  touchant  les 
hyperboles  oppofées  doit  Je  dire  aujft  touchant  les  conjuguées.  Ce  qui 
eft  évident. 

82;.  Remarque.  Ceci  peut  nous  faire  voir  aifément  d’où 
vient  que  dans  l’hyperbole  la  propriété  des  ordonnées  au  fécond 
axe,  n’eft  pas  la  même  que  la  propriété  des  ordonnées  au  premier; 
car  nous  avons  vû  que  le  quarré  d’une  ordonnée  F/ au  premier 

axe  AB  eft  au  re&anglc  FB  x AF  ou  au  quarré  OF  de  fa  diftance 

au  centre  moins  le  quarré  OB  du  demi  premier  axe,  comme  le 
quarré  du  fécond  axe  CD  eft  au  quarré  du  premier  AB  ( N.  770.  ) 

& qu’au  contraire  le  quarré  fm  d’une  ordonnée  au  fécond  axe  CD 
eft  au  quarré  de  fa  diftance  mO  au  centre  plus  le  quarré  OD  du 
demi  fécond  axe,  comme  le  quarré  du  premier  axe  AB  au  quarré 
du  fécond  ( N.  773.  ) ce  qui  eft  bien  différent.  Mais  fi  nous  rap- 
portons cette  ordonnée  fm  dans  fon  véritable  lieu , c’eft-à-dire 
dans  l’hyperbole  conjuguée  en  prolongeant  F / jufqu’à  ce  qu’elle 
coupe  la  conjuguée  en  N,  & menant  enfuite  l’ordonnée  N d qui 
fera  égale  à/m;  on  trouvera  que  le  quarré*  de  cette  ordonnée  eft 

au  rc&angle  dD  x CD  ou  à O d — OD,  comme  le  quarré  BA 
- » 

eft  au  quarré  CD,  & par  conféquent  la  propriété  de  l’ordonnée 
N d au  fécond  axe  CD  de  l’hyperbole  PBQ  fera  femblablc  à la 
propriété  de  l’ordonnée  Ff  au  premier  axe  de  cette  hyperbole. 

825.  Corollaire  III.  Tous  lespremiers  diamètres  des  hyperboles 
oppofées  PBQ,  ZAX  (Fig.  y 1 4.  ) font  des  féconds  diamètres  des 
hyperboles  conjuguées , dr  tous  les  premiers  diamètres  des  hyperboles 
conjuguées  font  des  féconds  diamètres  des  hyperboles  oppofées. 

Nous  avons  déjà  dit  que  les  premiers  diamètres  d’une  hyper- 
bole font  ceux  qui  la  coupent,  6c  que  les  féconds  font  ceux  qui 
ne  la  coupent  pas , ôc  que  les  uns  ôc  les  autres  doivent  pafier  par 
le  centre  O.  Cela  pofé,  tout  diamètre  Va  des  hyperboles  oppo- 
fées doit  paffer  par  les  angles  YOT,  rOI  des  afymptotes  qui  em- 
brafient  ces  hyperboles , car  autrement  il  eft  vifible  qu’il  ne  les 
couperoit  pas.  Donc  ce  diamètre  ne  pafie  point  TOY , IOr 
qui  embraüent  les  hyperboles  conjuguées,  6c  par  conféquent  il 
ne  les  coupe  pas  ; donc  V«  eft  un  fécond  diamètre  des  hyper-; 
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boles  conjuguées.  On  prouvera  de  la  même  façon  que  la  droite 
F/ qui  eft  un  premier  diamètre  des  conjuguées  eft  un  fécond 
diamètre  des  oppofées. 

827.  Corollaire  IV.  Si  par  les  extrémités  Sun  premier  dia- 
mètre V«  ( Fig.  y 14.  ) de  deux  hyperboles  oppofées  ou  de  deux  hyper- 
boles conjuguées , on  mene  des  tangentes  Yb , In  qui  fe  terminent  aux 
afymptotes , ces  deux  tangentes  font  égales.  Je  mene  les  ordonnées 
ux,  \d  au  premier  axe,  Ôc  à caofe  de  «0  = V0  {N.  776.  les 
triangles  femblables  aO*,  VO d font  parfaitement  égaux  & xO 
= dO  -,  or  pour  trouver  les  points  g,  G où  les  tangentes  coupent 
le  premier  axe,  il  faut  faire  : : xO.  BO.  Og  & : : dO.  AO.  O G, 
ôc  dans  ces  deux  proportions  les  deux  premiers  termes  xO.  BO 
d’une  part  font  égaux  chacun  à chacun  aux  deux  premiers  termes 
dO , AO  de  l’autre;  donc  le  troifiéme  Og  eft  égal  au  troiftéme 
OG;  ainft  les  deux  triangles  gOu,  GOv  font  égaux,  puifqu’ils 
ont  les  côtés  gO,  Ou  égaux  chacun  à chacun  aux  côtés  GO, 
OV , ôc  l’angle  compris  gOu  égal  à l’angle  compris  GOV , à 
caufe  que  ces  angles  font  oppofés  au  £>mmct;  donc  ug  — VG; 
de  même  les  triangles  femblables  gbO , GnO  étant  égaux  à caufe 
de  g O — GO , donnent  gb  = Gn  ; donc  ug-+-gb  = VG  -+-  G n , 
ou  ub  — Yn.  Mais  Yb  — 2ub(Ar.  8 18.  ) ôc  In  = aVn  ; donc  Y b 
= In , ôc  à caufe  des  triangles  égaux  ôc  femblables  gOu,  GOV 
l’angle  guO  eft  égal-  à fon  alterne  GVO,  ôc  les  tangentes  font 
paralelles. 

Et  on  prouvera  de  la  même  façon  que  les  tangentes  menées 
aux  extrémités  d’un  premier  diamètre  des  hyperboles  conjuguées 
ôc  terminées  entre  les  afymptotes,  font  égales  ôc  paralelles. 

828.  Proposition  CLXVI.  Un  premier  diamètre  VP  des  hy- 
perboles oppofées  £ Fig  yiy.)  étant  donné  avec  fes  deux  tangentes 
YN,  IG  terminées  aux  afymptotes , je  dis  que  fi  de  l’un  des  points 
d'attouchement  P on  mene  deux  droites  PS,  PX paralelles  aux  afymp- 
totes , & qui  fe  terminent  aux  hyperboles  conjuguées , ces  deux  lignes 
feront  coupées  chacune  en  deux  également  par  les  afymptotes  aux  points 

H,  E.  « 

Dans  l’hyperbole  B le  reflangle  PH  x HO  eft  égal  à fa  puif- 
fance  (N.  812.)  ôc  par  la  même  raifon  dans  l’hyperbole  C le 
rectangle  SH  x HO  eft  égal  à fa  puiflance  ; or  les  puilfances  de 
ces  deux  hyperboles  font  égales  ( N.  823.  ) donc  PHx  HO 
= SH  x HÔ  ; ôc  par  conféquent  à caufe  de  la  hauteur  commune 
HO , nous  aurons  PH  = SH. 
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On  démontrera  de  la  même  façon  que  PX  eft  divifé  en  deux 
également  en  E. 

829.  Corollaire  Ier.  Pofant  les  mêmes  c/iofes , fi  du  point  S 
on  rr.ene  par  le  centre  le  diamètre  SX , ce  diamètre  cft  égal  & paralelle 
à F une  ou  Foutre  des  tangentes  YN  , IG-  du  diamètre  PV.  A caufe 
de  la  tangente  YN  divifée  en  deux  également  en  P ( N.  818.  ) 
& de  PH  paralelle  à ON,  nous  avons  dans  le  triangle  YON  la 
bafe  ON  double  de  HP,  de  même  que  YN  cft  double  de  YP; 
or  HS  = HP  ( N.  828.)  donc  SP  =*  2HP=  ON,  fie  par  confé- 
quent  à caufe  que  SP  eft  paralelle  à ON  , nous  aurons  SO  égal 
& paralelle  à PN  fie  le  double  de  SO,  c’eft-à-dire  le  diamètre  SX 
égal  au  double  de  PN,  c’eft-à-dire  à la  tangente  YN. 

Nota.  Toute  tangente  Y N comprife  entre  les  afymptotes  eft 
égale  fit  paralelle  au  diamètre  conjugué  SX  de  fon  diamètre  PV. 

830.  Corollaire  II.  Pofant  encore  les  mêmes  chofes , fi  par  les 
extrémités  des  tangentes  YN , IG  on  mene  les  droites  YG,  NI,  ces 
droites  feront  chacune  égale  Cf  paralelle  au  diamètre  VP , & elles 
toucheront  les  hyperboles  conjuguées  aux  extrémités  S , X du  diamètre 
SX.  Elles  feront  égales  6c  paralelles  chacune  au  diamètre  VP; 
cela  eft  évident,  à caufe  que  les  tangentes  YN,  GI  font  para- 
lellcs  fie  égales  entr’elles  6c  au  diamètre  SX,  fie  que  de  plus  ces 
tangentes  ôc  le  diamètre  font  coupées  en  deux  également  par  le 
diamètre  VP.  D’autre  côté,  les  mêmes  droites  YG,  NI  feront 
tangentes  en  S fie  X,  car  il  eft  clair  qu’elles  pafferont  par  ces 
points  ôc  qu’elles  y feront  coupées  en  deux  également,  a caufe 
que  le  diamètre  SX  cft  également  éloigné  des  deux  tangentes 
YN,  IG;  or  elles  ne  peuvent  être  coupées  en  deux  également 
en  S 6c  X.fans  être  tangentes  en  ces  points  ; car  fi  elles  coupoient 
les  hyperboles  en  deux  points  , elles  auroient  chacune  une  partie 
en  dedans  des  courbes,  ôc  deux  parties  entre  la  courbe  ôc  les 
afymptotes  qui  feroient  égales  entr’elles , ce  qui  cmpêchcroit  que 
l’bne  des  parties  comprife  entre  la  courbe  6c  les  afymptotes  ne 
fût  égale  aux  deux  autres;  donc  il  faut  néceflairement  que  ces 
droites  YG,  NI  foient  tangentes  en  S 6c  X. 

831.  Définition.  Lorfque  deux  diamètres  VP,  SX  ( Fig. 
yiy.)  font  réciproquement  paralelles  à leurs  tangentes,  c’eft-à- 
dire  le  diamètre  VP  paralelle  aux  tangentes  YG , NI  du  diamètre 
SX,  fie  le  diamètre  SX  paralelles  aux  tangentes  YN,  IG  du  dia- 
mètre PV  ; ces  deux  diamètres  fe  nomment  Diamètres  conju~ 
guis. 
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832.  Corollaire  III.  Le  paralellogramme  de  deux  diamètres 
conjugués  quelconques  VP , SX  (Fig.  y 1 6.)  ceffà-dtre  le paralel/o- 
gr  anime  Y N IG  fait  par  leurs  tangentes , eft  égal  au  reél  angle  des 
deux  axes , c ejl-à-dire  au  reElangle  HTRQ  fait  par  les  tangentes 
de  ces  axes.  Le  triangle  ONY  fait  par  la  tangente  YN  du  diamètre 
PV  avec  les  afymptotes , eft  égal  au  triangle  QOR  fait  avec  les 
mêmes  afymptotes  par  la  tangente  QR  de  l’axe  AB  ( N.  8 ip.  ) 
or  le  triangle  ONY  eft  le  quart  du  paralellogramme  YNIG , ôc 
le  triangle  QOR  eft  le  quart  du  rectangle  HTRQ  ; donc  le  pa- 
ralellogrammc  & le  rcétangle  font  égaux. 

83  j.  Corollaire  IV.  Tous  les paralellogrammes  des  diamètres 
conjugués  font  égaux  entr  eux.  Ils  font  égaux  chacun  au  reêtanglc 
des  axes.  Donc,  ôcc. 


834.  Corollaire  V.  La  différence  des  quartés  de  deux  diamètres 
conjugués  quelconques  ejl  égale  à la  différence  des  quartés  des  deux  axes 
de  l'hyperbole. 

Soit  un  demi-diamétre  quelconque  OR  ( Fig.  317.)  le  demi 
premier  axe  OB,  ôc  la  tangente  PQ  au  fommet  B,  laquelle  eft 
égale  au  fécond  axe  (N.  801.)  ainfi  QB  fera  la  moitié  de  ce  fé- 
cond axe.  Je  mené  en  R la  tangente  YN,  laquelle  eft  égale  au 
diamètre  conjugué  du  demi-diamétre  RO  (À^.  82p.)  ôc  partant 
,YR  eft  la  moitié  de  ce  diamètre  conjugué.  Je  mene  par  les 

fioints  R , B , P , N des  droites  RS , BV,  PM,  NH  perpendicu- 
aires  à l’afymptote  OY.  Le  quarré  de  OR  eft  donc  égal  au 
quarré  de  OS,  plus  le  quarré  de  RS  à caufe  du  triangle  rectangle 
OSR , ôc  par  la  même  raifon  le  quarré  de  YR  eft  égal  au  quarré 
de  YS,  plus  le  quarré  de  SR,  ôc  retranchant  de  part  6c  d’autre 
le  quarré  de  SR,  la  différence  des  quarrés  dos  dcmi-diamétres 

conjugués  , OR,  YR  fera  la  même  que  celle  des  quarrés  SO, 

YS.  Or  à caufe  de  YN  divifé  en  deux  également  en  R ( N.  8 1 8.  ) 
ôc  de  SR  paralclle  à NH,  nous  avons  YS=SH;  donc  la  diffô- 

— — - * — * — X 

rence  des  quarrés  SO.  YS  eft  la  même  que  celle  des  quarrés  SO. 

SH  ; mais  SO  = OH  -+-  2OH  x SH  SH  ( N.  1 46.  ) donc  la 

différence  des  quarrés  SO , SH  eft  OH  -H  2SH  x OH , ou  OH 
+ YHx  OH,  ou  enfin  YOxOH,  6c  cette  différence  eft  la 
même  que  celle  des  quarrés  des  demi-diamétres  conjugués  OR, 
■YR. 


SJ6  E L E M_E_N  S 

De  même  nous  avons  OB  = OV  4-  VB  à caufe  du  triangle 
re&angle  OVB,  ôc  QB  = QV  4-  VB  à caufe  du  triangle  rec- 
tangle QVB,  ôc  retranchant  de  part  6c  d’autre  le  quarré  VB,la 
différence  des  quarrés  OB,  QB  du  premier  axe  ôc  du  demi  fé- 
cond axe,  fera  b même  que  celle  des  quarrés  QV,  VO;  or  à 
caufe  de  QP  divifé  en  deux  également  en  B ôc  des  paralelles  BV, 

PM  nous  avons  QV  = VM;  donc  la  différence  desquarés  QV, 

VO  eft  la  même  que  celle  des  quarrés  VM,  VO;  mais  VO 

=MO  4-  îVMxMO  + VM  ; donc  la  différence  des  quarrés 

VM,  VO  eft  2VM  x MO  4-  MO , ou  MQ  x MO4-MO,  ou 
enfin  OQxMO,  ôc  cette  différence  eft  la  même  que  celle  des 

- ■ t 1 

quarrés  OB  , BQ  des  deux  demi-axes. 

Il  refte  donc  à faire  voir  que  la  différence  YO  x OH  des 

— - 1 ■ t 

quarrés  OR,  RY  des  deux  demi-diamétres  conjugués  eft  égale 

à la  différence  OQxMO  des  quarrés  OB  , BQ  des  demi-axes, 
les  triangles  femblables  OHN , OMP  donnent  OH.  HN  ::  OM. 
MP  ; donc  en  multipliant-  les  deux  premiers  termes  par  OY  ; 
ôc  les  deux  autres  par  QO , nous  aurons  OH  x OY.  HN  x OY 
::  QO  xOM.  QO  x MP  , ou  OH  x OY.  QOxOM  ::  HN 
x OY.  QOxMP;or  HNxOY  eft  double  du  triangle  YON, 
à caufe  que  HN  eft  la  perpendiculaire  menée  de  fon  fommet  N 
fur  la  bafe  OY,  ôc  par  la  même  raifon  QO  x MP  eft  double  du 
triangle  QOP,  ôc  ces  deux  triangles  font  en  même  raifon  que 
leurs  doubles;  donc  OH  x OY  ::  QOxOM  : : YON.  QOP; 
mais  YON  = QOP  ( À'.  8 ip.  ) donc  OH  xOY  = QOxOM, 

c’eft-à-dire  la  différence  des  quarrés  OR , RY  des  deux  demi- 

diamétres  conjugués  eft  la  même  que  celle  des  quarrés  OB; 

QB  des  dçux  demi-axes,  ôc  par  conféquent  la  différence  des 
quarrés  des  diamètres  conjugués  eft  la  même  que  celle  des 
quarrés  des  deux  axes. 

8 j y.  Proposition  CLXVII.  Le  quarré  dune  ordonnée  quelcon- 
que RS  à un  diamètre  VP  ( Fig.  y 1 8.  ) ejl  au  reBanglc  PS  x SV  de 
/on  abfcijje  par  le  diamètre  prolongé  jufqu'a  f ordonnée  }conime  le  quarré 

du 
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du  diamètre  EF  conjugué  du  diamètre  VP  ejl  au  quarré  du  diamè- 
tre VP. 

Je  mene  les  afymptotes  6c  la  tangente  HL  au  Commet  P du 
diamètre  VP,  laquelle  tangente  eft  égale  au  diamètre  EF  (N.  82p.) 
ôc  je  prolonge  l’ordonnée  RS  de  part  6c  d’autre  jufqu’aux  afymp- 
totes en  M ôc  en  N.  Les  triangles  femblables  MSO, HPO  don- 
nent MS.  HP.  SO.  PO;  donc  MS.  HP  : : SO.  PO;  donc  MS 
.—  HP.  HP  : :~SO  — PO.  PO.  Or  à caufe  de~HP  = MR  xRN 


(N.  817.)  nous  avons  AIS — HP  = MS  — MRxRN  ; 6c  à 
caufe  de  MN  divifé  en  deux  également  en  S , 6c  en  deux  iné- 
galement en  R , nous  avons  MS  — MR  x RN=RS  ; donc  RS. 
HP*  : :*SO  — "PO.  PO,  ouRS*.  SC)  — PO  ::"HP.P0.  Or"SO 
— PO  = SPxSV  (N.  148.)  doncXs.  SP  x SV  : :~HP,  ou 
Eo!To  rtlRVP. 

836.  Corollaire.  Le  quarré  d'une  ordonnée  RL  au  diamètre 

EF  conjugué  du  premier  diamètre  PV  ejl  au  quarré  LO , plus  le  quarré 

EO  comme  le  quarré  du  diamètre  PV  ejl  au  quarré  du  diamètre  EF. 
Ce  qui  fe  démontre  de  même  qu’à  l’égard  des  ordonnées  au 
fécond  axe  ( A'.  773.) 

8 j 7.  Définition.  Deux  diamètres  conjugués  PV , EF  ( Fig. 
y 18.)  étant  donnés,  la  troifiéme  proportionnelle  au  premier  6c 
au  fécond  eft  le  paramètre  du  premier , ôc  la  troifiéme  propor- 
tionnelle au  fécond  ôc  au  premier  eft  le  paramètre  du  fécond. 

838.  Corollaire  II.  Le  quarré  d une  ordonnée  RS  à un  premier 
diamètre  VP,  ejl  au  re  El  angle  SPxSV  comme  le  paramétre  de  ce 
diamètre  ejl  au  même  diamètre  ,&  le  quarré  d’une  ordonnée  RL  au 

fécond  diamètre  EF  conjugué  de  VP  ejl  au  quarré  LO , plus  le  quarré 

EO,  comme  le  paramétre  de  ce  fécond  diamètre  ejl  à ce  fécond  diamè- 
tre. Ce  qui  fe  démontre  de  même  qu’à  l’égard  des  deux  axes 
(W.  771.774.) 

8 39.  Proposition  CLXVIII.  Un  premier  diamètre  PV  (Fig. 
y îp.)  étant  donné  avec  fis  tangentes  PX , VL  è?  fon  diamètre  con- 
jugué EF  , fi  ton  mene  d’un  point  quelconque  pris  fur  la  courbe  une 
ordonnée  MR  au  diamètre  PV,  & une  tangente  MX,  laquelle  cou- 
pera Us  tangentes  LV,  PX  & le  diamètre  conjugué  EF  -,  je  dis  , i°. 
Tome  I.  D d d d 
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Que  la  droite  PR , c’eft-à-dire  le  diamètre  VP  prolongé  jufqtîà 
t ordonnée,  ejl  divifé  harmoniquement  aux  points  P,  S,  V.  2°.  Oue 
le  reti angle  MRxOH  de  l’ordonnée  MR  par  la  partie  OH  du'cfia- 

mitre  conjugué  que  ta  tangente  MX  coupe  ejl  égal  au  quarré  OF  de  la 
moitié  de  F axe  conjugué  EF.  30.  Que  le  reblangle  LV  x PX  des  par- 
ties. LV , PX  des  tangentes  du  diamètre  PV  que  la  tangente  MX 

-■  — k 

coupe  ejl  encore  égal  au  quarré  OF  de  la  moitié  de  î axe  conjugué. 

A caufe  que  l’ordonne'e  MR  cft  menée  du  point  d’atrouche- 
njent  M , nous  avons  OR.  OV  : : O V.  OS  ; or  la  ligne  OP  ajou- 
tée à la  droite  OR  eft  égale  à la  moyenne  proportionnelle  OV. 
Donc  nous  avons  RV.  VS  ::  RP.  PS.  (N.  7yj.)  ce  qu’il  fal- 
loir, i°.  démontrer. 

Et  il  faut  obferver  qu’on  a aulfi  RV.  RS  : : RO.  RP,  comme 
il  a été  obfervé  dans  l’endroit  que  je  viens  de  citer  ( N.  7 y j.) 

Les  triangles  femblables  MSR,  HSO  donnent  SR.  SO  : : MR. 
OH,  & multipliant  les  deux  premiers  termes  par  OR,  & les 

deux  autres  par  MR,  nous  aurons  SRxOR.  SOxOR  ::  MR. 
OH  x MR;  or  à caufe  de  RV.  RS  ; : RO.  RP,  nous  avons  SR 
x OR  = RV  xRP,  & à caufe  de  : : OR.  OV.  OS , nous  avons 

ORx  OS  =ÔV*i  donc  RVxRP.  OV  ::  M.OHxMR,  ou 
MR.  R V x RP  : : OH  x MR.  O V ; mais  par  la  propriété  de  l’hy- 
perbole nous  avons  MR.  RV  x RP  ::  OF.  OV  (N.  855.)  donc 
OH  x A1R.  OV  ::  OF.  OV,  ôc  par  conféquent  OH  x MR 

= OF,ce  qu’il  falloit  a0,  démontrer. 

A caufe  de  : : OR.  OV.  OS , nous  avons  OR  — OV.  OV 
::  OV  — OS.  OS,  c’eft-à-dire  RV.  SV  ::  OV  ou  OP.  OS; 
donc  RV-hSV.  SV  ::  OP  H- OS.  OS,  c’eft-à-dire  SR.  SV 
::  PS.  OS;  mais  à caufe  des  triangles  femblables  MSR,  LSV, 
nous  avons  SR.  SV  : : MR.  LV , & à caufe  des  triangles  fem- 
blables PSX , OSH,  nous  avons  PS.  OS  ::  PX.  OU;  donc 
MR.  LV  : ; PX.  OH,  d’où  je  tire  MR  x OH  ==LV  x PX  ; 

, mais  MRxOH  = OF;  donc  auflî  LVxPX  = OF,  ce  qu’il 
falloit  j°.  démontrer. 

840.  Proposition  CLXIX.  Une  tangente  TPM  ( Fig.  ^20.) 
^ ti  n ^onn^e  > fi  r°n  décrit  autour  du  premier  axe  AB  un  cercle 
ARBH,  er  que  jes p0jnts  R ; H où  la  tangente  TM  coupe  le  cercle , 
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on  èleve  des  perpendiculaires  IZ,  HX  fur  cette  tangente,  ces  per- 
, pendiculaires  pajferont  par  les  foyers  X , Z des  hyperboles  oppofèes. 
Les  parties  IR,  LH  des  perpendiculaires  IZ,HX  font  deux  cor- 
des du  cercle  égales  & partant  également  éloignées  du  centre  O 
(M2<fy.)c’eft  pourquoi  fi  du  centre  O , jemene  la  droite  FV  per- 
pendiculaire fur  ces  cordes, j’aurai  F 0=0V  jainfi  les  triangles  rec- 
tangles OVX , OFZ  étant  femblables  & égaux , j’ai  FZ  = VX , 
& retranchant  d’une  part  FR  moitié  de  la  corde  IR , & de  l’autte 
,VL  moitié  de  la  corde  HL , j’ai  RZ  = LX.  Cela  pofé, 

Je  mene  en  A & B les  tangentes  AM , BN  qui  coupent  en  M 
& N la  tangente  TM  ; les  triangles  re&angles  PHX,  PAM  font 
femblables  à caufe  de  l’angle  aigu  HPX  qui  leur  eft  commun  ; 
donc  PH.  HX  : : PA.  AM  ; de  même  à caufe  des  triangles  fem- 
blables PRZ,  PBN,  nous  avons  PR.  RZ  : : PB.  BN;  donc 
en  multipliant  ces  deux  proportions  l’une  par  l’autre , nous 
avons  PH  x PR.  HXxRZ  : : FA  xPB.  AMx  BN  ; mais  à caufe 
que  les  cordes  AB,  RH  fc  coupent  en  P,  nous  avons  PHxPR 
= PA  x PB  ( N.  27p.)  donc  HXxRZ=AMxBN;  or  AM 

x BN  = OD  ( N.  83p.)  doncHXxRZ  = OD,  & à caufe  que 

RZ  = XL , nous  aurons  HX  x LX  = OD  ; mais  XH , XB  étant 
fecantes  du  cercle,  donnent  XA  x XB  = HX  x XL  ( A'.  27  j.) 

donc  XAxXB  = OD;  donc  le  point  X eft  l’un  des  foyers, 
( N.  784.  ) de  même  à caufe  de  IZ  = HX  & de  RZ  = XL  , 

nous  avons  IZ  x ZR  = HX  x LX  = OD  ; or  les  fecantes  ZI , 

ZA  donnent  ZBxZA  = IZxZR;  donc  ZBxZA  = OD, 
& par  conféqueht  le  point  Z eft  l’autre  foyer  ( N.  784.  ) 

841.  Corollaire  Ier.  Si  d'un  point  quelconque  T pris  fur  tune 
des  hyperboles  oppofèes  (Fig.  y 21.)  on  mene  une  tangente  TM, 
des  droites  TZ,  TX  aux  deux  foyers , les  angles  ZTM,  XTM 
faits  par  ces  deux  droites  & la  tangente  TM  font  égaux.  Je  mene 
l’ordonnée  TS  au  premier  axe  6c  l’ordonnée  P£  dans  le  cercle} 
ainfi  à caufe  de  SO , BO  : : BO.  PO  ( M 777.  ) la  tangente  SE 
au  cercle  menée  du  point  S touchera  au  point  E ( N.  2p2,  ) & 
comme  TS  eft  perpendiculaire  fur  AS  en  S , & que  la  droite  TH 
qui  part  de  l’un  des  points  de  TS  paffe  par  le  point  P,  où  l’ordon- 
née EP  du  cercle  menée  du  point  d’attouchement  coupe  le 
diamètre  AB  de  ce  cercle,  il  s’enfuit  que  cette  droite  TH  eft 
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coupée  harmoniquement  en  R,  P ( N.  302.)  & nous  avons  TR; 
RP  : : TH.  PH , ou  TR.  TH  : : RP.  PH  ; mais  en  menant  par  , 
les  points  R , H les  perpendiculaires  IZ,  XH  fur  TH , les  trian- 
gles femblables  PRZ,  PHX  donnent  RP.  PH  : : RZ.  HX  ; 
donc  TR.  TH  : : RZ.  HX,  d’où  il  fuit  que  les  deux  triangles 
rectangles  TRZ,  THX  font  femblables  à caufe  qu’ils  ont  les 
côtés  TR,  RZ  autour  de  l’angle  droit  dans  le  premier  propor- 
tionnel aux  côtés  TH,  HX  autour  de  l’angle  droit  dans  le  fé- 
cond , & par  conféquent  l’angle  ZTR  eft  égal  à l’angle  XTH. 

842.  Corollaire  II.  Pofant  les  mêmes  chofes , la  différence  des 
lignes  XT,  TZ  menées  des  deux  foyers  au  point  d'attouchement  T, 
ejl  égale  au  premier  axe  BA.  Je  mene  du  centre  O au  point  R la 
droite  OR,  laquelle  par  conféquent  eft  égale  à la  moitié  du  pre- 
mier axe  AB  ; or  à caufe  des  angles  égaux  XTR,  ZTR  ( rV.  841.) 

& de  la  droite  TR  perpendiculaire  fur  ZI  par  la  conftru&ion , 
les  triangles  reétanglcs  r TR,  ZTR  qui  ont  la  hauteur  commune 
TR  font  égaux , ôc  nous  avons  FR  = RZ , ôc  TZ  = TF  ; ainfi 
XF  eft  la  différence  des  deux  lignes  XT,  TZ  menées  du  point 
T aux  foyers  ; or  à caufe  de  XZ  divifé  en  deux  également  en  O , 
ôc  de  FZ  divifé  en  deux  également  en  R , les  triangles  fem- 
blables ZFX , ZRO  donnent  FX  double  de  RO  ; donc  FX 
= aRO  = AB. 

84  j.  Proposition  CLXX.  De  tous  les  premiers  diamètres 
d'une  hyperbole  ou  de  deux  hyperboles  oppofées  ( Fig.  522.)  menés  d'un 
même  esté  ES  de  F une  des  hyperboles , le  plus  petit  ejl  le  premier  axe 
AB,  cr  les  autres  font  d’autant  plus  grands  qu' Us  s’éloignent  davan- 
tage de  celui-ci.  Et  de  tous  les  féconds  diamètres , le  plus  petit  ejl  le 
fécond  axe  CD , dr  les  autres  font  d'autant  plus  grands  qu'ils  font  plus 
éloignés  du  fécond  axe. 

Je  mene  dans  l’hyperbole  B plufieurs  ordonnées  TM , SN  au 
premier  axe  , & de  leurs  extrémités  T , S , je  mene  des  diamè- 
tres TP , SR  ; dans  le  triangle  reôtangle  OTM , nous  avons 

OT=OM-f  TM,  & le  triangle  reôlangle  OSN  donne  OS 

— s — - a a 

=ON-+-SN  ; or,  ON  eft  plus  grand  que  OM , à caufe  que  l’or- 
donnée SN  eft  plus  éloignée  du  centre  O que  l’ordonnée  TM, 

^ SN  eft  plus  grand  que  TM  par  la  même  raifon.  Donc 

ON-j-SN  eft  plus  grand  que  OM-fTM,  & partant  OS  eft  plus 
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grand  que  OT , & OS  plus  grand  que  OT  ; ainfi  2OS  ou  SR. 
eft  plus  grand  que  2OT  ou  TP , c’eft-à-dire  le  diamètre  SR  plus 
éloigné  du  premier  axe , ou  qui  fait  avec  cet  axe  un  angle  plus 
grand , eft  plus  grand  que  le  diamètre  TP  qui  fait  un  angle  moin- 
dre avec  le  premier  axe  ; & il  eft  vifible  que  AB  doit  être  le  moin- 
dre de  tous  les  premiers  diamètres  ; car  le  fommet  B de  l’hyper- 
bole étant  plus  proche  du  centre  O , que  tous  les  autres  points  de 
la  courbe,  la  droite  O B eft  plus  courte  que  la  droite  OT,  & par 
conféquent  AB  eft  plus  petit  que  TP. 

Et  la  même  chofefe  démontrera  à l’égard  des  féconds  diamè- 
tres CD,  LV  , QX,  en  décrivant  les  hyperboles  conjuguées. 

844.  Proposition  CLXXI.  Si  du  centre  O (Fig. 
avec  un  rayon  OH  plus  grand  que  le  demi-premier  axe  OB , on  décrit 
un  cercle  HMPRTV  , la  circonférence  de  ce  cercle  ne  coupera  f hyper- 
bole qu  en  quatre  points  M , R,  T , V \ & fi  Ion  joint  ces  quatre  points 
par  des  droites  MR , RT , T V , V M , deux  de  ces  droites  TR,  VM  - 
feront  des  doubles  ordonnées  au  premier  axe  égales  entr  elles , & les 
deux  autres  MR , TV  feront  des  doubles  ordonnées  au  fécond  axe  éga- 
les entr' elles. 

i°.  Il  eft  évident  que  la  circonférence  du  cercle  doit  couper 
l’hyperbole  en  quatre  points,  car  l’extrémité  H du  rayon  OH  ne 
peut  décrire  le  quart  de  circonférence  HP  fans  couper  la  demi- 
hyperbole  BZ  tout  au  moins  en  un  point  M , 6c  la  même  chofe 
doit  arriver  à l’égard  des  autres  demi-hyperboles  AR,  AT , VB. 
a0.  Le  point  H en  décrivant  le  quart  de  la  circonférence  HP  , 
ne  peut  couper  la  demi -hyperbole  BZ  qu’en  un  point  M , car 
s’il  le  coupoit  en  deux  points , menant  de  ces  deux  points  des 
droites  au  centre  O,  lefquelles  feroient  égales , puifqu’elles  fe- 
roient  rayons  du  même  cercle,  ces  deux  droites  feroient  auflï  des 
demi-diamétres  de  l’hyperbole , 6c  par  conféquent  les  doubles 
de  ces  droites,  c’eft-à-dire  les  deux  diamètres  feroient  égaux  ; 
£d’où  il  s’enfuivroit  que  d’un  même  côté  BMZ  de  l’hyperbole  , 
on  pourroit  mener  deux  diamètres  égaux , ce  qui  eft  impoflible, 
(N.  843.).  j°.  Du  point  M,  où  le  quart  de  cercle  HP  coupe  la 
demi-hyperbole  , je  mene  dans  le  cercle  une  corde  paralelle  au 
premier  axe  , cette  corde  fera  donc  perpendiculaire  fur  le  fécond 
axe , ôc  par  conféquent  elle  fera  coupée  en  deux  également  en 
Q , à caufe  que  ce  fécond  axe  pafle  par  le  centre  O ; or , la  dou- 
ble ordonnée  au  fécond  axe  menée  du  point  M , eft  aufiî  coupée 
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en  deux  également  en  Q ; donc  la  corde  du  cercle  ôc  la  double 
ordonnée  font  égales  , & par  conféquent  le  point  R où  la  corde 
coupe  le  cercle,  eft  le  meme  que  celui  où  le  cercle  coupe  la 
demi-hyperbole  AR  ; on  prouvera  de  même  que  la  corde  menée 
du  point  R paralellement  au  fécond  axe , eft  égale  à la  double 
ordonnée  TR  menée  du  point  R au  premier  axe  , que  la  corde 
menée  du  point  T paralellement  au  premier  axe  , eft  égale  à la 
double  ordonnée  TV  au  petit  axe  menée  du  même  point  ; ôc  en- 
fin , que  la  corde  menée  du  point  V paralellement  au  fécond  axe, 
eft  égale  à la  double  ordonnée  au  premier  axe  menée  du  même 
point  V;  donc  à caufe  des  paralelles  TV , RM,  6c  TR , VM, 
les  deux  doubles  ordonnées  TR,  VM  au  premier  axe  font  éga- 
les , ôc  les  deux  doubles  ordonnées  RM,  TV  au  fécond  axe,  le 
font  auiïi. 

84^.  Proposition  CLXXII.  Si  f on  prend  fur  le  demi- fécond 
axe  OD  prolongé,  s'il  le faut  ( Fig.  y 24.  ) , la  partie  OP  égale  au  demi- 
premier  axe  OB  ; & qu'on  porte  enfuite  la  diflancr  PB  fur  le  demi- 
premier  axe  prolongé  de  O en  V , t ordonnée  TV  menée  du  point  V au 
premier  axe  fer  a égale  à la  moitié  CO , ou  OD  du  fécond  axe. 

Dans  le  triangle  re&angle  ifofeele  POB  , nous  avons  PB 
=OB-f-OP=aOB  , ôc  par  conféquent  OV=20B  ; or , par  la 
propriété  de  la  courbe,  nous  avons  TV.  VBxVA  ou  VO — OB 
::  CO.  ÔB,  ôc  VO  — OB=aOB  — ÔB=ÔB*;  donc  TV.“ÔB 
r:  CO.  OB , ôc  par  conféquent  T V=CO , ôc  TV=CO. 

S46.  PROBLEME.  Une  hyperbole  XBZ  {Fig.  $2$.)  étant  donnée, 
trouver  fes  deux  axes , fes  foyers,  fes  afymptotes , &c. 

Je  mene  plufieurs  lignes  paralelles  MB , NR , 6cc.  terminées 
de  part  Ôc  d’autre  à la  courbe,  je  les  divife  chacune  en  deux  éga- 
lement, ôc  par  les  points  de  divifion , je  fais  palfer  une  ligne 
droite  TL , laquelle  eft  un  diamètre.  Je  cherche  de  la  même  fa-^ 
çon  un  autre  diamètre  HV , ôc  le  point  O où  les  deux  diamètres 
fe  coupent , eft  le  centre  de  l’hyperbole. 

Du  centre  O , ôc  avec  une  ouverture  de  compas  aflez  grande 
pour  pouvoir  couper  l’hyperbole , je  décris  un  arc  de  cercle  , 
ôc  des  points  E,  I où  cet  arc  coupe  la  courbe , je  mene  la  droite 
El , laquelle  eft  une  double  ordonnée  au  premier  axe  (N.  844.)  » 
coupant  donc  cette  droite  El  en  deux  également  en  G , je  mene 
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du  centre  O la  droite  OG  qui  coupe  l’hyperbole  en  B,  & par 
conféquent  la  droite  OB  eft  la  moitié  du  premier  axe. 

J’éleve  en  O la  droite  OS  égale  ôc  perpendiculaire  à OB,  & 
prenant  la  dillance  SB  ôc  la  portant  de  O en  G , l’ordonnée  GI 
menée  du  point  G eft  égale  à la  moitié  OD  du  fécond  axe 
( A'.  84y.). 


Ayant  donc  porté  GI  de  O en  D,  & de  O en  C perpendicu- 
lairement fur  CD  pour  avoir  la  pofition  du  fécond  axe  CD  ; je 
mene  les  droites  CB,  DB  , ôc  les  divifant  chacune  en  deux  éga- 
lement aux  points  m,n , je  mene  par  le  centre  O,  ôc  par  les 

Îioints  de  divifion  m , n , les  droites  indéfinies  OmL , O ni  qui  font 
es  afymptotes  demandées  ( N.  8oa.  ). 

Enfin,  prenant  CB,  ou  DB,  ôc  le  portant  fur  l’axe  prolongé 
de  part  ôc  d’autre  de  O en  X , ôc  de  O en  x les  points  A , x font 
les  deux  foyers  ( A^.  78J.). 

847.  Problème.  Une  hyperbole  ou  deux  hyperboles  oppofèes  étant 
données  ( Fig.  526.  ) , trouver  un  premier  diamètre  qui  f ajjè  avec  fis 
ordonnées  un  angle  égal  à un  angle  donné  abc. 

Je  mene  les  afymptotes  OT , OV , je  décris  un  cercle  MNL 
avec  un  rayon  quelconque,  ôc  d’un  point  quelconque  M,  me- 
nant une  tangente  MZ  à ce  cercle  ; je  fais  en  M avec  la  tangente 
MZ  un  angle  ZML  égal  à l’angle  TOV  des  afymptotes.  Ainlî 
l’angle  ZML  eft  l’angle  du  fegment  MIL , je  coupe  la  corde 
ML  en  deux  également  en  X,  & je  fais  dans  l’autre  fegment  un 
angle  MXN  égal  à l’angle  donné  abc.  Je  mene  les  cordes  MN, 
NL,  ôc  je  porte  la  première  MN  fur  l’afymptote  OT  de  O en 
E , ôc  l’autre  NL  fur  l’afymptote  OV  de  O en  F ; je  mene  la 
droite  EF  , ôc  la  coupant  en  deux  également  en  R , je  mene  du 
centre  O la  droite  OR , ôc  fa  partie  OS  comprife  entre  le  centre 
O de  l’hyperbole  , ôc  la  courbe  fera  la  moitié  du  diamètre  de- 
mandé. Ce  que  je  prouve  ainfi. 

L’angle  du  fegment  ZML  vaut  la  moitié  de  l’arc  MIL , crr, 
l’angle  MNL  à la  circonférence  vaut  aufli  la  moitié  de  l’arc 
MIL , donc  MNL=ZML  ; mais  ZML=EOF  , donc  MNL 
=EOF , ôc  par  conféquent  les  deux  triangles  MNL  , EOF  font 
égaux , à caufe  qu’ils  ont  les  côtés  MN  , NL  égaux  chacun  à 
chacun  aux  côtés  EO , OF , Ôc  l’angle  compris  MNL  égal  à 
l’angle  compris  EOF.  Donc  l’angle  NML  eft  égal  à l’angle 
OEF , ôc  le  côté  ML  égal  au  côté  EF  , d’où  il  fuir  que  fML, 
ou  MX  eft  égal  à -jEF  ou  ER , ôc  que  par  conléquent  les  trian- 
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gles  MXN  , ERO  font  égaux  ôc  femblables  à caufe  des  côtés 
MN,  MX  égaux  chacun  à chacun  aux  côtés  EO,  ER,  ôc  de 
l’angle  compris  NMX  égal  à l’angle  compris  OER;  donc  l’an- 
l’angle  NXM  eft  égal  à l’angle  ORE  » or,  à caufe  de  EF  divifé 
en  deux  également  en  R , Ôc  de  EP  = HE  ( N.  8iy.),  nous 
avons  PR=RH  ; donc  la  ligne  OR  menée  du  centre  O eft  un 
diamètre  , puifqu’elle  coupe  PH  en  deux  également , ôc  ce  dia- 
mètre fait  avec  fa  double  ordonnée  un  angle  ORP  égal  à l’an- 
gle MNX , lequel  a été  fait  égal  à l’angle  demandé  abc. 

848.  Problème.  Un  diamètre  ou  un  demi-diamètre  OR  étant  donné 
( Fig.  y 27.  ) , trouver  fon  diamètre  conjugué. 

Je  mene  les  afymptotes  OX , O Y , ôc  la  tangente  PHau  fom- 
met  R du  diamètre  donné,  cette  tangente  eft  égale  au  diamètre 
conjugué  qu’on  demande  ( N.  829.  ) , menant  donc  par  le  centre 
O une  paralelle  à cette  tangente,  ôc  faifant  OT=RH,  ôc  OL 
=PR , on  aura  la  pofuion  de  ce  diamètre. 

84p.  Proposition  CLXXIII.  Si  du  pointT  prit  fur  [ une  des 
hyperboles  oppofèes  ( Fig.  y 28.  ) , on  mette  une  droite  TP  à î autre  hy- 
perbole, les  parties  TS,  RP  de  cette  droite  comprifes  entre  les  courbes 
& les  afymptotes  font  égales. 

Par  les  points  T , P , je  mene  entre  les  afymptotes  les  droites 
MN , HL  paralelles  au  fécond  axe  CD.  Les  triangles  femblables 
MTR,  LPR  donnent  MT.  TR  ::  LP.  PR,  ôc  à caufe  des  trian- 
gles femblables  TNS,  PHS,  nous  avons TN.  TS  ::  PH.  PS; 
donc  en  multipliant  les  termes  de  ces  deux  proportions  les  uns 
par  les  autres  , nous  aurons  MT  x TN.  TRxTS  : : LP  x PH. 
PRxPS,  mais  MTxTN=LPxPH,  à caufe  que  ces  deux  rec- 
tangles font  égaux  au  quarré  de  la  moitié  CD  du  fécond  axe 
(N.  8oy.);doncTRxTS=PRxPS,  ôc  partantTR.  PR  : : PS.TS  ; 
donc  en  compofant  TR-+-PR.  PR  ::  PS-4-TS.  TS,  ou  TP.  PR 
::  TP.  TS  , ôc  par  conféqucnt  PR=TS. 

8yo.  Corollaire  Ier.  St  entre  deux  hyperboles  oppofèes  (Fig.  y 2 9.) 
on  mene  plufieurs  lignes  TP , HL , ôcc.  paralelles  entr' elles  & au  pre- 
mier axe  , ou  à un  premier  diamètre  EF , les  rc  fl  angle  s TSxSP  , 
HZxZL , des  parties  TS , HZ  de  ces  droites  comprifes  entre  P une  des 
courbes,  & la  plus  prochaine  afymptote  multipliées  par  les  reflet  SP,  ZL 
de  ces  lignes  font  égaux  entr  eux , & au  quarré  de  la  moitié  OE  du 
diamètre,  auquel  ces  lignes  font  paralelles. 

Par  les  extrémités  T,  P,  H , L des  lignes  TP,  HL,  je  mene 
(Entre  les  afymptotes  des  droites  MN , mn , XV  , .v«  paralelles  au 
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fécond  axe.  Les  rriangles  fcmblables  NTS  , VU  Z donnent  1 N. 
TS  : : HV.  HZ , ôc  à caufc  des  rriangles  femblables  MTR,  XHr, 
nous  avons  MT.  TR  ::  XH.  Hr  ; donc  en  multipliant  ces  deux 
proportions  l’une  par  l’autre , nous  aurons  TNxMT.  TSxTR  :: 
HVxXH.  HZxHr;  or,  TNxMT=HVxXH  (A.  817.);  donc 
TSxTR=HZxHr , mais  à caufc  de  PR— ST , 6c  de  Lr^  HZ 
( N.  84.9.) , nous  avons  T.  R=PS  , 6c  LZ=Hr  ; donc  TSxTR 
=TS  x PS , ôc  HZ  x Hr=  HZ  x LZ , 6c  partant  les  rectangles 
TSxPS,  HZxLZ  font  égaux  entr’eux,  ôc  comme  à mefure  que 
les  lignes  TP,  HL  font  plus  proches  du  diamètre  EF,  leurs  pat' 
tiesZr,  RS , ôcc.  cotnprifes  entre  les  afymptores  diminuent  de 
plus  en  plus;  il  eft  évident  que  lorfque  cette  partie  difparoitra  , 
on  aura  EOxOF=TSxPS=HZxLZ. 

848.  Corollaire  II.  Les  droites  TP  , HL  mentes paralellement 
à un  premier  diamètre  EF  Jont  coupées  chacune  en  deux  également  par 
le  diamètre  conjugué  de  ce  diamètre. 

Le  diamètre  conjugué  de  EF  , c’eft-à-dire  la  droite  pa  eft  un 
premier  diamètre  de  l’hyperbole  conjuguée  Gg,  ôc  les  ordonnées 
Gg,ôcc.  de  ce  diamètre  font  pr.ralelles  au  diamètre  EF,  6c  par 
conféquent  aux  droites  TP,  ôcc.  prolongeant  donc  Gg  jufqu’aux 
afymptotes  la  droite  ab  fera  encore  divifée  en  deux  également  de 
même  que  Gpl’eft  par  fon  diamétrepÿ,  6c  cela  à caufe  àcaG=bg. 
Or  les  triangles  O ba,  ORS  font  fcmblables  , ôc  le  diamètre  pq 
qui  pâlie  par  leur  fommet  O divife  en  deux  également  la  bafe  ba 
du  triangle  Oba,  donc  le  même  diamètre  coupe  aulli  en  deux 
également  en  t la  bafe  RS  du  triangle  ORS.  Ainfi  ajoutant  à R t 
la  partie  RP  , ôc  à la  droite  RS  , la  partie  ST  égale  à RP , nous 
aurons  Tr=rP  , 6c  partant  la  droite  I P eft  divifée  en  deux  égale- 
• ment  en  r parle  diamètre  pq  conjugué  du  diamètre  EF , 6c  ainfi 
des  autres. 

849.  PROBLEME.  Les  afymptotes  YI , LV  ( Fig.  y jo.  ) étant 
données  , & un  point  R de  t une  des  hyperboles  oppofces  , décrire  f hy- 
perbole. 

Je  divife  l’angle  YOL  des  afymptotes  en  deux  également  par 
la  droite  OS,  ôc  cette  droite  eft  dans  la  pofition  du  premier  axe. 
Je  mene  par  le  point  donné  R une  droite  RX  paralelle  à OS 
jufqu’à  ce  qu’elle  rencontre  l’afymptote  LV  en  A , ôc  alors  je  la 
prolonge  jufqu’à  ce  que  XT  foit  égal  à NR  » ainfi  j’ai  RXxXT 
iégal  au  quarré  de  la  moitié  du  premier  axe  ( N.  8yo.  ) > car  il  eft 
vifible  que  le  point  T doit  être  un  point  de  l’hyperbole  oppoféc 
Tome  I.  E e e e 


y8 6 ELEMENS  DES  MATHEMATIQ. 

à celle  qu’on  me  demande , c’eft  pourquoi  prenant  une  moyen- 
ne proportionnelle  entre  RX  & Xi’ , & la  portant  fur  OS  de  O 
en  B,  & deO  en  A;  j’ai  le  premier  axe  AB.  Par- le  point  donné 
R,  je  mène  entre  les  afymptotes  la  droite  HM  perpendiculaire 
au  premier  axe , & j’ai  HRxRM  égal  au  quarré  de  la  moitié  du 
fécond  axe  ( A'.  80  j.  ),  car  ce  fécond  axe  doit  être  paralelle  à HM. 
Prenant  donc  une  moyenne  proportionnelle  entre  HR,  &RM, 
& l'élevant  perpendiculairement  de  part  & d’autre  du  grand  axe 
au  centre  O ; j’ai  le  fécond  axe  CD  , ôc  les  deux  axes  étant  trou- 
vés , je  décris  l’hyperbole,  comme  il  a été  enfeigné  ci-deflus. 

Après  avoir  trouvé  le  premier  axe  AB  on  pourroit  encore  plus 
aifément  trouver  le  fécond  CD  , en  menant  par  le  fommet  B la 
tangente  PQ,  laquelle  eft  égale  au  fécond  axe  ( A^.  Soi.);  c’eft 
pourquoi  fi  par  le  milieu  O du  premier  axe  AB  , on  mene  une 
droite  CD  perpendiculaire  fur  AB  , & qu’on  prenne  fur  cette 
perpendiculaire  la  partie  OC  égale  à PB  , & la  partie  OD  égale, 
a BQ , on  aura  le  fécond  axe  CD  dans  fa  pofition. 


Fin  du  premier  Tome. 
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AP  PROBAT  ION. 

J Ai  lû  par  l’ordre  de  Monfeigneur  le  Chancelier  , Elément  des  princi- 
pales Parties  des  Mathématiques,  8c  le  Traité  de  Perfpeiïive , par  M. 
l’Abbé  Deidier , & je  n’ai  rien  trouvé  qui  puifle  en  empêcher  l’impreffion. 
Fait  à Paris  le  ip  Juillet  1744. 

MONTCARVILLE. 


PRIVILEGE  DU  ROY. 

LOUIS,  par  la  grâce  de  Dieu , Roi  de  France  8c  de  Navarre  ; A nos 
amés  ôc  féaux  Confeillers , les  Gens  tenans  nos  Cours  de  Parlement , 
Maîtres  des  Requêtes  ordinaires  de  Notre  Hôtel , Grand  Confeil,  Prévôt 
de  Paris , Baillifs , Sénéchaux , leurs  Lieutenans  Civils  & autres  nos  Jufti- 
ciersqu’il  appartiendra  ; Salut.  Notre  bien-amé  Charles- Ant.  Jombekt, 
Libraire  à Paris,  & ordinaire  pour  notre  Artillerie  & pour  le  Génie,  nous 
a fait  expofer  qu’il  deiîreroit  faire  imprimer  & donner*au  Public  plulieurs 
Ouvrages,  qui  ont  pour  Titres  Elémens  de  la  Guerre,  des  Sièges  , &c.  con- 
tenons]’ Artillerie  , l’Attaque  & la  Dèfettfe  des  Places  , par  M.  i.k  Blond  ; 
Principes  du  Syftéme  des  Petits  Tourbillons  de  Dejcartes , par  f Abbe  D e- 
Launay;  Géographie  Phvjique  ou  Introduéîion  a la  Connoiffance  de  l’Uni- 
vers , par  S T K u Y CK , traduit  en  François;  les  Elémens  de  la  Phyftque- 
Malhematique , par  s’G  RA  VESA  N db,  traduit  en  François  ; Dictionnaire 
de  Mathématique  de  W O L F 1 U s ,\traduit  en  François  ; Qours  de  Agathe  mu- 
tique  (/(WoLfius  , traduit  en  François  ; Maniéré  de  graver  en  Taille- 
douce  &r  a l’Eau  Forte  , par  Abraham  Bosse;/»  Régies  du  Dtfjein  & du 
Lavis  ; Traité  de  Phyftque  expérimentale , traduit  de  l’ Anglais  de  Desagu- 
Xiers  ; Elémens  Généraux  des  Parties  des  Mathématiques  necejf.itres  a /’ Ar- 
tillerie & au  Génie,  par  M.  l'Abbé  Deidier;  s’il  nous  plaiioit  lui  accor- 
der nos  Lettres  de  Privilège  pour  ce  néceflaire.  A ces  causes  , voulant 
favorablement  traiter  l’Expofant,  Nous  lui  avons  permis  6c  permettons  par 
ces  préfentes  de-faije  imprimer  lefdits  Ouv»ges  ci-deffus  fpéciliés  en  un  ou 

Eluneurs  volume  , & autant  de  fois  que  bon  lui  femblera , 8c  de  les  vendre  , 
lire  vendre  & débiter  par  tout  notre  Royaume , pendant  le  tems  de  quinze 
années  confécutives  , à compter  du  jour  de  la  datte  defdites  Préfentes  ; 
Faifons  défenfes  à toutes  fortesde  perfonnes  de  quelque  qualité  & condi- 
tion qu’elles  foient , d’en  introduire  d’imprellîon  étrangère  dans  aucun  lieu 
de  notre  obéifTance;  comme  aullî  à tous  Libraires  , Imprimeurs  & autres, 
d’imprimer,  faire  imprimer,  vendre,  faire  vendre  ni  contrefaire  lefdits  Ou- 
vrages , ni  d’en  faire  aucuns  extraits  , fous  quelque  prétexte  que  ce  foit , 
d’augmentation , correftion , changeraens  on  autres , fans  la  permÜEon  ex- 


prefle  & par  écrit  dudit  Expofant , ou  de  ceyx  qui  auront  droit  de  lui , à 
peine  de confifcation  des  exemplaires  contrefaits,  & de  trois  mille  livres 
d’amende  contre  chacun  des  contrevenans  , dont  un  tiers  à Nous,  un  tiers  à 
l’Hôtel-Dieu  de  Paris , & l’autre  tiers  audit  Expofant , & de  tous  dépens  , 
dommages  & intérêts  : A la  charge  que  ces  préfentes  feront  enregiftrées 
tout  au  long  fur  le  Regiftre  de  la  Communauté  des  Libraires  & Imprimeurs 
de'Ppris,  dans  trois  mois  de  la  datte  d’icelles;  que  l’imprefïïop  defdits  Ou- 
vrages fera  faite  dans  notre  Royaume  & non  ailleurs , en  bon  papier  & 
beaux  caraftéres,  conformément  à la  feuille  imprimée  & attachée  pour 
modèle  fous  le  contrefcel  defdites  préfentes;  que  l’Impétrant  fe  conformera 
en  tout  aux  Réglemens  de  la  Librairie,  & notament  à celui  du  dix  Avril 
17a  J ; & qu’avant  de  les  expofer  en  vente  , le  manufcrit  ou  imprimé  qui 
aura  fervi  de  copie  à l’imprelïïon  defdits  Livres  fera  remis  dans  le  même  état 
où  l’approbation  y aura  été  donnée  ès  mains  de  notre  très-cher  & féal  Che- 
valier le  Sieur  Daguelfeau , Chancelier  de  France  , Commandeur  de  nos 
Ordres  , & qu’il  en  fera  enfuite  remis  deux  exemplaires  dans  notre  Biblio- 
thèque publique  , un  dans  celle  de  notre  Château  du  Louvre , & un  dans 
celle  de  notredit  très-cher  & féal  Chevalier  le  SieurDaguefTeau,Chancellier 
de  France  , le  tout  à peine  de  nullité  des  préfentes  : Du  contenu  defquelles 
vous  mandons  & enjoignons  de  faire  jouir  ledit  Expofant  & fes  ayans  caufe, 
pleinement  & paifiblemeot , (ans  fouffrir  qu’il  leur  foit  fait  aucun  trouble 
ou  empêchement.  Voulons  que  la  copie  defdites  préfentes  qui  fera  impri- 
mée tout  au  long  au  commencement  ou  à la  fin  defdits  Ouvrages,  foit  tenu 
pour  ducment  lignifiée  , & qu’aux  copies  collationnés  par  l’un  de  nosamés 
& féaux  Confeillers  & Secrétaires,  foi  foit  ajoutée  comme  à l’orig:nal. 
Commandons  au  premier  notre  Huifiïer  ou  Sergent  fur  ce  requis  , de  faire 
pour  l’exécution  d’icelles  , tous  Aftes  requis  & nécefîaires  , fans  demander 
autre  permiffion  & nonobflant  clameur  de  Haro  , Charte  Nomande  & Let- 
tres à ce  contraires  :Car  tel  eft  notre  plaifir.  Donné  à Verfailles  le  vingt- 
fîxiéme  jour  du  mois  d’ Avril,  l’an  de  grâce  mil  fept  cens  quarante  trois, 
& de  notre  Régné  le  vingt-huitième.  Par  le  Roi  en  fon  Confcil  , 

SAINSON. 

Rcgijlré  fur  le  Regifire  XI.  de  ta  Chambre  Royale  des  Libraires  & Impri- 
meurs de  Paris  N° . 18  y.  fol.  If  J.  conformément  aux  anciens  Reglemens , 
confirmes  par  celui  du  28  Levrier  1723 . A Paris  le  23  Mai  1 743. 

• 

SAU  GR  AI  N , Syndic, 


De  l’Imprimerie  de  J.  C H A R D O N. 
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